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L    Tafel  ier  Lamda-Funetlon. 
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I. 


Rationale  ebene  Ciirven  dritter  Ordnung. 

ScUluBS  zu  N.  IV.  T.  LVIir. 


Von 


Dr.  K.  Zahradnik, 

Uiiiverbitlitsprofessur   su  Agram. 


Anwendung  anf  das  Descartes'sehe  Blatt. 

Die  Gleichung  des  Descartes'schen  Blattes  *)  ist  bekanntlich 

aS+y»--3aa-y  =  0.  '  (1) 

Die  Coordinateuachseu  sind  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  dieser 
Curve.    Die  Gleichung  (1)  können  wir  durch  das  Gleichungspaar 


3<7W 

Sott» 

1  +  M^ 


(2) 


ersetzen,  das  heisst,  wir  können  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Curvenpunktes  rational  mittelst  des  Parameters  u  ausdrücken.  Jedem 
Curvenpunkte  m  entspricht  ein  Parameter  w,-  und  umgekehrt,  und  die 
Bedeutung  des  Parameters  ist  bekanntlich,  wenn  wir  die  Verbindungs- 
linie des  Punkte^  w,-  mit  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  mit  lu 
bezeichnen, 

ig(UiX)=^ui  (3) 


1)  Diese   Entwickelurg  erschien    zum   Teile   in  Sitzungsberichten    der  kg. 
böhm.  Gcsellsch.  d.  WisHensch.  7.  11.  1873.     Frag. 

Teil  LXI.  1 


Digitized  by 


Google 


2  Zahradnik:  Rationale  ebene  Curven  dritfer  Ordnung. 

2.  Als  dio  Bedingungsgleicbung  für  die  Lage  dreier  Paukte  dos 
Blattes  auf  einer  Geraden  ergibt  sich  , 

«11*21/3  = —  1  (4) 

Für  einen  Inflexionspunkt  wird 

?*!  =  t^  =  M3  =  u 

tind  die  Gleichung  (4)  geht  in  diesem  Falle  über  in 

u^  =  —  1, 
deren  drei  Wurzeln 

1  — *V3 

«8  =  —2 

die  Parameter  der  luflexionspunkte  ergeben.  Das  Product  der  Para- 
meter der  luflexionspunkte  ist  gleich  —1,  d.  h.  dieselben  liegen  auf 
einer  Geraden. 

3.  Die  Parameter  der  unendlich  fernen  Punkte  des  Blattes  er- 
halten wir,  wenn  wir  den  Neuner  (2) 

setzen,  und  wir  erkennen  sogljeich,  dass  dio  drei  unendlich  fer- 
nen Punkte  des  Blattes  dessen  luflexionspunkte  sind,  dem- 
nach fallen  die  Inflexionstangenten  mit  den  Asymptoten  des  Blattes 
zusammen. 

Secante  und  Tangrente. 

4.  Für  die  Secante,  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte  w„  n^ 
des  Blattes  ergibt  sich  die  Gleichung 

05    y     3a  I 

welche  wir  nach  Kürzung  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor  {n^ — wg), 
schreiben  können: 

";  a[ttl"»«2^— "(«l+%)]  +  yCl  —  Wi  W2(Wi  +  «*2)]  +  3<»«l«*2  =  ö  (Ö) 

\     Für  «1  =  wg  =  tt  geht  die  Secante  in  eine  Tangente  über,  und   wir 
erhalten  als  deren  Gleichung 

tt(w3— 2)a:+  (1  — 2tt3)y-f  3aw2  =  0  (7) 
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Die  Gleichung  (7)  liefert  uns  die  Parameter  der  Berührun^spankte 
der  Toin  Punkte  (xf/)  an  das  Blatt  gelegten  Tangenten,  wenn  wir  or, 
y  als  bekannt  und  u  als  unbekannt  nehmen.  Nun  ist  die  61.  (7)  in 
Bezug  auf  u  vom  vierten  Grade,  d.  h.  von  jedem  Punkte  (xp)  kann 
man  an  das  Blatt  vier  Tangenten  legen,  das  Blatt  ist  somit  eine  Curve 
\ierter  Oasso  und  dritter  Ordnung,  und  die  Vergleichung  mit 

^?+y^+i  =-  0  (8) 

liefert  uns  die  Coordinateu  ihrer  Tangenten,  nämlich 

3  au 
1— 2t»» 


Aus  der  61.  (7)  erkennen  wir,  dass  vier  Tangenten  des  Blattes  durch 
einen  Punkt  hindurchgehen,  wenn  deren  Parameter  nachstehenden 
zweien  Bedingungsgleichungen 

(t*)i  «  2(n)4 
gcufigen. 

Fahren  wir  aus  61.  (5)  die  Parameter  der  unendlich  fernen  Punkte 
in  die  61.  (7)  der  Tangente  ein,  so  erhalten  wir  die  61eichungen  der 
drei  Asymptoten 

A^  =  (1  -*V3)x  +  (l  +  »y3)y-2a  -=  0  (10) 

A^  =  (l  +  jV3)a;+(l  — iV3)y— 2a  =»  0 

Die  reelle  Asymptote  A^  schneidet  auf  den  Coordinatenachsen  gleiche 
Stücke  ab,  nämlich  — a,  und  die  übrigen  zwei  imaginären  Asymptoten 
schneiden  sich  in  einem  reellen  Punkte,  dessen  Coordinateu 


sind. 

Inyolutionskegelsehnitt. 

5.    Der  Involutionskegelschnitt  für  das  Descaftes'sche  Blatt  ist 
eine  Hyperbel,  deren  61eichung 


(t) 


«ry  -  [j)  (11) 

ist.     Die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  die  Doppelpunktstangcnten 
des  Blattes. 
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Nonnale,  Evolute. 

6.    Die  Gleichung  einer  Geraden,   welche    durch  den  Punkt  u 
der  Curve  hindurchgeht,  lautet 


Dieselbe  wird  zur  Normalen,  wenn  wir 

2«»— 1 


u(u^—2) 


(13) 


setzen,  was  aus  Gl  (7)  erhellt.  Setzen  wir  nun  den  Wert  für  A  in 
die  Gl.  (12),  so  erhalten  mr  als  Gleichung  der  Normalen 

«(«3— 2)(w»+l)y-f  (21*8— l)(wH-l)a?— 3aw{MS+2w8— 2m«— 1}«  o  (14) 

Da  der  Parameter  des  Fusspunktes  in  dieser  Gleichung  der  Normalen 
im  siebenten  Grade  erscheint,  folgt,  dass  wir  aus  einem  jeden  Punkte 
der  Ebene  des  Blattes  sieben  Normalen  fUllen  können*). 

Die  Anzahl   der  Normalen   bestimmt    die    Ciasso   der  Evolute. 
Setzen  wir  die  Gleichung  der  Normalen 

A'  =  0, 

so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Evolute  in  Punktcoordinaten,  wenn 
wir  aus 

N^O  (15) 

und  deren  Derivation  nach  u, 

g?-0  ,.C) 

den  Parameter  n  eliminiren  als  F(x^y)  =^0,  oder  in  anderer  Form, 
wenn  wir  die  Gleichungen  (15)  und  (16)  nach  x  und  y  auflösen  als 

X  «=  Op(tt) 

(17) 

Die  Evolute  ist  somit  eine  rationale  Curve  siebenter  Classe  und 
zwölfter  Ordnung. 


1)  Bekanntlich  hat  Chaslcs  gczt^igt,  dass  die  Anzahl  der  N<»riunlcn  gleich 
der  Snmmc  der  Ordnungszahl  und  Clnssenzahl  einer  Curve  ist,  hier: 

7  =  3  +  4 
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Aehnlich  wie  in  Art.  4.  können  wir  die  Gleichung  der  Evolute 
in  Taugentialcoordinaten  ausdrücken 

_       (2u«^l)(n8+l) 

9  


(18) 

_  ^«3— 2)(fi»4-l) 

^  ■"      3aM(tt^+3a3— 2w2— 1) 

Dass^ich  die  Coordinaten  des  KrQmmnngsmittelpunktes  so  wie  auch 
der  Krümmungshalbmesser  leicht  als  Functionen  des  Parameters  u 
ergeben,  ist  klar,  da  es  bloss  darauf  «ankommt,  die  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  von  x  und  y  nach  u  zu  berechnen  und  in  be- 
kannte Formeln  die  Werte  einzuführen. 

Aber  der  Krümmungsraittelpunkt  ist  schon  durch  Gl.  (17)  ange- 
deutet, somit  können  wir  von  einer  zweiten  Berechnung  der  Gl.  (17) 
Umgang  nehmen,  und  zwar  schon  aus  dem  Grunde,  dass  die  zweite 
Berechnung  gegen  die  erste  keinen  Vorteil  böte. 


Quadratur« 

7.    Die  Fläche  der  Schleife  (des  Blattes  im  engeren  Sinne)  ist 
ausgedrückt  durch  das  Integral: 


'=^-r^m. 


.~2w3)w^/m 
Setzen  wir 


SO  geht  dieses  Integral  über  in 


P=3a^   r^~^dz 


'=*"/- 


Die  zur  y  Achse  parallele  Tangente  des  Blattis  berührt  dasselbe  im 
Punkte  B  (Fig.  1.),  dessen  Coordinaten  OC  nud  OB  sind.  Entspricht 
nun  der  Punkt  A  dem  Parameter  tt  ==  1,  so  ist  die  Fläche  des  Blattes 
OABO  gleich  OABC—  OBC,  daher  ist 

^      «  J     /•3— 23  ,         /-a— 23  ,  ) 


daher 
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Die  Fläche  der  Schleife  ist  demnach  gleich  einem  Kechtecke,  dessen 
Basis  die  Länge  der  Schleife  OA  und  dessen  Höhe  der  Abstand  des 
Doppelpunktes  von  der  reellen  Asymptote  ist, 

P=  OA.OD, 

oder  auch:  die  Fläche  der  Schleife  ist  gleich  der  dreifachen  Fläche 
des  Dreiecks,  den  die  Asymptote  mit  den  Doppelpunktstangentcn  bildet 

Um  die  Fläche  zu -finden,  welche  die  reelle  Asymptote  mit  den 
beiden  Aesten  bildet,  wollen  wir  die  Coordinaten  transformircn. 
Drehen  wir  die  Coordinateuachsen  um  45^,  so  wird  die  neue  X  Achse 
auf  der  reellen  Asymptote  senkrecht  stehen,  und  die  frühere  Gleichung 
des  Blattes  geht  über  in 

Setzen  wir 

so  können  wir  die  Gleichung  ersetzen  durch 

und  für  die  Fläche  erhalten  wir  den  Ausdruck: 

*(1  —  VL^)v^du 


Setzen  wir 

so  erhalten  wir 


•=«^/ 


oder 


9V3, 


Bezeichnen  wir 


so  ist 

und 

j 1  ,    2»- 3 

•^**  ""  2(n— 1) '  (l-t.«2^H-J-t-2(n  — l)*^**-^ 

Dieser  Bezeichnung  zufolge  ist 
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^ ^^  9-1/3  (^•^*'8  —  «^i^s)' 

Nan  ist  aber 

j3 ^V^j*** 

3^213  ~~«^4>8  —         ^«^S^"  ^*^8  —  J5l  =  n  _|-«^)^  ~  (1  j_  3l4i5\ä» 

somit 

8c«  i     ^w» c^       3«2 

3    !    (l+3tt^)«"'3  ^   2 

derselbe  Ausdruck,  den  wir  früher  für  die  Fläche  der  Schleife  er- 
halten haben.  Da  nun  unser  Integral  in  den  Grenzen  00  und  1, 
—  1  und  0  der  Grösse  nach  gleich  bleibt,  so  sehen  wir,  dass  die 
reelle  Asymptote  das  Blatt  dermasseu  abgrenzt,  dass  dasselbe  durch 
den  Doppelpunkt  und  durch  dessen  Symmetrieachse  DA  in  vier  gleiche . 
Teile  geteilt  wird;  der  Flächeninhalt  der  von  der  Asymptote  begrenzten 
Fläche  sammt  der  Schleife  ist  (Fig.  3.) 

p'  =  3a«  =  2P  =  FC^HJ  (20) 

wenn  F  wie  früher  den  Flächeninhalt  der  Schleife  bedeutet. 

Constructionen  des  Blattes« 

8.  Beschreiben  wir  mit  3a  als  Halbmesser  einen  Ki*eis,  und  setzen 
3a  =  OB  '^  1,  was  immer  erlaubt  ist,  da  wir  die  Längeneinheit  be- 
liebig wählen  können.  Ziehen  wir  nun  den  Strahl  OA^  welcher  mit 
OB  (Fig.  3.)  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente  gleich  u  ist,  und 
durch  AB  gemessen  wird,  so  dass 

t*  =  AB, 

Beschreiben  wir  nun  um  den  Punkt  B  mit  dem  Halbmesser  AB  einen 
Bogen,  der  OB  im  Punkte  D  trifft,  und  ziehen  aus  diesem  Punkte 
zu  OA  eine  Parallele,  welche  auf  AB  den  Punkt  A2  bestimmt,  so  ist 

A2B  =  w«. 

Ziehen  wir  ferner  aus  dem  Punkte  D  zu  OA.2  eine  Parallele,  so  er- 
halten wir  auf  AB  den  Punkt  Aq  und 

AqB  =  u^. 

Tragen  wir  die  Strecke  A^B  auf  OB  in  ihrer  Verlängerung  über  B 
auf,  80  dass  A^B  =  BC  ist,  so  haben  wir 

Um  v-i~H  zu  construiren,  machen  wir  auf  OA 
1  -j-  ?A^  ' 
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OA^'  =  AD 

und  ziehen  aus  dem  Punkte  C  eine  Parallele  zu  BA^^  so  erhalten  wir 
auf  OA  den  Punkt  /'  und 

Machen  wir  nun  auf  OA 

OA^  =  A^B 

und  ziehen  aus  dem  Punkte  C  eine  Panallolc  zu  BA^^  so  erhalten 
wir  auf  OA  den  Punkt  S  und 

Beschreiben  wir  nun  mit  Oll  aus  dem  Punkte  O  einen  Bogen,  der 
Oi^  im  Punkte  P  trifft,  und  errichten  in  P  eine  Senkrechte,  so 
schneidet  dieselbe  den  Strahl  OA  im  Punkte  M^  welcher  ein  Punkt 
des  Blattes  ist.  Bei  Coustruction  mehrerer  Curvenpunkte  treten  natür- 
lich verschiedene  ErlcichteniUKcn  auf,  so  ist  die  separate  Coustruction 
des  Punktes  &  oder  der  y  nicht  erforderlich,  wir  finden  aber  in  ihr 
mittelst 

OA^  =  MP 

eine  Probe  der  Zeichnung. 

Eine  zweite  Construction  möge  noch  kurz  erwähnt  werden. 

Das  Bescartes'sche  Blatt  zeigt  sich  als  das  Erzeugniss  eines  Kegel- 
schnittsbüschels und  eines  ihm  projectivischen  Strahlenbüschels.  Die 
Lage  dieser  Büschel  ist  bestimmt  durch  nachstehende  Gleichungen 

(21) 

y  —  lx^^. 

Für  jeden  Wert  von  \  erhalten  wir  einen  Punkt  der  Curvc 
(ausser  dem  jedem  \  zukommenden  Coordinatenanfang,  der  als  Doppel- 
punkt des  Erzeugnisses  auftritt)  als  Durchschnitt  der  entsprechenden 
Elemente  beider  Büschel.  Die  Coordinatcn  des  Durchschnittes  er- 
halten wir,  wenn  wir  die  .Gleichung  des  Kogelschnittsbüschels  mit  \^ 
multipliciren  und  in  dieselbe  aus  der  Gleichung  des  Strahlenbüschels 
für  Ax  den  Wert  einführen.    Wir  erhalten  so  nach  kurzer  Reduction 

y  ^  1  +r^ 

somit  vermöge  der  zweiten  Gleichung  (21): 

l_ 

^"l+P 
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welche  wir  als  das  Gleichungspaar  des  Blattes  wieder  erkeimcn.  Die 
Mittelpunkte  des  Kogelschuittsbttschcls,  dem  die  X  Ache  als  gemein- 
schaftliche Tangente  zukommt,  liegen  auf  der  Y  Achse. 

Für  jedes  positive  k  haben  wir  mit  einer  Ellipse  des  Büschels 
zu  tun,  welche  für  iL  =*=  1  in  einen  Kreis  tibergeht.  Negativen  k  ent- 
sprechen Hyperbeln  des  Büschels  und  als  Uebergangsfall  haben  wir 
für  il  =  0  eine  Parabel  des  Büschels.  Die  Punkte  des  Blattes  im 
engeren  Sinne  sind  also  Durchschnitte  der  Ellipsen  des  Büschels  mit 
den  entsprechenden  Geraden  des  Strahlenbüschels,  während  die  Punkte 
der  beiden  Aeste  als  Durchschnitte  der  Hyperbeln  des  Büschels  mit 
den  entsprechenden  Strahlen  des  Strahlenbüschels,  der  Doppelpunkt 
entspricht  der  Parabel  des  Büschels  (k  =  0)  und  X  Achse  (k  «  od), 
welche  als  eine  Doppellinie  auftritt  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Grundstrahlen  des  Strahlenbüschels. 

Gegeben  sei  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystera   (Fig.  4.)  und 

die  Gerade 

Li^i/—kix  =  0. 

Auf  der  Y  Achse  trage  man  OB  =  -^  =  ^  (^^'o  ö  =  Sa  kurz  ge- 
setzt ist)  auf,  und  ziehe  durch  B  eine  Parallele  zur  -Y  Achse,  welche 
die  Gerade  L  =  0  im  Punkte  C  schneidet,  so  ist 

Bozcichncn  wir  nun  die  in  der  Y  Achse  gologeue  Achse  des  Kegel- 
schnittes mit  2^  und  die  andere  mit  2cr,  so  ist  bekanntlich 

ß-l-  (22) 

Es  ist  somit  BC  ^  ß  für  den  Kegelschnitt  A.    Wir  finden  «,  wenn 

wir  AO  über  den  Punkt    O  um   OB'  verlängern  und   mit   B'E  = 

B'A 
EA  =   -^y    einen  Halbkreis  beschreiben,  der  die  Y  Achse  in  F  trifft, 

so  ist  OF  =  «.  Der  Zusammenhang  zwischen  «  und  /?,  welcher  durch 
die  Gleichung  (23)  gegeben  ist^  nämlich 

"*=a-|S  (24) 

lässt  eine  einfache  Construction  von  a  und  ß  zu.  Man  construire  zu 
diesem  Bchufe  die  Parabel  (24),  und  die  Coordinaten  ihrer  Punkte 
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geben  die  cutsprechenden  Achsenpaarc  «,  ß.  Sind  nun  für  einen 
Kegelschnitt  A  sein  Mittelpunkt,  seine  Achsen  bekannt,  so  können 
wir  denselben  construiren  und  sein  Durchschnitt  mit  Z»  -«  0  ist  der 
A  entsprechende  Curvcnpunkt. 


Anwendung  anf  die  Strophoide. 

1.    Bekanntlich  ist  die  Gleichung  der  Strophoide 

x^+xy^+a(j''^-y^)=0  (1) 

oder  mit  Hinznnahme  des  rationalen  Parameters  u 


«^+1 
a(u^ — 1)« 


(2) 


Als  Bedingungsgleichung  für  die  Lage  dreier  Cuncnpunkte  auf  einer 
Geraden  ist 

(t.)^  =  -  1  (3) 

demnach  sind  die  Parameter  der  Inflexionspüukte 

und  als  Parameter  der  unendlich  fernen  Punkte  erkennen  wir  aus 

Gl.  (2) 

M,  =  »5     ttg  =  4"  /,     Mj  =  —  e  (5) 

woraus  erhellt,  dass  zwei  der  unendlich  fernen  Punkte  die  imaginären 
Kreispunkte  sind,  durch  welche  die  Strophoide  hindurchgeht,  und  der 
dritte  ist  der  reelle  Inflexionspunkt  («,  x ). 


Secante  und  Tangente. 

2.    Für  die  Secante  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte  wj,  u^^ 
der  Curve  ergibt  sich  die  Gleichung 

\        X  y  a      \ 

'  ti^^-1  wj(m/— 1)  «1*^+1 ;  =  0, 

i  i*/~-l    U2(V-1)  V  +  l: 

welche  nach  Kürzung  mit  dem   gemeinschaftlichen  Factor  (mj— «*,) 
geschrieben  werden  kann 
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X  y  a 

M,«  —  l  Wj(V-l)  V  +  1     -=0 

Für  t*i  =  1*2  ==  tt  geht  die  Secante  in  eine  Tangente  über,  und  wir 
erhalten  nach  kleiner  Roduetion  für  dieselbe 

4tty  +  (l  —  4n2  —  tt*)a;+a(M»— 1)2  =  0  (7) 

Diese  Gleichung  gibt  uns  bekanntlich  eine  Relation  zwischen  den 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  {ary)  auf  der  Tangente  und  dem 
Parameter  ihres  Berührungspunktes  an.  Fassen  wir  den  Punkt  (a-,  y) 
als  gegeben,  so  erhaltc>u  wir  die  Parameter  der  Berührungspunkte 
aus  61.  (7)  als  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  Bezug  auf  u.  Da  nun 
die  Gleichung  (7)  in  u  vom  vierten  Grade  ist,  so  folgt,  dass  die 
Strophoide  eine  Curve  vierter  Classe  ist,  welche  wir  in  Tangential- 
coordinaten  schreiben  können 

_  1  —  4^^-  u^ 

(8) 
—  4tt__      , 

n—  «(,,-2-1)2 

Führen  wir  in  die  Gleichung  der  Tangente  die  Parameter  der  In- 
flexionspunkte  ein,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Inflexions- 
tangenten 

Jy^x  —  a  =  0 

Jg  ==  öx  +  S/yS  .y+4a  =  0  (9) 

Js  =  hx—Zi^d.y+\a  =  0 

Wir  erkennen,  dass  den  zwei  imaginären  Inflcxionstangcnten  ein  reeller 
Schnittpunkt  zukommt,  dessen  Coordinaten 

x^  —  ia 

y  =  0 

sind.    Führen  wir  nun  die  Parameter  der  unendlich  fernen  Punkte  in 

die  Gleichung  der  Tangente  ein»  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der 

Asymptoten : 

A^  ^  a;. —  a  =  0 

^g^Ä-fty  +  a^O  (10) 

Aq^  X  —  iy-\-a  =  0 

Die  reelle  Asymptote  ist  demnach  eine  luflexionstangente  der  Curve 
und  die  beiden  imaginären  Asymptoten  schneiden  sich  in  einem 
reellen  Punkte  in  dem  Pole  der  Strophoide,  dessen  Coordinaten 


sind« 
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IN^ormale,  Eyolute« 

3.    Die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Curvcnpunkt 
ti,  hindurchgeht,  lautet: 

aw(M* — 1) 


Dieselbe  wird  zu  einer  Normalen,  wenn  nach  Gl.  (7) 

4m 

somit  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Wert  A  einführen  nach  einiger 
Reduction 

Diese  Gleichung  können  wir  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor 
(1  +  w*)  kürzen,  was  seinen  Grund  in  den  imaginären  Kreispunkten 
hat,  durch  welche  die  Curve  hindurchgeht  Wir  erhalten  demnach 
schMesslich  für  die  Normale  im  Punkte  u  die  Gleichung 

(1  — 4tt2— w4)2/  — 4Ma:+4a(w2— i)(w2^3)  =  0     .         (11) 

Wir  worden  die  Fusspunktquadmpel  der  Normalen  nicht  näher 
untersuche«,  da  wir  es  schon  in  diesem  Archiv  allgemein  für  ratio- 
nale Curven  an  anderer  Stelle  durchgeführt  haben  und  bemerken 
bloss,  dass  die  Fusspunktc  der  Normalen,  welche  man  aus  der  F  Achse 
an  die  Strophoidc  fällt,  in  einem  Kreise  liegen,  und  dass  der  Ort  der 
Punkte,  deren  Normalenfusspunkte  äquianharmonische  Punkte  bilden, 
ein  in  zwei  Gerade  dcgenerirter  Kegelschnitt  ist. 

Aus  der  Gl.  (11)  erkennen  wir,  dass  die  Evolute  eine  rationale 
Curve  vierter  Classe  ist,  deren  Tangentialgleichung 

.  _^     —  4w 

^  "~  ~A€i{%?  --  IM«? +3) 

(12) 
-        1— 4n^-«^ 

*'"~  4«(/i^  — l)('«^-f3) 

Wir  erhalten  ihre  Gleichung  in  Punktcoordinaten ,  wenn  wir  aus  der 
Gleichung  der  Normalen 

und  deren  Derivation  nach  m,  somit 

ilu 
den  veränderlichen  Parameter  u  eliminiren,  als 
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F(x,y)^0  (13) 


oder  in  Form 

X  =  g>(n) 


(14) 


dN 
wenn  wir  die  Gleichungen  iV  =  0  und  -  =  0  naeb  x  und  y  auf- 
lösen. Zu  der  letzteren  Form  gelangen  wir  noch  auf  einem  anderen 
Wege,  wo  wir  dieselben  entwickeln  werden.  Sowohl  die  Entwickelung 
(13)  wie  (14)  führt  uns  zum  Resultate,  dass  die  Evolute  der  Stro- 
plioide  eine  rationale  Cuno  sechster  Ordnung  und  vierter  Classe  ist. 


Purehsehnitte  eines  Kreises  mit  der  Stropholde, 

4.    Führen  wir  in  die  Gleichung  eines  Kreises 

statt  X  und  y  die  Werte  aus  (2)  ein,  so  erhalten  wir 

«V+2aj5«3+(w2  — 2««— 2art)w2  +  2a|3tt4-a^+2a«-f.m2  =-  0  (15) 

Der  Kreis  schneidet  demnach  die  Strophoidc  ausser  den  imaginären 
Kreispunkteu  in  weiteren  vier  Punkten,  deren  Parameter  sich  als 
Wurzeln  der  Gleichung  (15)  ergeben.  Da  aber  drei  der  Schnittpunkte 
die  Lage  des  Kreises  vollständig  bestimmen,  so  muss  zwischen  den 
Parametern  der  vier  Schnittpunkte  eine  Relation  bestehen,  vermöge 
deren  wir  aus  den  drei  Punkten  den  vierten  linear  bestimmen  können. 
Dieselbe  folgt  aus  der  Form  der  Gl.  (15),  nämlich 

.(w)i+M3  =  0  (16) 

Für  den  Fall,  dass  u^r^  v^^  u\  n^  -=  u^  =»  «"  wird,  erhalten  wir 
einen  doppelt  berührenden  Kreis  in  den  Punkten  tt'  und  u"  und  die 
Gleichung  (16)  geht  über  in 

„V'-=-l  (17) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  die  Derührungspunkte  u\  u" 
vom  Doi)pelpunkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  werden  *). 

Ziehen  wir  die  Gerade  uu\  so  schneidet  diese  die  Strophoide 
noch  in  einem  Punkte  v!"  und  da  nach  der  Gleichung  (3) 


1)  Dasselbe  gilt  bei  der  Focalc  allgemein,  siehe  Dr.  Em.  Weyr  ,,Ueber 
Ottrchschnittspunkte  von  Foenlen  m't  Kreisen  und  LemnisrAten".  Sltzb.  d. 
kOnigl.  bOhm.  GescHsch.  d.  Wissensch.  23.  5.  1S73.  Frag. 
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ist,  SO  folgt  daraus 

w"'  =  0 

d.  i.  „Die  Yorbindungslinicn  der  BcrQbruugspunktc  der 
die  Stroplioide  doppelt  berührcndcu  Kreise  gehen  durch 
einen  festen  Punkt  t*'",  den  Pol  der  Curvc." 

„Die  Berührungspunkte  der  die  Strophoidc  doppelt 
berührenden  Kreise  bilden  eine  centrale  Involution/' 


Aus  der  Gleichung  (15)  folgt 


W.  -=  - 


2ß 

4a 


(«)2-004=--3-  ^ 

und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (17)  gehen  diese  Gleichungen 
über  in 

u'  +  u"  =  ^ 

'  a 

Erheben  wir  die  erste  zur  zweiten  Potenz  und  subtrahiren  davon  mit 
Rücksicht  auf  die  Gl.  (17)  die  zweite  Gleichung,  so  erhalten  wir 

/3^+4««  -  0  (18) 

woraus  wir  ersehen,  dass  „der  geometrische  Ort  der  Mittel- 
punkte der  die  Strophoide  doppelt  berührenden  Kreise 
eine  Parabel  ist,  die  den  Pol  der  Curve  zu  ihrem  Brenn- 
punkte hat" 

Ziehen  wir  uu"n**\  so  haben  wir  nach  der  Gleichung  (17) 


welche  Gleichung  uns  besagt,  dass  alle  die  Strophoide  doppelt 
berührenden  Kreise  von  einem  Kreise  rechtwinklig  ge- 
schnitten werden,  der  zum  Centrum  den  Pol  w'"  und  zum 
Radius  dessen  Abstand  a  von  der  FAchsc  hat. 

Wir  erkennen  demnach  die  Strophoide  als  die  Enve- 
loppe  aller  Kreise,  welche  zum  Orte  ihrer  Mittelpunkte 
eine  Parabel  haben  und  einen  Kreis  rechtwinklig  schnei- 
den *). 


1)  C.  Küpper  „Beitrage  cur  Theorie  der  Curvcn   3.  und  4.   Ordnung**. 
Abhandl.  d.  kAnigl.  bOhm.  Geiellich.  d.  Wissenicb.  Frag.  1872. 
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Krttmmun^kreis,  ETolate. 

Geht  der  Kreis  durch  drei  benachbarte  Panktc  hindurch,  d.  i. 
wird  ««ä  ^  «3  =  "4  =  M,  so  erhalten  wir  einen  Krüramungskreis  im 
Punkte  tt,  und  die  Gleichung  (16)  geht  in  diesem  Falle  über  in 

t*i(l  +  3u«)  +  «(3+M2)  =-  0  (19) 

d.  i.  durch  jeden  Punkt  der  Strophoide  können  wir  drei  sie  osculirendc 
Krflmmungskreisc  *)  legen. 

Die  Tripel  der  Osculationspunkte  bilden  auf  der 
Strophoide  eine  cubische  Punktinvolution,  deren  Gleichung 
durch  (19)  ausgedrückt  ist. 

Die  Parameter  der  Doppelpunkte  erhalten  wir,  wenn  wir  aus  der 
Gleichung  (19)  und  ihrer  Derivation  nach  u  den  veränderlichen  Para- 
meter der  Involution  Wj  eliminiren.    Wir  erhalten  so 

(w»--l)2  =  0 
daher 

tt«  ±1 

Je  zwei  der  vier  Doppelpunkte  fallen  zusammen.  Die  cubische  Invo- 
lution (19)  hat  demnach  zwei  dreifache  Punkte,  deren  Parameter 
tt=+l,  tt=— 1  sind,  es  sind  dies  die  Nachbarpunktc  des  Doppel- 
punktes. 


Aus  der  Gleichung  (15)  folgt 


(">^    „. 


21? 

4« 


(«)4-(«)2=3  + 


a 


FQr   einen    Krümmungskreis   gehen  diese   Gleichungen   über   wegen 
f 4^  =  ?«3  =  «4  =  9«  in 

4« 

«•^Uj — 3?r  —  3w?<j  ==  3-j- 


1)  Wahlen  wir  die  Tangenten   des  Doppelpunktca   eu  CoorditiAtenachsen) 
dann  gehen  die  Gleichungen  (16)  nnd  (19)  fiber  in 

ttjii»  =  1 
and  wir  sehen,  dats  die  drei  Osculationspunkte  mit  dem  ursprünglichen  Funkte 
auf  cineiD  Kreise  liegen. 
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Eliroiniren  wir  nun  mit  Hilfe  der  Gleichung  (19)  den  Parameter  Mj 
d^s  Punktes,  in  welchem  der  Krümmungskreis  die  Strophoide  schnei- 
det, so  erhalten  wir  als  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

(20) 
—  __  a(«^+9^^^+3u^+3) 
"""  "    Ml  +  'du^) 

Die  Gleichungen  (20)  sind  eben  nichts  anderes  als  die  Gleichungen 
(14),  welche  dort  nur  angedeutet  und  hier  entwickelt  sind.^ 

Die  Parameter  des  Doppelpunktes  sind  -f-l,  — 1,  und  die 
Coordinaten  der  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkte  (— a,  a), 
(— a,  —  a). 

Aus  den  Gleichungen  (20)  erkennen  wir  wieder,  dass  die  Evolute 
der  Strophoide  eine  rationale  Curve  sechster  Ordnung  ist,  und  wie 
früher  gezeigt  wurde  vierter  Classe.  Eliminiren  wir  aus  den  Glei- 
chungen (20)  den  Parameter  w,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der 
Evolute  als  F{a,  ff)  -=  0. 

Die  Gleichung  des  luvolutionskegelschnittes  bekommen  wir  nach 
früher  gegebener  allgemeiner  Entwickelung,  wenn  wir  die  Coordinaten- 
achsen  um  45®  umclrehen,  d.  h.  wenn  wir  die  Tangenten  des  Doppel- 
punktes als  Coordinatenachsen  annehmen.  Für  diese  Lage  der  Coor- 
dinatenachsen  ist  die  Gleichung  der  Strophoide 

und  demnach  die  Gleichung  des  luvolutionskegelschnittes 

(x+y)^+4:y2a(x'~y)  +  Sa^  =-  0  (21) 

aus  welcher  wir  erkennen,  dass  derselbe  eine  Parabel  ist 


Quadratur, 

Für  den  Fläclioninhalt  der  Strophoide  finden  wir  den  Ausdruck 

*(f*^ — 1)?A/m 


oder  der  früheren  Bezeichnung  gemäss 

p=4a«(J„3-*/2,3) 


Nun  ist 


•^4»3 — •^8»8  =  2»/8  —  oJ^-\-Ji  —  J 
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Die  Fläche  der  Strophoide  besteht  nun  aus  zwei  Teilen,  aas  der 
Schleife  und  ans  dem  spitzen  Teile,  der  durch  den  Doppelpunkt 
von  der  Schleife  getrennt  und  von  der  reellen  Asj^mptotc  begrenzt 
wird,  demnach  ist  die  ganze  Fläche 

P=  Schleife  +  Spitze 

Nach  den  bei  dem  Descartcs'schen  Blatte  angeführten  Reductions- 
formeln  ist 

4/=arctgtt-^^-,-,- 

somit  bekommen  wir  für  den  Flächeninhalt  der  Schleife,  den  wir  mit 
P,  bezeichnen  wollen, 

A=«2««|(^arctg.-  ^:p^^j 


Pi  =  2«»— 2n;(^j  (22) 

und  für  den  Flächeninhalt  der  Spitze,  den  wir  kurz  P^  bezeichnen 
wollen,  ist 


P,  =  2a2  .  (arct«M-~  ^^_p-,^y^j 


+  1 

P,  =^2««+2«(^y  (23) 

und  für  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Strophoide  in  angegebener 
Begrenzung 

P=P,+P2  =  (2a)«  (24) 

l^ir  können  demnach  die  Flächenteile  folgendermassen  constmiren 
(Fig.  6).  Construiren  wir  uns  ein  Quadrat  BCDE^  dessen  Seite  gleich 
2a  ist,  verbinden  die  Mittelpunkte  der  Seiten  ö,  //,  ./,  K^  so  ent- 
steht ein  neues  Quadrat,  dessen  Flächeninhalt  gleich  ist  2a*.  Schrei- 
ben wir  nun  diesem  Quadrate  einen  Kreis  ein,  so  wird  dessen  Radius 

gleich  sein  -y^»   demnach   sein   Flächeninhalt     ^  *     Schattiren  wir 

nun  die  Winkelräume  bei  G,  H^  ./,  Ä',  welche  vom  Kreise  (z/ö) 
begrenzt  werden,  so  ist 

P  ==  ßCDE 

Pj  =  der  schattirte  Winkclraum 

Pj  =  der  übrigbleibende  Teil  von  BCDE, 

Teil  LXI.  2 
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CouBtruction  der  Strophoide. 

1)  Gegeben  sei  w^'O  als  Durchmesser  eines  Kreises  (Fig.  5.)  und 
H^A^  OC  seine  Tangeuten  in  den  Endpunkten  des  Durchmessers. 
Man  ziehe  durch  den  Punkt  O  eine  Gerade  OA^  welche  den  Kreis 
im  Punkte  ß  schneidet.    Machen  wir  nun  auf  OB 

Bu'  =  BA 

so  ist  u    ein  Punkt  der  Strophoide. 

2)  Man  ziehe  die  Gerade  u*^C  und  boschreibe  mit  OC  als  Halb- 
messer aus  C  Mittelpunkt  einen  Kreis;  derselbe  trifft  die  Gerade  in 
den  Punkten  u  und  ?/',  welche  Punkte  der  Strophoide  angehören  als 
Ort  solcher  Punkte. 

3)  Für  die  Strophoide  als  specieller  Fall  der  Focale  aufgefasst, 
ergibt  sich  nachstehende  weitere  Construction.  Es  sei  u'"!!  der  Durch- 
messer eibes  Cyliuders,  und  Au'"HJ  sein  Achsen  schnitt.  Im  Punkte 
u'"  denken  wir  uns  eine  Senkrechte  zum  Achsenschnitto  errichtet, 
welche  demnach  auch  eine  Tangente  des  Erzeugungscylinders  sein 
wird.  Diese  Senkrechte  fassen  wir  als  Achse  eines  Ebenenbüschels 
auf.  Jede  Ebene  des  Büschels  schneidet  den  Cylinder  in  einer  Ellipse 
und  der  Ort  der  Brennpunkte  dieser  Ellipsen  ist  eine  ebene  Curve 
die  Sti'ophoide.  Die  Ebene  des  Büschels,  welche  zur  Achse  des 
Cyliuders  senkrecht  steht,  schneidet  den  Cylinder  in  einem  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  O  der  Doppelpunkt  des  Ortes  ist,  da  sich  in  dem- 
selben die  beiden  Brennpunkte  der  Schnittcurvo  vereinigen.  Da  nun, 
wie  erwähnt,  die  Brennpunkte  der  Schnitte  des  Ebenonbüschels  im 
Achsenschnitt  Au*"HJ  gelegen  sind,  können  wir  die  Strophoide  fol- 
gendermassen  construiren:  Man  ziehe  durch  den  Punkt  u"'  einen 
Strahl  u'V  und  construire  dio  zwei  Kreise,  welche  die  Geraden  -4«**^, 
HJ  und  den  Strahl  u*"J  berühren.  Es  sei  Ä'  der  Mittelpunkt  eines 
solchen  Kreises,  so  ist  sein  Berührungspunkt  u*  mit  dem  Strahl  u^J 
ein  Punkt  der  Strophoide. 

4)  Eine  vierte  Construction  ergibt  sich  aus  dem  Art.  4,  wo  wir 
die  Strophoide  als  Euveloppe  aller  Kreise  erkannt  haben,  welche  die 
Punkte  der  Parabel  (18)  zu  Mittelpunkten  haben  und  den  festen  Kreis 
mit  u^  als  Mittelpunkt  und  n'"0  als  Halbmesser  rechtwinklig  schneiden. 

Alle  diese  Constructionen  sind  zum  Teil  in  früherer  Entwickclung 
gelegen  und  wir  können  von  ihrem  Beweise  Umgang  nehmen,  zumal 
dieselben  hinlänglich  bekannt  sind. 

Agram,  März  1877. 
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IL 

Studien  zu  Fürstenau's  neuer  Methode  der 
Darstellung  und  Berechnung  der  Wurzeln  alge- 
braischer Gleichungen  durch  Determinanten  der 
Coefticienten. 

Fortsetzung  tou  N.  XIV.  T.  LIX. 
Von 

Hans  Naegelsbach. 


Erst  nach  dem  Druck  der  ersten  unter  obigem  Titel  in  diesem 
Archiv  (59.  T.  2.  H.)  veröffentlichten  Abhandlung  hat  der  Verfasser 
die  geistreiche  Arbeit  des  Hierrn  Prof.  E.  Schröder  „Ucber  unendlich 
viele  Algorithmen  zur  Auflösung  der  Gleichungen",  Math.  Ann.  IL  2, 
kennen  gelernt  In  derselben  erscheint  die  Fürstenau'sche  Methode 
als  ein  specieller  Fall  einer  viel  allgemeineren  Methode.  Es  entstand 
daher  die  Frage,  ob  die  Studien  fortzusetzen  seien,  und  der  Verfasser 
bat  sich  dafür  entschieden  in  der  Ueberlegung,  dass,  nachdem  man 
für  die  praktische  Anwendung  sich  doch  für  einen  der  in  Schröder's 
allgemeinerer  Methode  enthaltenen  spcciellen  Fälle  entscheiden  muss, 
gerade  die  Fürstenau'scho  Methode,  wogen  der  geradezu  elementaren 
Entwicklung  und  übersichtlichen  Darstellung,  deren  sie  fähig  ist,  eine 
Zukunft  zu  haben  verspricht.  Die  Resultate  der  Untersuchung  aber 
sind  dann  so  ausgefallen,  dass  sie  jedenfalls  der  Beachtung  wert  sind. 

Eine  dem  Inhalt  nach  verwandte  Arbeit  ist  die  in  den  mathem. 
Annalen  (IX.  Bd.  4.  H.)  erschienene  Abhandlung  des  Herrn  J.  König 
in  Budapest  über  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  nten  Grades.    Dort  wird 
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ebenfalls  für  die  Gleichung  /«  *=■  0   y  nach  steigenden  Potenzen  von 

X  entwickelt,  und  der  Ausdruck  für  die  kleinste  Wurzel  abhängig 
gemacht  von  der  Zahl  der  Zeichen  Wechsel  in  der  Reihe  der  Cocfft- 
cienten  dieser  Entwicklung.  Der  theoretisch  sehr  interessante  Aus- 
druck dürfte  in  Bezug  auf  praktische  Anwendbarkeit  den  Mangel 
haben,  dass  allzuviel  Coefficienten  wirklich  entwickelt  werden  müssen 
um  ein  einigermassen  genaues  Resultat  zu  geben. 

Was  nun  den  Inhalt  der  gegenwärtigen  Abhandlung  betrifft,  so 
steht  er  zu  dem  der  ersten  in  folgender  Beziehung:  In  der  ersten 
Abhandlung  sind  die  Fürstenau'schen  Näherungswerte  der  grössten 
resp.  kleinsten,  reellen  oder  coraplexen,  Wurzeln  einer  numerischen 
Gleichung  durch  Divisionscoefficienten  auss?edrückt  worden.  Durch 
dieselben  liess  sich  auch  der  genaue  Wert  dos  Fehlers  ausdrücken 
und  mit  Hülfe  dieses  genauen  Wertes  angeben,  welchem  Werte  sich 
der  Fehler  bei  wachsender  Annäherung  immer  mehr  nähert  Die 
Form  dieses  Fehlers  hängt  wesentlich  davon  ab,  ob  die  zweitgrössten 
resp.  kleinsten  Wurzeln  reell  oder  complox  sind,  so  dass  sich  im 
Ganzen  vier  Fälle  ergeben.  Aus  der  Form  des  Fehlers  aber  konnte 
dann  geschlossen  werden,  in  welcher  Weise  sich  die  Annäherung  in 
jedem  der  vier  Fälle  vollzieht.  Dies  zu  untersuchen  war  der  haupt- 
sächlichste Zweck  der  ersten  Abhandlung.  Im  Folgenden  gehen  wir 
einen  Schritt  weiter. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Annäherung  ins  Unendliche 
getrieben  ist,  lässt  sich  dieser  Grenzwert  des  Fehlers  in  allen  Fällen 
durch  eine  Reihe  aufeinanderfolgender  Näherungswerte  der  Wurzeln 
selbst  ausdrücken.  Der  so  gefundene  Wert  ist  allerdings  bei  endlicher 
Annäherung  selbst  nur  wieder  ein  Näherungswert,  aber  er  lässt  sich 
in  doppelter  Weise  sehr  vorteilhaft  verwenden.  Erstens  kann  mau 
ihn  direct  als  Correctur  an  dem  durch  das  erste  Verfahren  gefundenen 
Näherungswert  anbringen.  Der  nach  <iieser  Correctur  noch  vorhan- 
dene Fehler  lässt  sich  dann  wieder  genau  durch  Divisionscoefficienten 
ausdrücken  und  dann  die  Form  des  Grenzwertes  angeben,  dem  er 
sich  immer  mehr  nähert.  Es  ergibt  sich,  dass,  wie  der  erste  Fehler 
im  Allgemeinen  abnahm  mit  den  Potenzen  des  Verhältnisses  der 
zweitgrössten  Wurzel  zur  ersten,  so  der  zweite  Fehler  abnimmt  mit 
den  Potenzen  des  Quadrats  dieses  Verhältnisses,  oder  mit  den  Po- 
tenzen des  Verhältnisses  der  drittgrosstcn  Wurzel  zur  grössten,  je 
nachdem  das  eine  oder  das  andere  grösser  ist.  Dieser  zweite  Fehler 
ist  also  kleiner  als  der  erste  auch  bei  endlicher  Annäherung.  Zwei- 
tens kann  man  das  Doppelte  des  gefundenen  Wertes  als  Correctur 
anwenden,  und  erhält  so  zu  dem  lersten  Näherungswert  einen  zweiten, 
der  den  gleichen  Grad  der  Annäherung  besitzt,  aber  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  vom  wahren  Werte  abweicht. 


Digitized  by 


Google 


der  DarsteJUiiig  der    ]Yurzelii  ahjchraischer  Gleidiungen.  21 

Was  die  praktische  Verwendbarkeit  des  Verfahrens  zur  wirklichen 
numerischen  Berechnung  der  Wurzeln  anlangt,  so  wird  diese  aller- 
dings umständlich,  wenn  die  grössten  Wurzeln  zwei  Paare  complexer 
Werte  sind.  Es  geht  dann  nämlich  die  Berechnung  auf  eine  Deter- 
minante 5ten  Grades  hinaus.  Sind  die  grössten  Wurzeln  eine  reelle 
und  ein  Paar  complexe,  so  kommt  man  auf  Determinanten  3ten  Gra- 
des, die  sich  ziemlich  bequem  berechnen  lassen.  Wenn  die  beiden 
ersten  W^urzeln  reell  sind,  wird  die  Berechnung  der  Correctur  sehr 
einfach,  und  dies  ist  gerade  der  einzige  Fall,  wo  diese  Berechnung 
unbedingt  erforderlich  ist-,  denn  in  diesem  Fall  allein  kann  es  vor- 
kommen, dass  bei  dem  ersten  Verfahren  die  Näherungswerte  sich 
einseitig  nähern,  in  den  drei  anderen  Fällen  liefert  schon  das  erste 
Verfahren  zu  grosse  und  zu  kleine  Werte. 

Es  sind  im  Folgenden  nur  die  vier,  resp.  acht  wichtigsten  Fälle 
untersucht,  also  abgesehen  von  vielfachen  Wurzeln  auch  die  Fälle 
nicht  berücksichtigt,  wo  ein  Paar  reelle  Wurzeln  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sind,  oder  wo  eine  reelle  Wurzel  dem  Modul  eines  complexen 
Wurzelpaares  gleich  ist,  oder  wo  endlich  zwei  complexe  Wurzelpaare 
gleiche  Moduln  haben. 


§  1. 
Sind  «H  und  er»-!  einzelne  reelle  Werte,  so  ist  nach  Abh.  I. 

Das  Letztere  für  grosse  r,  wenn  man  statt  der  Divisionscocflicicnten 
die  ersten  Näherungswerte  nimmt.    Ist  nun 

arr+l  —  a-r  =  d^Otr^      ^^r\\ —  ^^r  =  ^V^, 

80  hat  man 


2) 


d^Tr-i  ■=  ( —  -  I  .  ^^^^^^ — '--  .  '',  -  "      und 

^a-r-2  ""«♦*' 


Das  Verhältniss  -—-      nähert  sich  also   bei   wachsendem  r  immer 

mehr   dem    -  -~       Es  liesse  sich  auch  hier  leicht  angeben,  wie  diese 

Annäherung  von  den  Wurzel  werten  abhängt,  doch  ist  dies  im  Fol- 
genden nicht  nötig  zu  wissen.  Wir  wenden  die  Gleichung  2)  au  um 
zu  erkennen,  ob  wirklich  der  erste  Fall  vorliegt,  und  ob  r  gross 
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genug  ist,  dass  die  Näherung  den  durch  die  Formel  gegebenen  Gang 
einhält.    Es  ist  dann  weiter 


Zfxr— 2  «1» 


\    O»    /  '  i^'ffB-l  ^*«f-2 


rc«-i\'+"-i   /v„      (/fxr-i)* 


\   «n   /  «?'««-!  ^Vr-2 

und  der  gesuchte  Näherungswert  ist 


3) 


j^j-,_l,  Xr 

^Vr-2     ~  l^iTr-i,      1       i 
;  ^rr-2,     1       I 


Der  genaue  Wert  des  Fehlers  ergibt  sich,  wenn  ich  die  xr  durch  die 
Divisionscoeflicieutcn  Ausdrucke.  Sei  zur  Abkürzung  («»/...a»)  =  (r), 
und  («f,''...pr„_i)  =  ()•),  so  erhält  man 

;(r  +  l),  (P+2)\ 
I     (r),       (r+l)| 


x,.  =  «,.  +  -^^j-. 
Demnach  ist 


(r+2)       (r+1) 


(r)(r+l) 


4)        a^V 


(r)        ('•  +  1)!      (,_!)(,). „„  +  (,_i)(;q:i)| 
(r— 1),       (r)     ! 


!(r-l),     ^) 
kr-2)^r-i) 

!    W,       (r  +  l)! 
;(r-l),       (r)     r 

|(r-l),    _W     '. 
!(»— 2),  (r-l)!' 


,     (r-2)0— l).«„+(r-2)(r) 


(r-l)(r) 
(»•-2)  (r-l) 


li(.-i),  (?)  r  e-i^^'^+i) 

'l';'-'^'    Jii       (r-2)(;) 
(r  — 1),       (r)     ; 


(r-l),       (r) 


(.—  2),  (r-l) 


.  ,      (r-2)(r-l)| 
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Den  nämlichen  Fehler  geben  auch  die  Näherungswerte 
a-r-1 y., und  a-r-2  —  ^*- • 

Ich  habe  für  die  grösste  Wurzel  der  ersten  Form  des  Nähornugs- 
wertes  den  Vorzug  gegeben,  weil  dabei  zur  Correctur  von  xr  kein 
späterer  Näherungswert  nötig  ist  Aus  demselben  Grunde  ist  für  die 
kleinste  Wurzel  die  letzte  Form  des  Näherungswertes  gewählt.  Uebri- 
gcns  kann  diese  Gleichheit  des  Fehlers  bei  numerischen  Berechnungen 
mit  Vorteil  als  Rechenprobe  benützt  werden.  Analoges  wiederholt 
sich  bei  den  drei  übrigen  Fällen,  und  mag  diese  Bemerkung  einfttr- 
allemal  gemacht  sein. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchem  Wert  sich  der  Febler  für 
grosso  r  nähert. 

Der  Nenner  erhält,  wenn  mau  für  die  Divisiouscoeflicicnten  die 
ersten  Näherungswerte,  d.  h. 

(V...««)  =  -77;^    und    (V ...«-!)  =  --^^r^~ 
setzt,  leicht  den  Wert 

Dagegen  wird  der  Zähler  für  dieselben  Werte  identisch  null,  und  man 
muss  daher  zu  den  zweiten  Näherungswerten  übergehen.  Es  ist  hier 
zu  unterscheiden,  ob  «„-2  ein  einzelner  reeller  Wert  ist,  oder  ob 
«H-ä  und  a»-3  ein  Paar  complexe  Wurzeln  sind. 

Im  ersten  Fall  müssen  wir  setzen 

(V...«h)  =  -^^-+-7^_Y-    und 

Es  wird  dann 

/  N/-V        /«»/+**"^   ,    <v„-i«+H-l\     /fr„_i»'+»-2        «„^./+»»-2\ 

(r)(r)  «  [-^-r^  +  -JT^;;:^) '  ^"7^.,-  +  'gW-r)  - 
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Die  vierten  Glieder  sind  weggelassen,  da  sie  jedenfalls  bei  grossen  r 
gegen  die  vorhergehenden  verschwinden.  Setzt  man  diese  und  die 
analogen  Ausdrücke  im  Zähler  ein,  nachdem  man  die  letzte  Colonne 
znr  ersten  addirt  hat,  so  erhält  man  eine  Determinante,  welche  sich 
in  die  Summe  von  9  Determinanten  zerlegen  lässt,  von  welchen  je- 
doch wieder  vier  bei  grossen  r  gegen  die  übrigen  verschwinden.  Es 
bleibt  erstens  die  Determinante,  welche  in  allen  Colonnen  die  ersten 
Glieder  der  obigen  Ausdrücke  enthält,  aber  sie  wird  identisch  null. 
Die  beiden  Determinanten  ferner,  welche  je  in  einer  Colonne  die 
ersten,  in  der  andern  die  zweiten  Glieder  enthalten,  geben  die  Summe 

Die  beiden  Determinanten  endlich ,  welche  je  in*  einer  Colonne  die 
ersten,  in  der  andern  die  dritten  Glieder  enthalten,  geben  die  Summe 

f^ctn^g'an-igon-l 

Es  wird  sonach  für  grosse  r  der  Fehler 

^>  «,.2r4-2w-4   '~4^'^'     .' »^ ^'    ,+ 


Von  diesen  beiden  Gliedern  verschwindet  noch  das  zweite  gegen  das 

erste  oder  umgekehrt,  je  nachdem  -—■  >  -**—  oder  umgekehrt,  wenn 

die  r  gross  genug  sind.     Diese  Bemerkung  gilt-  analog  auch  bei  den 
übrigen  Fällen  und  mag  hier  cinfürallemal  gemacht  sein. 

Man  hat  also  jetzt  für  grosso  r 

6)   xr=^^n-[^)         •7^;;:ii^'-^,77i  + 


—  «H-2)^       f'€tn 


Hier  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Determinante  des  Zählers 
identisch  so  transformirt  werden  kann,  das3  die  ersten  Näherungs- 
werte den  Ausdruck  5)  ergeben.    Man  hat  nämlich 
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{V-'-'»H){V+l...or„-l)  =  (nri»-l...«H)(ff,'^+l...«r„-2)  + 

+(V"^."ff#«)ff«-.i(V-«»»-i)  = 

=  («/-^ ...  O  (fif/+l ...  crH-2)  + 

+  crH-i(cri*"-l  ...aH-l)(V-««-l)  + 
_,     ^  +  «'n  a«-l  (ai*-2 ...  tf«)  K*- ...  an-l), 

und  ebenso 

+«M-i(V-«^H-i)(«i''~^  •«»-i)  + 

Setze  ich  diese  Werte  in  der  ersten  Zeile  ein,  so  kommt 

j(«/... <v„)     («/... «„-2),       (a/-i ... <v,0 («jM  1 ...  an^2)\    , 
l(«/~i...««)(V^i...rf^-l),  («/-2...ofH)K^..aH-l)     M 

nnd  dies  gibt  für 

den  angegebenen  Wert. 
Ist  zweitens 

«».-2  =  R(cos(p'\-ismq>),    fr„-8  =  7?(cos<p  — isin<jp), 
so  setze  ich,  wie  in  Abh.  L, 

Ar  —  i2'*-*sinr9  +  Qi.Ä~-ösin{r  +  l)9-f ... 
Br  =  Ä"-*COSr<p+Qi.Ä«-6cOS(r  +  l)9  +  ... 

£s  ist  dann 

Ar^i  ==  -^reosiip  +  ^örsin^,    jör+i  ^  ^r cos gp-—-4r sing), 
-4r-i  =  -4,  cosqp— jörsing),    jör-1  =  i^rCOsgj+^sin^, 

-4r+l+-^r-l  =  2^,  cos  9. 

Femer 

qan-2=  -Ö~n+4 — t.^-H+4,      <Z«,4-3  =  i^_«+4+ *•  ^~w+4, 
q€tn^2qcen~Z  =  ^*-«+4  +  -ö*-»+4  «=  ^-,  +  2^^, 

iA-l,  A      I  «  ^«,-2öan-3SinV, 

'><     ,     j  .,!  =  gf«»-2(Z««-8Sm2qp.2c0S9, 
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Ich  habe  hier  die  wichtigsten  Identitäten  für  die  Ä  und  B  zusammen- 
gestellt,  obwol  sie  teilweise  erst  später  zur  Anwendung  kommen.  Sic 
gelten  übrigens  analog  für  alle  analogen  Ausdrücke. 

Die  zweiten  Näherungswerte  sind  nun: 

^  *  flr  ffM-2        '        i7  «w-2       '        f7  «»«-3 

_-  «w-1^  •*'"-^ _.  ig'-'-**~^(cosfr 4-  w  — 2)<p  +  /sin(r  +n—2)(p) 
""     flr'««- 1         (Ä(cos  <)P'+  ^  sin  <p) — «H-i)  2Ä/siu  9 .  ^ofn-2 

T^r-f  M-2(co8(r  +  n—2)<p—mTi(r  -f-  w— 2)  q>)  _ 
( J?(cos  g>  —  i  sin  9)  —  rr»-i)  2/i!«  sin  q> .  ^r^M-s  ~~ 


(/'a„-i        '    <Z««-23<'n-3Siu  g>  (7t'^— 2ÄCfM-iC0S9+a*«-i) 

Unter  Vernachlässigung  der  verschwindenden  Glieder  hat  man  dann 
wieder 

/'«w  </ftH-2  <z^#*-3sin  (f'  Ji^—  2ÄffM— 2  cos  cp  +  a^«-i' 
(r-l)(r  +  l)-  fang'an^r     "^ /'««-!, /«u-l 


+  ^ 


ir„'+»*-2/?r+M-2  7?-4,+2—  f'n-1  ^f+3 


:i 


fein  <zf'»»-2gtf«-3sin  9    Ä^  —  27i^oK_i  cos  qP+Wn-l' 

Worden  diese  Ausdrücke  in  die  Zahlendetermiuante  eingesetzt,  so  ver- 
schwinden wieder  die  vier  letzten  Determinanten  bei  grossen  r,  und 
die  erste  identisch.  Die  zweite  und  dritte  behalten  denselben  Wert 
wie  vorhin,  die  vierte  und  fünfte  aber  ergeben  sich  folgeudermassen: 

a„2r+2H-  4  (Y„.ir+n  -3  Rr^n-A 


f'on^gciH-^i  5«H-2<z«w-3  sin  fp  {J{^—  27?cf„-.i  cos  <p-|-a„_i^) 


X 


{-!""i: 


CfM-l,   72(7?^r-f2— «M-l-'lif3)  I 


I  fn-l,  7^(72 ^r+1  —  rfn-lAr  ^2)  I  )  . 
~''"-^!       1,         (RAr-a^-iAr^i)      |j' 

die  Klammer  wird,  wenn  man  die  Determinanten  zusammenfasst: 
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;«„-!,  7e^,4  2(-R*— 2J?ir„_iC08<p  +  aw-i*)  j 
1,        -4r+l(Ä*--2i?0fH-lC08  9  +  «M-l*)     I 

Demnach  ist  jetzt  der  ganze  Fehler 


CTw-l  ^r-l-1  —  RAr+2 

Ich  setze  noch 


flr»«iylr+l— ÄJr|2  =  (<y„-i  —  ÄCOScp)  . -4r+l —Äsin^) .  jB,- f  1  =■ 
=  ( (ff»-i  —  7£  COS  qp)  vl_„4  4  —  7e  sin  q>  B-h+4  )  cos  (r  +  n  —  3)q)  + 
+((«»-1  — -ffcos<jp)jö-M+4  +  ^sin<p..4-H+4).sin(r+n  — 3)qp  « 

=  yl.cos(r+/i— 3)<jp+J3.sin(r+/*— 3)9  =V-4^+i^».sin(x+  (r+»-~3)9), 

wobei 

-4  _  (ffw-i  —  Tg  cos  qp)  ^-«.f  4-—  iZsin  y .  J3-m  1 4  _ 
^BX  *"^=  (cjf„_i  — ÄCüSqp)-ö-M|4+i2sin<3P.^-^+4"" 

^-„+4  iJsinq? 


^-H+4  7?  sing? 


also 
wenn 

^-  =  tang«,     ^--^— ^^^  =  toBgiJ 
gesetzt  wird. 

Zugleich  wird 

A^+B^  ==  («n-l*-27i'«„-iC0S<)P  +  Ä2)M-„+4-  +  7J-n-f4^)  « 

=  («n-i*—  272a»-i  cos  g? + 72*) .  2«m-2  gcfM-a. 
Man  hat  sonach 


X 


^lM.-i-27ga,^,coscp  +  7e^    •    ,     .    /     I  ox    X 


Für  die  kleinste  Wurzel  hat  man  nach  Abb.  I. 
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und  wenn 

X  -  ♦•  f-l  —  X-r  =  ^X-  r^      und      ^X-  r  f  1  —  ^X^  ,•  =  A^X^r 

gesetzt  wird, 

9)  ^^^_^_^____. 

Von  den  in  Abb.  I.  gerccbneten  Beispielen  gehört  hierher  das 
3.    Für  den  grössten  Wert  et^  hat  man 

643 

-  ^^^  =  ~  3,017393  36,     zfx^^  —  —  Ü,00i373  35, 

m6i 

—  ^^,^   =  -  3,049766  71,  /fx^j  =  0,001322  04, 

j-,«  =  —  Y9^-j  =  —  3,048444  67,  /tx^i^  =  —  0,0C0735  65. 

2604 
^19  =  —  ^4  =  -  3,049180  32, 

fi7^-.  0,557...,  p^ 0,556..., 

(^)_  ^  Q  QQQ472  96,    a:',8  =  —  3,048917  63, 
und  als  zu  kleinen  Wert    x\^  =  —3,049390  59; 

■  ^«af~ 0,000263  00,     x\q  -  —  3,048917  32, 

und  als  zu  grossen  Wert    «^19  «  —  3,048654  32. 

Der  kleinsten  Wurzel  »j  nähern  sich  die  Werte  einseitig  von 
unten.  Hier  ist  es  also  von  Wichtigkeit,  einen  zu  grossen  Wert  za 
kennen.    Man  hat 

435 
x^^  «  g^  =  1,350931  67,    Jx^^  «  —0,001197  89, 

2254 

a;-8,  =  -^gg^  =  1,352129  57     Jx^^^  =  —  0,000954  84, 

*-M  =  1232  '"''  l'^3084  41,    ^;r-,j  =  —0,000761  73; 
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f-^>«  1,254...,     -j'-J«  =  1,253..., 

^-~^~-  «  -  0,003751  07,    a:'-M  =  1,^56835  48, 
uud  als  zu  grossen  Wert    x^-j,  =  1,360586  55; 
^^**-  =  -  0,003004  84,    «'-33  =  1,356850  99, 
und  als  zu  grossen  Wert    «^-,3  =  1,359855  83. 


Sei  on  ein  einzelner  absolut  grösster  Wert,  aber 

ofM-i  =*72(cosg)  +  ?siuqp)    uud    ««-2  =  i?(cos9 — /sin^). 

Ist  jetzt 

Ar  =  R*''^sixir(p+Ji.R^-*sm(r-\'l)q>-\-  ...  , 
Br  =  Ä»»-«COSrqo+Ji.Ä»*-^COS(r  +  l)qp+  ...  , 

so  gelten  für  diese  die  nämlichen  Gleichungen  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, nur  beziehen  sie  sich  jetzt  auf  die  Gleichung  /V  =  0. 

Nun  ist  nach  Abh.  I. 

_         ,   ^+**l!.    /J^ . 

-''"  +  a,/f«-i    /««-i»;.«-2sin9-^''-»2"" 

7>r+n-2  .       f*„^ 

=  «w+  — rxj~T  •  • . ' — ^  .(-4-Mf  3  cos  (r+n  —  l)g>4- 

+  li^u  1 3  sin  (r  +  n  —  l)<p), 
oder  wenn  ich 

A-n\H 

setze: 

jc>r-|.M_2  f*ir 

10)     a-,  =  flr,4  +     ^._^  .  -^ -y^=^L=^^r^ . sin (t^ + (r + w - l)qp). 

«n*^^  Sin  qpy  »«n-l  »««-2 

Aus  dieser  Form  des  Fehlers  erkennt  man,  nebenbei  bemerkt, 
das  in  Abh.  I.  auf  einem  andern  Weg  bewiesene  Gesetz  wieder,  dass 
die    Näherungswerte    sich  reihenweise    oder  auf-    und   abspringend 

Dllhem,  je  nachdem  9  ^90*^  und  «„  =- +   ist,   da  das  Vorzeichen 
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des  Fehlers  mit  dem  des  Sinus  eines  Winkels  sieb  ändert,  der  con- 
stant  um  tp  wächst. 


Weiter  ist  nun 
»M  ^         sin 


an' 


'-B\n(^+(r  +  7i'-2)<p)J 

^ . 0-^^ .  ((  J-cos(p).8in(»).(H-n-l)«p) 

+  8inqp.cos(iff-|~(*'+» — 1)^))  • 

'^^^ ( ( — cosg?— 1  ).8in(«H-(»'+»— 1)<P)+ 

+  -siny  .cos(t>;  +  (r+n  — 1)9)). 
"n  / 


Dann  ist  weiter 

«»*  «"   *  Sm  (p.Viotn-l  ia«-2 

X — i ' •Sin(T/;  +  (r+n  — 1)9), 

ebenso 


^2  jr^,+„-l  ^1^^^ 

- — ^  /IVy  = tzt:'  • " ; —     -  -^^^  , 


X         ;;^ ^ sm(i|;  +  (r  +  n)(3p); 


folglich 

„_^  ^  '^'•"1  /?2  —  2Äiy„  cos  ip + iv,.2 


J?2 

11) 


Die  11)  lässt  sich  auch  auf  die  Form  .bringen 


— ^  /Ja-r— 1  —  2   -  cos  ©  .  dxr  +  ^iTr+l  =  0 


und  ebenso  hat  mau  auch: 


— ö^arr-S  —  2  —  cos  <)p .  dXr-\  -\-^rr  =  0. 
«n  üft 


Hieraus  folgt 
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■  AoCf^         Axr\\  j 

■  Avr^  1,  _^''_  1 


^/arr— 1,     ^arr 


^^ar,. 


Dann  ergibt  sich  weiter 

''h  ^^  Sin  <;p.y  irr^-l  l«  «-2 


dXr 


=  Ax,. 


Der  von  uns  gesuchte  Näherungswert  ist  dann 
^ar,.— (— j.)    Axr-i 

U)       X  r  =  a*, JXr. 7R^ • 

d^Xr—  {— 2)    ^*Xr-l 

Um  nun  wieder  den  genauen  Wert  des  Fehlers  zu  bestimmen  habe  ich 


^ry 


.+2[  _(':?!\  l'»^» 


y, 


iT,.,  Jxr      I  I^Xr-2,    /^gy-li        i^-r-l,     '^a-f-l 


^Vr. 


^/a-,— 1,     ^Xr     I         .,  U^a-,, 


^a-r+l 


Der  Zahler  lässt  sich  als  Determinante  schreiben 


Xry  JXr 

a?r-l,     Axr^l 


0, 


z/a-r-1,     Axr^         ^av+1 
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Wird  hier  die  zweite  Zeile  mit  Xr  multiplicirt  and  zur  ersten  addirt, 
so  lässt  sieb  der  gemeinsame  Factor  z/^r  vor  die  Determinante  setzen, 
und  man  hat 


/Ixr. 


a*,— 1,       ocf^  arr-l-i 

Jxr^2,     ^a-i-l,    ^Xr 


Ebenso  lässt  sich  der  Nenner  als  Determinante  schreiben  und  wird 


-  J^xr-u        0,        J^Xr 

^J",.— 2      «^iPr-l,  ^Xr 


Wird  hier  die  zweite  Zeile  von  der  ersten  subtrahirt,  so  lässt  sich 
— ^xr  vor  die  Determinante  setzen,  und  man  erhält 


—  /Ixr. 


1,        1,      1, 

^arr-2,       ^Xr^\^     dxr 


Im  Ganzen  ist  sonach  auch 


14») 


dxr—l^      ^a-r,  Xr 

=       ^yr-2,      ^y»-l,      Xr-\ 


Würde  ich 


dXr^  ^U|.+i,      1 

Jxr^l,      JXr^  1 

^a-r-2,"      ^Xr^\,     1 


VnVr 


Jxr^  ^fXr^l,  jrr+2 

zi/a:,,  -^a-r+i,  1 

//ir,._i,  Axr,  1 

z^arr-2,  ^a",— i,  1 


dXi-.l,      Jxr 


gesetzt  haben,  so  würde  ich  aus  xr  den  Wert  bekommen  haben,  der 
jetzt  x'r^i  heisst.  Es  ist  darüber  dieselbe  Bemerkung  zu  machen 
wie  §  1. 

Werden  in  14»)  die  xr  durch  die  Divisionscoefficienten   ausge- 
drückt und  die  Nenner  weggeschafft,  so  ergibt  sich 
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(H-2)- 

(r+l). 
(r)       . 


(r+1),  (r-l-2) 

W,      (H=i) 

!(••- 1,     (r) 
l(r-l),     (;)_ 
|(r-2),     (r-1) 


15)    «'r  =  a«-|- 

(H-2),  (^) 
(H-1),   (H^2) 

l(H-i),  (^) 

i(r),  (r+1) 

W,      (H=i) 

(»—1),  (r) 


(r-1) 
(»•-2) 


,  (r)  .(r-|-l).(;+3) 
,  (r-l).(r)  .(H=2) 
,  (r-2).(^l).(H^) 


I 


(H-2). 
(H-D- 


(H-i),  (H-2) 

(••),  (H^) 

kr),  (i+i) 

l(»--l),  (r) 


,     (r) 


(r+2),  (H-3) 
(r+1),  (r+2) 


,     (r)     .(r+l).(r+2) 


l(r),  (r+Dl 


j(r)       .M'(1.J,     (r-2), 
I  ;(r-2),   (r-Dl' 


(r).  (r+1) 

(r- 1),    (r) 


,     (r-2).(r-l).(r) 


Man  hat  so  den  genauen  Wert  des   Fehlers.    Nimmt  man  fttr  die 
Divisiouscoefficicnten  die  ersten  Näherungswerte  und  setzt  demgemäss 


(r+2) 


«„<■+»  Fl        


Rr+n--l 


2«»~i  tan— 2  SlU(;p 
l^^r+n~l  J^r-f  n-2 


.-^r+S, 


(r+1),      (r+2|_  

(,.)^  («•+1)1       /'**•»  *«w-i  wi«-2  sin  9 

a.  8.  w.,  so  ergibt  sich  für  den  Nenner 

„^7r-f7n-9/22r+2n-7 


(-4,+2ffn— -^rfS-R), 


X 


X 


Ä*(-4r+2  «„— ^r  1-8  Ä),      i2-(-4r+3  ffn— ^r+4  i?),      Ofn^ 

Ä(^r+ia„  — -4r-|-2Ä)        -K(-4r+20fn  — -4r-H-R)        or„ 

(Jr  ff»  — -4,4-1  i2),  (-Ar+lOfn  — ^r+2-R),        1 


Winl  in  dieser  Determinante  die  zweite  Zeile  mit  — 2Ecosip^  die 
dritte  mit  R^  mnltiplicirt  und  beide  zur  ersten  addirt  so  verschwinden 
wegen  -4r+2— 2^r+iC08(p+-4r  =  0  die  beiden  ersten  Glieder  der 
ersten  Zeüe,  und  man  erhält 


(ttn^—2EanC0Sq)+R^).R. 


Ar-^lC(n—Ar^2Rj      ^rf2ffn—  -4r+3-R 
Ar  an — Ar^lRy         -4r+lff»  —  -4r+2Ä 


und  wenn  man  hier  die  letzte  Colonne  mit  oth,  die  erste  mit  — R 
mnltiplicirt  und  diese  zur  letzten  addirt,  so  erhält  man 

TeU  LXI.  3 
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I     -Ar,        -4,.+l 

=  {(Xh^  —  2Äor„  cos  g?  +  ^^)^  •  -'^  •  ««m*i  ?^«-2sin*(p. 
Es  nähert  sich  somit  für  grosse  r  der  Nenner  dem  Wert 

«  7r|7n~9j^2ri2»-6 

Den  Zähler  untersuche  ich  lieber  in  der  Form,  die  man  erhÄlt,  wenn 
man  die  letzte  Colonne  zur  zweiten,  diese  dann  zur  ersten  addirt, 
also  in  der  Form 


(r+2)(r+l)(r+l),       (r)     (r+2)(r+2),       (r)     (r+l)(r+3) 
(r+1)  (r)  (ö^  (r-1)  (r+1)  (7+1),      (r-1)  (r)  (^^2) 

(r)  (r-1)  (r-1),         (r~2)  (r)  W  (r-2)  (r-1)  (r+1) 

Werden  hier  die  ersten  Näherungswerte  eingesetzt,  so  erhält  man 


„^^6r46n-6  JjjSrH  Sh-« 


/'cfAn-l^»«>i-2^Sin^9) 


-4r+2,      -4r+3,      -4rf4 
^r+1,      ^r+2,      -4,.|3 


=  0, 


wie  man  erkennt,  wenn  man  die  erste  Colonne,  und  die  mit  —  2cos(p 
multiplicirte  zweite  Colonne  zur  dritten  addirt.  £s  ist  daher  tiber- 
zugehu  zu  den  zweiten  Näherungswerten  der  Divisionscoefficienten, 
und  dabei  ist  wieder  zu  unterscheiden,  ob  «n-s  ein  einzelner  Wert, 
oder  ob  «n-s  und  «»»-4  ein  Paar  conjugirte  Werte  sind.  Man  hat 
aber  im  ersten  Fall 


(«/ ... ««) 


(y,/+»»-l         cr^^if+n-l         (y„_2*"+**"-' 


«n' 


r+n-1 


+ 


fctn        '       /'Cfn-l        '       /'«ti-2       "~     /'Ofn 

jg'-i **-l(cos(r+n--l)(p  +  g'. sin (r  +  n—1)  y) 

'         (i2(cos<)P  +  isin(p)~orn)2i2ising).fctM-i 

ig*-+»«-i(C08(r+n~l)<p  — t.sin(r+?i— l)<p 

(i?(co8  qo  —  i  sin  q>)  —  «») .  21?  i  sin  y .  2«n  -  2 
und  da  jetzt 

»««-1  =  -ß-M+3  —  i-4-«  I  3,     tff»»— 2  =  ^-w  \ 3  +  /.  -A-M  f  8 

erhält  man  dafür 


(Of/  ...  Cf„) 


/'«n  »on-i  ««»-2  sin  qp    i?^  —  2Ran  COS  9> +«•«*  * 


^      ^                 .           «H-l»-+~-2         CfH-2»'+~-2          cy„^3r+«-2 
(V  ...  cr„_i)  =  —  , -, -\ -, = 

.-4r|l  +  - 


»aH~l'an~2Sm  q> 


^«»-3 
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Werden  diese  Werte  eingesetzt,  und  nur  die  Glieder  beibehalten,  die 
in  Betracht  kommen,  so  ergibt  sich 

(r+2)(.+i)(H:T)  =  ^^pi^^^  + 

r  o#i  /a«-i  2«ti-.2  sin^?    * 

fan  »an- 1^  »«n-2'  Siu^qp  (ii-  —  2/ia„  COS  q>  4 


^(p  {li-  —  2Itan  cos  9  +  ^M*) 


/^an^g'san-3 


g^2rf2»«jg,4.H-1^^^3 


(r)(r  +  2)(r  +  2)  =  ^^    ^  .         '.-- ^^^  + 

/'c)tn»«n-l*»an-2^SiuV  (i^^  —  2-RanC0SqD4- «n^) 
ff^2r-^2ng^_3rfn 

(*-)(^+l)('-+3)«7?-«-^ ^T ^^^i^  + 

au^-^-^-^J^^+g^'-g^rt  4  (gn  (BAr  M  —  i'n  Ar^2)  +  R(BAr^2  "  anAr^^)) 
fnn  »«n-l*2Cw-2^sinV(^*'  —  272 ««  COS  9  +  «»*) 

Wenn  die  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Zählerdetenninante  eingesetzt 
werden,  lässt  sich  diese  zerlegen  in  die  Summe  von  27  Determinanten. 
Von  diesen  kommen  jedoch  nur  7  in  Betracht,  indem  die  übrigen 
bei  grossen  r  gegen  sie  verschwinden.  Diese  7  sind  die  folgenden: 
Erstens  die,  welche  in  allen  Colounen  die  ersten  Glieder  der  obigen 
AnsdrQcke  enthält  und  identisch  verschwindet,  wie  wir  bereits  gesehen 
haben.  Dann  kommen  die  drei,  welche  in  je  zwei  Colonnen  die  ersten 
Glieder,  in  der  dritten  die  zweiten  Glieder  jener  Ausdrücke  enthalten; 
endlich  die  drei,  welche  in  je  zwei  Colonnen  die  ersten  Glieder,  in 
der  dritten  die  dritten  Glieder  der  Ausdrücke  enthalten.  Die  Summe 
der  drei  erstcren  ist 

«„5r4  5n  -8  /^+4n-10 

füLW"  *«n-i*  «««-2*  sin*qD  (of„*  —  2of»»  Ä  cos  ^>  +  R^)  ^ 

[        an*Ar\^2^an^Ar^S^R^Ar\.4(an(JlAr.\-l'-€fHAr+2)+R(RAr^2-'ttHAr^z)) 

iau  Oh  Ar+l,  a»-^r+2,  RAr-^  s{an{RAr      —  Of„.4,.+l)+-ß(-R-^r+l  — «n^^r  f  2)) 

(  Ar      ,       ^r+1,      Ar\2(€Cu{RAr-.l-€tnAr      )'\-R{RAr      — a„ilr+l)) 

an^Ar^2,R*Ar^3(an\RAr  1 1" «n- 1  ,.\.2)+RHR  ^r+8— crnv4r+4)),Äw*-4r  f  4 

-f-  an  -4rf  1,  RA^^2{€luHRAr     — OfH^r+l)+-?i^(i2-4r+2-orn^r+3)),  «n-4r+3 

Ar      ,       Ar+l(an^(RAr^l—anAr      )+'ß*(-R^»^  Fl— ««-4»-+2)),       -4,4.2 

ÄMr+2(  ^  n{RAr+2r-anAr-{.zHR(RAr-{.Z—OnAr^A)haH^Ar^Z^an^Ar+4 

+/?    Ä-4r+l(a«(Ä-4r+l— flfn-4r+2)+-R(Ä-4r+2— «»-4r+3)),  an-4r+2,  «n-^r+s 

Ar     («ri»(ÄAr     — flfH^r-|-lHÄ(i2-4r+l— at,-4r+2)),       -4r+l,       Ar^2 

3» 
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Wird  in  der  zweiten  Determinante  die  erste  Colonne  zur  dritten  addirt, 
so  hat  man 

Cr«*Jr+4-}-0fn*-4r  J2  =  C'«*-4r ^3.2C0SqD,      U.   8.   f. 

Wird  dann  statt  der  dritten  Colonne  die  zweite  mit  2cos<p  mnlti- 
plicirt  und  mit  der  dritten  vertauscht,  so  wird  die  erste  Zeile 

~2Ä*COS<3P-4r48(tt„*(Ä^r+l---«»^r+2)---R^i?-4r+8--crnilr+4)), 

und  analog  die  übrigen. 

Wird  in  der  dritten  Determinante  die  zweite  Colonne  mit  — 2cos(p 
multiplicirt  und  zur  dritten  addirt,  so  hat  man 

OfMr^i  —  an^Ar\Z,  2  COS  qp  =  —  «n2-4r+2. 

Wird  dann  die  letzte  Colonne  mit  der  ersten  vertauscht,  so  erhält 
man  als  erste  Zeile 

und  analog  die  übrigen. 

Nun  haben  die  drei  Determinanten  die  ersten  Colonnen  gleich, 
lassen  sich  also  zusammenfassen.  Das  erste  Glied  der  letzten  Co- 
lonne wird 

Jt^an^iAr^  —  2  cos  qo  ^,+3)  (RAr  1 1  —  Ä«^r+2)  + 

4"  R^an{Ar-\.A  +  Ar\  2)  (-R-Ar+2  —  OTfi^r+s)  -|- 

+  -ß*(-Ar+2  —  2  COS  (p  -4, -f  3)  (JiAr^S  —  OnAri  4) 
=  Ä2{an8^,+2*-a„2Ä(^r+l^r+2  +  2cOS<p^r+8*)  + 

+  «n-ß*(2  COS  g>  Ar^2Ar^  +  ^r  f  4*)  —  -R*^r+3^r+4} 
«  Ä«(0f,.2  —  2Rau COS  (p  +i2«)  («»^r^  2«  —  RAr^sAri 4). 

Analog  werden  auch  die  beiden  andern  Glieder,  so  dass  der  ganze 
Ausdruck  ist 

an*-4ri2,  Cf„*-4r+3,  -R*(ffn-4r+2*  — Ä-4rf 8-4r-|-4) 

«»i4r+l,     ««v4r42,     R(ttnAr+l^ ^ RAr^2Ar^  3) 

Ar     ,         ^«-4-1,         (OnAr^      —RAr\iArl^2) 

Wird  hier  die  zweite  Zeile  mit  --2a„cos(p  und  die  dritte  mit  a^^ 
multiplicirt,  und  beide  zur  ersten  addirt,  so  werden  die  beiden  ersten 
Glieder  derselben  null.    Da  ferner 


iy^6r+6n-8^r+4n— 10 
/'a„6  tan-1*  *«n-2*  Siu^^P 


an-4r+l,   €lnAr^2 
Ar     ,        Ar^l 


«n  iffN-l  »an-2  Siu V 


wird;  so  erhält  man 
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Der  Ausdruck  ist  noch  weiter  umzuformen.    Zunächst  üimmt  die 
Klammer  noch  die  Form  an 

(«M*- 2Ean cos  <p  +Ä«)  (anAr^  —  EAr^zAr^i) 

—  aH^Ä(2A4-lu4r4-2 — Ar^lAr  —  Ar\%Ar\C^ 

Ich  drücke  weiter   alle  A  durch  -4^+2  und  i?r|2,   resp.  durch 

-^lr42*  — -Sr^^2*  UUd  -4r-|-2-Brf2  aUS,  Während  -4r4.2*+-Sr+2*=iOn-li«H-2 

ist.    Ich  erhalte  so 

Ar^^\  ton-1  tff  n-2+  J  (^H-2^  —  -^rfZ*)  COS  4<p  —  ^f  f  2^r+2  Siu  4qp, 
ilr+a^r-l-4  ==  iia«-ltfln-2C0SqD-|-i(-4r+2^  — -ör+2*)COs3(p 

+^r+2^r+2Sin3()P, 
2Jr-|-l^r+2— -4K-l^r--^r+3^r+4  ==  2sin229((^r+2*  -  J9r  »2*)C08(p 

— -2^r+25r+2Sing)), 
2Jr+2*  — ^r»  — ^,+4«  =  2(^^+2«  - l?r+2^)  SiU» 29. 

Dadurch  erhält  die  Klammer  die  Form 

jtoM-l  *aM-2  (Ofn*—  2aMÄC0S  tp  +-R*)  (ofn  —  i?  COS  (p) 

wenn  ich  zur  Abkürzung  setze 

(ut? —  2ctnR  cos  9 + Ä^  (ffw  cos  4qp  —  JB  cos  3q?) 

—  4of„Äsin2  2qp  («H  cos  qp  —  Ä)  «  a 
ond 

(ff«*  —  2finR  cos  qp + Ä*)  (»»  si^  4qp  +  iZ  sin  3gj)  —  ^s?R  sii^^  2(p .  sincjp  =  h. 
Da  aber  weiter 

Ar\^  —  Br\2^  =  (^_n+8*  — J^-n+S^).  cos  (r  +  n  — 1)29 

+  2-A-K+3-B-W+3 .  sin  (r-f  n— 1)  2(3P , 
Är^2Br+2  =  -4-n4  3B-»48.  COS(r  + n  — l)2qp 

-J(^--+3--i^-n+8*)sin(r+n-l)2qp, 

wird  der  Ausdruck  zu 

iiffn—l  M„-2{an^  —  2tXnRC0S  (p  +  R^)  («w  —  -R  COS(p) 

+  (iM-.K+32--^-„+3^).a-^-.n+3^-n+3.*)COS(r  +  n-l)2sP 
+  (^-n+3Ö-n|8a+i(^-„f82-B-rf8*)Ä)sin(r  +  n  — l)2qp 
«  C-|-^.COS(r+n— l)2y  +  J5.sin(r  +  n  — l)2(p 

^  C+V^2+M8in(z+(r+n-l)29), 
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wenn  man 

setzt    Es  wird  dann 

yA^  +  B^  «  iÄ«n-l^H-2(«n^  — 2i2anC083()P  +  JB«)  X 


wenn  man 


X  V«n*  —  '2Ran  cos  9 +72 ^    und 


-5 — ^  =  tang«,     -  ' 
5-M+3  ^   '     a 


tang/J 


setzt    Die  Samme  der  drei  Determinanten  nähert  sich  also  dem  Wert 

+  (cfn*-2i2<rnCOs3i3P+JK^y«n^— 2ÄanCOS9+Ä=^8in(x+(r-Hi--l)2(3p)|  • 
Was  die  3  letzten  Determinanten  betrifft,  so  ist  ihre  Summe 


TT ü~- 5"^ =~y~" — i •  \  **^»— 3 

/  ClfH^t«n-l*»or»i-2Sm*(3P^'«n-3    / 


R^Ari2y  Ä^-4r+3,  «n-3^ 
Ar     ,         -4^4-1,       1 


+ 


-f  /2cfM-3 


jR^rf  1,   «n-3  ,     -R-4r+3 


^r 


1 


+i22 


-4r+2i 


cr«-3^  i2*^r+3,  i2*-4r|4 

«n-3  ,     i?-4r+2,     Ä-^r+S 

1     ,        -4r+l,         -4r4.2 


Die  3  Determinanten  lassen  sich  nun  wieder  ähnlich,  wie  vorhin,  in 
eine  zusammenfassen,  und  man  erhält 

^,fr.f  6>«-6222r+2n-7  g^^^r^n^'^ 

■ji — fi-; öl K-r-» } {E^  —  2i?Cf«.-8  COS  W  +  Ofn-3^)  X 

/•'«n^ecf„_l^i«H-2*Sin^g>flr'et»-8  ^^    n    o  /  xx 

X     i2^r4-l,     i2-4r+2,  Cfn  -3 

-4r      ,         -4r+l,        1 

Multiplicirt  man  wieder  die  zweite  Zeile  der  Determinante  mit 
—  2i?cos(p,  die  dritte  mit  72^,  und  addirt  beide  zur  ersten,  so  erhält 
man  für  die  Determinante  den  Wert 

(72*  —  2  jftaM-3  cos  q> + «»-3^) .  R .  *ten-i  »«'H-2  sin  V- 
Die  Summe  dieser  3  Determinanten  nähert  sich  also  dem  Wert 
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f     6. --. —7 ~ (Ä*  — 2ÄCIf„_8C08  7)4-<lfH-3')^ 

/  ffn  »an— 1  tan— 2flr  ««-3 

nnd  man  hat  sonach  für  grosse  r 

lo;    Ar—  «"-^„^2r+2H-2 '  i^„^i .'„»»^asin^g? (/i^— 2ÄanC08(p  +  an"«) ^ 
sxf  i>  I    «n^-2ÄC.„C083g)  +  Ä^    .     /      ,    ,      ,  .NO    vi 

X  «n-Äcosqp+-^.^_-^-^=.-^--sm(x+(r+«--l)2qp)> 
^  ya«  — 2ÄflfnCOS<p  +  i2*  ; 

cfn-a'-*'**'-»     /'«n     (ig»  —  2ig(yt,-3  cos  y  +  gn-^')^ 
"T    a^r+H-3    \7'a„.g'      (a„2_2ÄanCOS9>-j-Ä«)2     * 

Ist  im  zweiten  Fall 

""'  I  = -R'.(cos()E>'±e.siny')> 
SO  sei  noch 

9x  =-  (a:  — aj)(a;  — a2)...(ic  — €fn-5)  =  a;»»-5  +  ;Si«»» -*  +  ...,  und 

i?%  =  i2''«-5c08V4-5i.72''^*COS(r+l)rp'  +  ... 

Der  zweite  Näherungswert  für  («/...«n)  ist  derselbe  wie  p.  34.    Da- 
gegen liat  man  jetzt  zu  nehmen 

(er,  ...crH-l)--^,^^^_^      +      g'an^2     +     ^^'««-3     +  ^X.:4     ' 
Hier  ist 

^'fln-3  =  (««-3  —  aH-l)(«M-8 — a»-2)(«»-3  —  f'fM-4).«an-3, 
g'an-4  =  (CfM-4  — «m-i)  («>»— 4--<'fn-2)(»«-4~- r<^n-3).*ff»i-4; 

und  man  findet 

(ffn-3—  Offi-l)  (cTh-S— «M-2)  =  (ig'*.C0S2qD'— 2Ä'i?C08qPCOS<p'+Ä2)  ^ 

+j .  (Ä'cos  9'—  Ä  COS  qp) .  2/2'siu  9'  =  3/-f  t  iV, 
ebenso 

(a„_4-— cfn-i)(flfM-4  — ««-2)  =  3/—  i-V; 
femer  ist 

Daraus  ergibt  sich 

ffn-3^^-'*-g  a„.4r+n-2  ^ R'r^n-I  ^ 

g'an—Z  J7'«H-4  2i2'sin<y)'4.«aH-3««n-4 

^\        Jlf+iiV  M—iN       ) 

ig^*-*-"--g  M.1^4.3  — i\^BV+3 

««»-3«ffn-4sin9' '         3/^  +  iV* 
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Nun  findet  sich  weiter 

Ar2  _|_  j^s  =.  (i?'2 — 2R'R  C08(9'+(p) + JK2)(i2'2—  272' J?  cos(g)'— 9>)+Ä*) , 

und 

MÄ'r^z—  NB'riz  =  /2'MV+i— 2E'i?C0S9^'H2+Ä*^lV+3. 

Man  hat  folglich  im  Ganzen 

2cen-lt'<XH~2Sin97    "  *^'''     '    «fftt-3»«ii-4Sin<p' 


Fttr  (r+2)(r  +  l)(r+l),  (r)(r+2)(r  +  2;  und  (r)(r+l)(r+3)  er- 
hält man  dann  als  zweite  Näherungswerte  Ausdrücke,  in  welchen  die 
beiden  ersten  Glieder  die  nämlichen  sind  wie  p.  35.  Die  dritten 
Glieder  dagegen  werden 


f'au^  «ciM_3  «flen-4  sin  <p^ 


(R'U*r^2  —  2R'R  cos  q>  A'r^s+  JRM  V-f  4) 


{R"^'-2R'Rcos{tp'+(p)+R^)  (i2'2  —  2RR'cos((p'—  9)  +  ^V 
resp. 

a„2r  »  2« /?'r+«-l  (7?'« J ^+3  —  2Ä'72  COS  (f  A 'r4  4  +  7^«- l'r+o) 

?>  ?5  99 

„^2r4-2H-l  jgV-f n (^^2^^^^  _  2R'RC0B (f  A'r^'p  +  JgMV.|.6) 

99  39  99 

Werden  diese  Ausdrücke  dann  in  die  Zahlendeterminante  eingesetzt, 
so  werden  von  den  27  Determinanten  die  vier  ersten  dieselben  wie 
im  ersten  Fall.  Für  die  drei  folgenden  aber;  die  allein  noch  in  Be- 
tracht kommen,  erhält  mau,  abgesehen  von  dem  gemeinsamen  Factor 

} : X 

/'«n^i«n-l^««n-2^SiuV«««-3«aH-4Sin<p'(7^'^— 2Ä'ÄC0S(()P+9')+^*) 

^  (R'^~'2iFRcoI ((p  —  y')  +  Ä«) 
die  Summe 

i22j,.+2,     Ä*^r+3,      R'HR'K'i'rh4  —  2R'RcO^(pA'r^'o+R^A'r^Q) 

R'^    RAr^i,     RAri.2,      i2'(Ä'2.1  V4 3  — 2ä'72 COS  g). 1^+4+^2^1  V+ö)  + 
Ar    ,        .1,41,  (i2'M',42— 272'72c08(p.iV+3+^^-'i'»H) 

72M,|2,  7?'2(/2'2j',^3_272'72cos(p.(V-,-4+72MV^.3),  7^M,^.4 

+72'72   RAr^i,    R'{R'Krr^2  —  2R'Rcos(pA'r^s+R^A\.^i),    RAr^  + 

Ar   ,      (7e'M/,|.i— 27^'7^cos(pyl^^.2+7^2.l^^3),     .1^+2 

7i:'2(/^'2  1/^.^2  _272'7?  cos  9>yl/r+3+722yl'..^4),      722^.|^^3^      72^^+4 

+72«  7e'(72'2.1',4i— 272'72coS9vl',.f2-f-72MVK3),      AJr+2,      72.t,+s 
(72'2JV     -  272'72  cos  g)  .1^+1+722^^  m),         -^r  m,         ^r+2 
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Die  DetermiBaDten  lassen  sich  wieder  so  nmformeii,  dass  sie  die 
ersten  Colonnen  gleich  haben.  Man  kann  sie  dann  in  eine  zusammen- 
fassen, und  indem  man  die  zweite  Zeile  mit  — 2Rcmq>^  die  dritte 
mit  R^  mnltiplicirt  und  znr  ersten  addirt,  werden  die  ersten  Glieder 
der  ersten  Zeile  null.    Man  erhält  so  den  Ausdruck 

iJkt„^ii«„.28inV  {R'\R'^A\^  4  —  2Äi?'C0S(3pyrr+5+ÄM'r+6) 

—  Ä'3i2 4C0S  <p  {R'K^'r^Z  —  2i?Ä'C08  q>  A\^  4  +  Ä^'r+ö) 

+  Ä'*i?^(2  -f  4  COS  V)  (Ä'*^'r  f  2  —  2ÄÄ'cOS  q>  A'r^z  +  Ä*^^'r+4) 

—  Ä'ä34C0S9  (Ä'2^V+1  —  2Äi?'C0S  q>  .l'rf  2  +  i2^-l'r+8) 

+  ä^(ä'«-1V-2ä'äc089>v1V+i  +  72MV+2)}  « 
Äi«»-ite„-2sinV(Ä'*— 2Ä'ÄC08((p'+«p)  +  i2^)X 

X  (Ä'*— 27ri?C0S(<p'-  g))+Ä«)  (Ä'MV^4— 2Ä'i2C08i3P.l'r|8+ÄMV+2). 

Der  letzte  Factor  ist 

(Ä'«C0S^'— 2ß'ÄCOS9)  +  i2«COS9>')-l'r+34-(Ä'2.^Ä8)8in9'J?V+3  = 

a'A'^nVo+h'B*rVZ  = 
(a'^'_»4^+J'i;'-„45)C08(r  +  n— 2)9'  + 
+  (a'5'-«-j5— ^''i4'-H+ö)8in(r+n— 2)9)' 
=  i'cos(r  +  n  — 2)7)'-f^'sin(r+n~2)g)' 

=  yjH^^'8in('/+(r+n-2)9'), 
wenn  icü 

-^^  =  tangx' 

setze,  wobei  sich  noch  ergibt 

i'»-f  Ä'5s  ^  (^'«_„^5+^'*-Hfö)(a'«+Ä'«) 

-«««-3««>*-4(i2'2-2Ä'7?cos(9)'+9))+Ä^(Ä'*— 2Ä'i?cos(<)E)'— g))+iE»), 

und  X'  «  «'+/»', 

wenn  man 

p^  **      *"  tango'     und     -,  «  tang/5' 
setzt. 

Dio  Summe  dieser  drei  Determinanten  nähert  sich  also  für  grosse 
r  dem  Werte 

„^6r+6H-6  722r+2t4-6  72V+n-4 
f'an^  »rtw-1  i«n-2  slu  9'        ^ 


A/WI  "■  ^^'^  ^^^  (y'+y)  +  -^^)^^'^  — 2iZ^-^eos(<p'— <p)  +  ig^) 


Xsiii(z'+(r+n-2)g)'). 
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Im  Ganzen  aber  hat  man  im  zweiten  Fall 

17)     x'r  «  ^'•  +  crn2'-+2~-2V/«^.i^«^_28in2y(i2i  J!2i2«HCOS(p+«n*)  ^ 

ffV^»-4       Y{W^-2R'Rcos((p'+<p)+R^)(R'*---2R'Iicos((p'--q>HR^) 
*^«,/i«-3     ""^  sin  9>'  y«^„-3  ««H-4  (a«2  —  2/2cfH  cos  q>  +  i^*)« 

X8in(x'+(r+n-2)(p'). 
Für  die  kleinste  Wnrzel  hat  man  in  diesem  Fall  ebenso  nach  Abb.  I. 

"""'^  K-'...««)"  ~  ""^  +  (•l-^..«„) 

==  of,  +-—:rTfr-i  •   .  -     ^ •  sin(i^  +  (-r  +  «  -  l)gj), 

'^1    ^        sing)  ywiofgfwrts 

wenn 

gesetzt  wird,  und  dann 


18)      x'^r  =  X-r  —  Jx^r 


©..- 


wobei 

|^^_r,       /fx-,42;  .  ,   /Ä^\        . 

Von  den  Beispielen  der  Abb.  I.  gehört  hierher  die  grössto  Wurzel 
des  dritten  und  die  kleinste  Wurzel  des  zweiten  Beispiels. 

Im  dritten  Beispiel  hat  man 
i^o  -  ^^l  =  5,748553  9845,    x^  «  ~~~  =  5,748176  3045, 
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1182225  SdOß5224 

"  =  -205664  =  ^^2  2312,      r,  =  g^,^-  =  5,748373  7926. 

'»  =  iS  =  ^'^^«376  1551,    x,o  ==  ^^^^  -  5,748370  9807. 


©- 


^ß^^  =0,056150...,        f— ,^  =0,056182.. 


cos  g>7  = it^ =  0,30743 ... ,        cos  (ps  =  0,30736 ... 

2~Jxe 

Darans  folgt  ip^  =^  72^  5',  gpg  =  72<^  6',  uud  man  erkennt,  dass  bei 
den  xr  immer  höchstens  3  nnd  wcuigstens  2  Glieder  zwischen  zwei 
Zeicbenw^echscln  stehen. 

Weiter  ist  dann 

Jx^ ~^äT =—0,000038  6210, 

also 
z\  ^  5,748370  8522  und  sicher  zu  gross  x^^  =-  5,748409  4732. 

^a-g ~f/^^ 0,000005  3051, 


^*a:8- 


also 

«'s  =  5,748370  8500  nnd  sicher  zu  klein  x%  =  5,748365  5449. 

Im  zweiten  Beispiel  hat  man 

59ß  25105 

x~9  -  j^g  =  0,275681  341719,  ar-12  =  ^^y^j,!  =0,275682  205018, 

x.io  ^  H^  «  0,275682  701811,  ai-ia  =  ^^^26  ^  ^'^^^^^^  204852, 

ßQ21  ^'U1^2ß 

x-n  =>  25JQ5  - 0,275682  135032,  x-u  -  jigSiiä  " ^»275682  203414, 
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Uv-ia- 


-12,      ^«-11  '  '      \«iV-13 


C08qp-13  -= 


2  — .-^«-12 
«I 


0,59742 ... , 


cos  9>_i3  =  —  0,59790  ... 


Demnach  gp-12  «  126<>  41',  <p-i3  =  126<*  44'.  Daraus  folgt,  dass  bei 
den  x^r  höchstens  4,  mindestens  3  Glieder  zwischen  2  Zeichenfolgen 
liegen.  Der  in  Abh.  I.  zweifelhaft  gebliebene  Wert  x-13  ist  also  schon 
hieraus  als  zu  gross  zu  erkennen. 


Dann  ist 

Jx^l2.  - 


-^«-12— (—2)    ,,-'^a*_13 

. fRi\     ^  ^'^^  ^^  001367, 

also 

fl;'.i2= 0,275682  203651  und  sicher  zu  klein  «0-12  «0,275682  202284; 

und 

Jx^iz—y—A      .^a?-i4 
Jx'^iz. /R^\      =  0,000000  001201, 


«'=0,275682  203651  und  sicher  zu  klein  «O-is«  0,275682  202450. 

§.3. 

Istt  flf»  «=  Ä (cos q> + «sin tp) ,    on-i  =  i? (cos q> — i sin (jp) ,  ««- 2  ein 
einzelner  reeller  Wert,  so  hat  mau  nach  Abh.  I. 


i?r»  = 


(«l''+1...0fn),  (ori'-+2...„„) 


(a/-i...o„),  («/...crj 


-«H«». 1- 


|rai»+i...ofH),    (cr/+2...<y«.2)| 


R^ 


i(ai»'-l...cf„),    (<VJ^..«») 
Ä'«H-i8ing> 


+(-?) 


Nun  ist 
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i?i4f+2~aii-2ilr+i=((Ä-  tfi«-2C08^)il-i,+2  NH~isin^-B-H+2)cos(r+  n)(p 

-f-((/2— cr«_2CO8qp)-0-fi  \  2— a«_28inqp-B-Mf  2).8in(r-f-n)(p 

«i4X08(f4-n)9>4-^.8in(r4-n)9«-/^»+-ß«8in(i|i+(r4-n)y), 


wenn  man 


'  tang^ 


setzt    Dabei  findet  8ich  noch 

^2-1- i?2  «  Aff„Äif„-l.(72*-2ßcri,-2COS<p  +  ff,-o8) 


ond 
wenn  man 


tanga,     -^ -=  tangß 


Botzt.    Man  hat  sonach  fQr  grosse  r 

'«.•-2\»'+"-2  Vhanhan-l{R^'-2Rttn-^2C0B'(p+i^^ 


19) 


"'■-'"+(¥)' 


A'an— 2  sin  (p 

X8in(^  +  (r-fn)<p). 


X 


Nun  ergibt  sich  ganz  wie  im  vorigen  Paragraphen 


^«i?r«-^-,-.^*i2r-l« 


JRr* 


i?'— 2Jgcfw~2C08g)  +  «fH-2* 


^« 


ferner 
21) 


m.= 


^«'hM-(^?^, 


^/?r_l» 


/*Är» 


JRr-l*,     dRr* 
dRr-^,     JRr-1* 

22)     (2-^-C08^j^=i^ß;3p-^^- 

Weiter  ist  dann 

l-Ä- j AWüsiny ""»(V+CH-».)^^)  - 
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also  der  gesuchte  Näherungswert 

^lir^-   (^^    ^lir.l* 
23)      Jir*'='nr'  —  jn,*. ^   ^'     J'" . 

Um  den  Fehler  zu  bestimmen ,  bringe  ich  dies  wieder  auf  die  Form 


23»)     Pr*'=Ä,»+ 


^Är-1*,     /IRr\  1 

^IRr-Z*,     JRr-l^  1 


Aach  hier  konnte  man  wieder 


m. 


setzen.    Es  würde  dann  Rr-i^'  dei-selbe  Wert,  der  jetzt  Rr*'  ist    Es 
gilt  darüber  dieselbe  Bemerkung  wie  oben. 

Weiter  sind  nun  für  die  Rr^  ihre  Ausdrücke  durch  Divisions- 
coefficienten  einzuführen.  Damit  aber  der  Ausdruck  nicht  zu  compli- 
cirt  wird,  ist  eine  weitere  Abkürzung  notwendig.    Ich  setze 


(«1»— l...Cf„),   (cr/...Cfn-2) 


=  ^1 


SO  dass  also  ist 


7?,2=:7?2+^i^,      JRr^: 


^»-fl,    p  +  2 


p.(>+l 


Werden  diese  Ausdrücke  oben  eingesetzt  und  die  Neuner  weggeschafft, 
so  erhält  man: 
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24)    ^,»-1?»  + 


47 


«4-2 1^+^'  *±^'  0    1«'+^'  d:^ 

"^   1    Q,       p-f  11'  'ip+l,    p+2 


,  9    -e+ip+s 


H-i 


0 


«•+1 


H-2. 
H-1. 


p— 1,   « 
p— 1,   p 


p— 2,    p-1 


i,  P-1. 


,  P-2. 


P+l,    P+2| 
Qi       P+l| 


,    p— l.p      .p  +  2 


P+1,  P+^= 

p.  «+i;' 

p.  p+i' 

p— 1,  p 


,  p-1- 


p,  p— 1 

p— 1.  p 

p+2,  H-"^»i 

p+l,  p+2, 

p+1,  ^1 

?,  P+li 


,    P-2.P-1.P+1 


,    a       J+lf+Z; 


P— 2,     P-1 


,  P-2. 


p»     P+1; 
:P— 1,    p 


,    p— l.p     .p+1 


,    p— 2.p— l.p 


Dies  ist  wieder  der  genaue  Wert  des  Fehlers.  Um  zu  finden,  welchem 
Wert  er  sich  far  grosse  r  nähert,  sind  die  Näherungswerte  einzu- 
setzen.   Man  hat  aber  in  diesem  Fall  als  erste  Näherungswerte 


(«,'...0f„) 


;•  A4 1,     («,^..««-2).  =    ,,.„^_j    • 


7<nN  ^(^M-1  sin  <p 


demnftch 


/^a^^  2,1-4       ^ 


A«rti/iaii-.l^ 


C>  = 


.(i?i4r+l--«M-2-4r); 


und  unter  Anwendung  der  Gleichung 


Ä(Äirf2  —  Orn-2i4rfl)— CfM-2(i?-4r48  — «ti-2i4r42)    — 


H-2. 


p+1,    p+2 


Qy         P  +  1 


/Jör  f  5h-5  «,^2*"  *  ""^ 


X 


7ia»'*Äo»^i^A'ffH-28iuqp 

X  (Ä*— 2Äfr„_2COSqp  +  rf„-2*).i4r+2; 


P+2,     (1+3 


P+1,     P+2 


JJör  J  5«-6j,^__2r+»-l 


X 


/i«„äÄ«i«-i3Ä'aH-2  sing) 

X  (Ä*  —  2ÄaH-2 cos 9  +  ««-2*).. Ar\^\ 


p.p+l.p+2  =  ;^;;-i^^.. 
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Diese  Werte  im  Nenner  eingesetzt  geben  für  denselben 

/gIOr-l-lOfi-84  g^,22r-t-2n~7  (jg»  — 2i?CfH-2COS<p  +  gn--2^)^ 

A«n^  Aon-1^  A'w-2*  sin  ^ 

an-2*-4r+2,      aii-2^i4rfS,      i?* 
X    Ofii-2  -4»-+l,      Orn-2i4r+2,         -R 

und  wenn  man  wieder  die  ersten  Glieder  der  ersten  Zeile  zum  Ver- 
schwinden bringt 

Jel6r.fl(h*^84  a^,o2ri2>»-6  (/g^  —  2Ätf n-~2 COS  q?  +  cyn-2^)° 
;io„8Aff„_l»A'ffn-2* 

Den  Zähler  untersuche  ich  wieder  lieber  in  der  Form  die  er  erhält, 
wenn  man  die  letzte  Colonne  zur  zweiten,  und  diese  dann  zur  ersten 
addirt,  also  in  der  Form 


.p+2,  (>.p4-l      .P+3 


P+2.9+I.P  +  I,    Q.Q+2 

p,^— 1 


.^— 1,  P-2.P 


p+2 
p-2.^-l.H^l 


Setzt  man  hier  die  ersten  Näherungswerte  ein,  so  erhält  man  als 
Factor  die  Determinante 

^-4r+2— -aH-2^r+l,      -ßi4r-f  3— ttH-2i4r+2,     RAr  \  4— «••-2^rf  3 
RAr\^\ — aH-2ir,  i?iir+2— ««-2i4r+l,      i2i4r+8 — a»i-2iir+2 

Äi4r— a«-2iir-l,  i?i4r+l— an-2iir,  -R-4rf  2— «H-2i4r+l 

und  diese  ist  identisch  null,  wie  man  erkennt,  wenn  man  die  zweite 
Colonne  mit  —2  cos  9  multiplicirt,  und  sie  und  die  erste  zur  dritten 
addirt 

Man  muss  sonach  wieder  die  zweiten  Näherungswerte  einsetzen, 
und  sind  dabei  wieder  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  &h-3 
ein  einzelner  Wert  ist,  oder  ob  ««-3  und  ofw-4  ein  Paar  conjugirte 
Werte  sind. 

Im  ersten  Fall  ist 

(«1  ■••*'••> " A«nA«n.i8in9^^+'+  /'«„-a   ' 

an-2*'+*-'    ,    an-3''+»^^ 
*  A  «I*— 2  Ä  «»-8 
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Dann  wird  bei  Vernachlässigung  der  bei  grossen  r  gegen  die  übrigen 
verschwindenden  Glieder 

^  ~"  hoin  A«w-1        /i«n  Äa»-i/'af,-2  sin  q)'    *'"*"^' 

wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 
und 

i^+~-8«n-2**+~~^ 

^  =  A«„Ä«„_xÄ'«n-2sin<p-<^^''+^~"-^^'> 


Ebenso  wird  weiter 


J5or+5>i-4ß^_2»+~ 


<l  +  l.p+2.p  +  l  ==  Ä«««Ä«.-l3Ä'«n-2Sinip-(^^^-^^-""-^^'^+^> 

-R4r-t-4n-5  Cn~22r+2n~8  .„^         .  /-r       v  r>  ^  ^        x 

—7 — 3-7- -^JT -Tr ~ZÜJZ: (-nC/r+3tan~2CV+4HÄ-4r+2-  «M-2-4r+l) 

ftff»*Äan-l'Ä  ««-2/  «»-2Sin^y.  ^ 


/25r+5«-4^^^_3r+«-2 

ssing) 

(Ä*(7r+2  +  «H-2^ft +4)  (JR-4r  1 3  —  On^zAr  ^2) 


+  Äa3««-l«Ä'«„-3Sin(^  •  (^^''^^  -  cr«-^^.-H), 


(».p^^  .p  +  2  = ,(J?^r+3  — an-24r+2) 


.j .(Äilr+3— «n-3-4r4-2), 


11 
{RCr^2  +  Orn-2  Cr +3)  (JR-4r+4  —  ^«-2  -4r+8) 


p.^  +  1   .  ^  +  3  = .(i?A+4  —  €lu'-2Ar+z) 

«  11 

Ä*^+4^-öan-22''+2»-2 


^r45»i-6g^^3r+n 

_| ^  (i2A4  4  —  ««-3  Ari-Z). 

w  11 

Werden  diese  Ausdrücke  in  die  Determinante  eingesetzt,  so  zer- 
föllt  diese  wieder  in  27  Einzeldeterminanten,  von  welchen  jedoch  nur 
die  7  ersten  in  Betracht  kommen.  Die  erste,  welche  in  allen  Colon- 
nen  die  ersten  Glieder  dieser  Ausdrücke  enthalt,  ist  nichts  anderes, 
als  die  Determinante  der  ersten  Näherungswerte  und  wird  iden- 
üsch  null. 

Die  drei  nächsten  sind  die,  welche  in  je  zwei  Colonnen  die  er- 
sten Glieder,  in  der  dritten  die  zweiten  Glieder  der  Ausdrücke  ent- 

Ten  LXl.  4 
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halten.  Sie  lassen  sich  ähnlich  behandeln  wie  die  Determinanten  in 
§  2.  Man  kann  sie  nämlich  leicht  so  umformen,  dass  sie  die  beiden 
ersten  Colonnen  gleich  haben.  Dann  lassen  sie  sich  in  eine  zusam- 
menfassen. In  dieser  lassen  sich  die  ersten  Glieder  der  ersten  Zeile 
zum  Verschwinden  bringen  in  Folge  der  Identität 

-4r+l-|-ilr-l  =  2w4rC0S<p. 

Da  nach 

/"««-2  =  (Ä^— 2i2cf„_2COS<p  +  aH-2^).Ä'0fn-2, 

erhält  man  schliesslich  für  die  Summe  dieser  drei  Determinanten 

JgMr-f  14*1-31  CTn^2^-*-^-^Q(Ä^—  2iggn-2C0S  y  +  gH~2^)^ 

han^  hun- 1®  A'an-2*  sin  V 
X{R^Ar(RAr  —  an-2Ar^l)  -  2ÄCf„-2^r+l  (ÄA+2—  0rn-2i4r  +  l) 

+  Cf«-2*i4r+2(Äi4»  +4  —  an--2Är^s)  \ . 

Die  drei  folgenden  Determinanten  sind  diejenigen,  welche  in  je  zwei 
Colonnen  die  ersten  Glieder,  in  der  dritten  die  dritten  Glieder  der 
obigen  Ausdrücke  enthalten.  Auch  sie  lassen  sich  wie  die  vorher- 
gehenden behandeln  und  geben  alä  Summe 

/gl5r.f  15n-80  „^^g2r.f2H-6  ^y^^gr-f n-4 

Ao„*  Äff  n-1*  ä'««-2*  ä'«h-s  sin  9     ^ 

X  (Ä*  —  2Ran^2  cos  <p  +  ««-2^)  (an-2  —  «n-s)^  X 

X  { CfM-2*  {RAr  —  IJf«-8-4r-l)  —  2a«-2  «n-S  (fi-4r+2  —  ««-3  -4r+l) 

+  <»«-3*  (Ä'4r4  4  —  ««-8  -4r+8)  } . 

Der  ganze  Fehler  nähert  sich  sonach  dem  Werte 
<yn-2^+^-^ 1 

J22r+2t,-3    'Ä'fl^.a^smVß*— 2/?an-.2COS<p  +  an-2*)  '^ 
X{Ä«-4r(i2A  — crti-2^r-l)— 2Äan-2-4r-fl(i2A-f2— ati-2^r+l) 

+  Ofn-2^  Ari  2  (/2-4r  *  4  —  «#1-2  -4r-|-S)  } 

+     Jf^+n-4'  *  Ä'«n-3  Siu  <p .  (Ä^  -  2Äa„_2  COS  <p  +  ««-2*)^  ^ 
X  {  ««-2*  (-ff-4r  —  Ofn- 3  A-l)  —  2an-2  «n-S  (Ä-4r+2  —  flfn-S -4r+ 1) 

+  or»-8*  (-R-4r4  4  —  «H-3  -4r+3)  } . 

Diese  Ausdrücke  sind  noch  weiter  umzuformen. 

Die  Klammer  des  ersten  Teiles  wird,  wenn  ich  alle 

Ar  auf  -ä-»+2  und  -ß-ti+2, 
resp.  auf 

-4-.«f2*+2?-»»+2          1,       ,                    -4-«f2*--/?-n+2 
=  ihanhan-h       2 
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und 
reducire: 

X.{Ä%08(2H-2n—4)<jp— Ä«aH-2{C08(2r+2n— 5)()p+2co8(2r+2n— l)<p) 
-t-Ä«„^2*(2.C08(2r+2w— 2)9+C08(2r42«+2)9)— a«-.2^C0s(2r+2n+l)gp} 
+^-«  f  2-B-H-2{Ä*sm(2r+2« — 4)()p— JR*«„-2  sin(2r+2n— 5)g> 
+2.8m(2r+2n— l)(p)+i2«H-2*(2.8in(2H-2n— 2)(p4-8in(2f4-2n+2)()p) 

— an-2%m(2»'+2n+l)v} 

=iA««Ä«»_l(i2*— 2i2a«-2C087>-fan-2*)(Ä— Wn-2C08^) 

+  P->+g'^-^~^tg',a4.^,^^g^,^^g,^j^C08(2r+2n~2)^ 

+  [-  "^"^^^'7^— ♦H-^-^-h2^-H-2.a].  8in(2r+2fi-2)g) 
=  0-|-^.C08(2r+2n— 2)9+5.8in(2H-2n— 2)<p 
=.  C+y2M:^.8in(x+(2H-?«-"2)<p), 

wenn 

Ä*.  cos  (—  2g>)  —  Ä*a«-2  (cos  (—  3g>) + 2cos  q>) 

+ Äan-2*  (2+008  4(jp)  —  «,4-2*  cos  3^  =  0, 

J2*.  sin  (—  2g>)  —  Ä*at^_2  (sin  (—  3<p) + 2  sin  9) 

+ Äan-2*  sin  49p  —  a«-a*  sin  3g>  =  ä 
und 

Ä       ^ 
^«tangx 

gesetzt  idrd.    Dabei  ergibt  sich  noch 

=iÄa««Ä«n-l^Ä^~2Ä««-2COS<;p+a«-2*)(Ä«--2JRa,,_2C083qp+a„-2*)^ 

und 

Z=2a-90+y, 
wenn  man 

p~^^  =-  tangtf,    -  =  tangy    setzt. 

-ö— n-f2  » 

Die  Klammer  des  zweiten  Teils  Iftsst  sich  anf  die  Form  bringen 

4* 
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+a«-3*(Ä-4-«.|5— «„_^A-«+4)].C08(r-(-7i— l)<p 

+[tt|i-2*(ÄJÖ-n+l — an-a^-»)— 2crM-20r»-3(^-ö-«^.3— ««-3— i^-n+2) 
+0fn-3*(-R-ß-«i6— cr«-8-ö-«+4)].sin(r-f-«— l)(p 
=^'.  C08(r-j-n— l).y+Ä'.  8in(r+n— l)g) 
=  y^'2-f^«.  8m(x'+(r+n-l)(p),. 

wenn 

^,=tangx' 

gesetzt  wird.    Dabei  findet  sich 

A'^^B'^  -  ÄßnÄ««_i(jR2— 2i?an-3COsg>  +  «„_3*)X 

X(«t»-2*—  2cr„-2a«-3COs2<p+<^"-3^^ 
und 

wenn  man  noch 

tangy  «-, 
setzt,  und 

a„-.a*(ÄC08(— <jp)— a„-8C08(— 2(3P))— 2afi-2«n-3(-Rco89— ofK-3) 

4-crn-3*(/?COS3g)— ffn~3COs2qp)  =a' 

«•i-2*(Ä8in(--y)— ««-3Sin( — 29))— 2of„-2aM-3-Rsin<p 

-|-«H-3^(-Rsiu3<p— «w-38in2<p)  =  h\ 

Es  ist  also  schliesslich  gefunden 

^\f>  I    Ä8-27?a„-2COs3g>+«H-2*    .  ,   ^,    .        -,o  a1 

X    Ä-aH-.2COS9)+-     -  ^  ^.8in(x+(r+«-l)2g>) 

L  y  i^^  -2iia«-2C0S(p  +  a„-2^  J 

orH-3''*'*-'*  (er w-2— gn'~3)^.(g»*>-2^-- 2gw-2gH- ^C0s2g>+ff|t~3-) 

-r    Br\H^A-         /4'«H-ssin(p;(ii^— 2/ea„-2C089'+««-2^)' 

X  yÄa«Aa^-i(7iä— 2yi'a»-3C0sgp4-«fH-«*Jsin(i'+  (H"«— 1)<P)- 

Ist  im  zweiton  Fall 

a„-s  =  Ä'(cos  v'^- » si^*  9')i     «♦•-4  =  ^i'(cos  9'—  »sin  (p% 

so  ist  der  zweite  N&berongswert  von  {jt^^ ...  »m)  der  nämliche  wie 
p.  48;  dagegen  erhält  man  jetzt  analog  §  2. 

«^2;;+—«^ Ä"^+— ^  Ä'^'rfl— ««-^ä^'r+2 
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Es  behält  dann  auch  q  seinen  Wert,  aber  es  wird 

'    kanhan-1  sin  <p  '  «««-S««n-48in  g)'(Ä'*— 2/?aw-2COS  <)p'+  «»«-2*) 

Es  bleiben  daher  auch  in  den  Ausdrücken  fttr 


p+l.p+2.^+1,    P.P+2.P  +  2,     p.p4-l.|i+3 

je  die  beiden  ersten  Glieder  dieselben,  dagegen  werden  die  dritten 
Glieder,  abgesehen  von  dem  gemeinsamen  Factor 

i25r+6»-6i2/r+»-S 


ÄaH*Äflfn-i^sin<p«a«-3«OM-4sin  qo'CÄ'^ — 2Ä'aÄ-2  cos  9'+  «h-2^) 
beziehungsweise 


RAr+2,  ll'A'r  \  3—  an-2^'r+4  ' 

ß'^r+l,  i2'^'r+2  -  «n-2^'r+3  | ' 

ii^r+3,  /2'^'r+4—  Otu-^A*  T\b 

i?^r  f  4,  -ß'^V+5  —  flfn-2^'r+6  j 


Setzt  man  daher  diese  Ausdrücke  in  die  Zählerdeterminante  ein, 
so  verschwindet  von  den  in  Betracht  kommenden  7  Determinanten 
die  erste  wieder  identisch,  die  drei  nächsten  werden  dieselben  wie  im 
ersten  Fall,  die  drei  letzten  werden  anders.  Sie  lassen  sich  aber 
wieder  so  umformen,  dass  sie  die  beiden  ersten  Golonnen  gleich  haben, 
and  dann  in  eine  zusammenfassen.  Wird  dann  wieder  die  zweite  Zeile 
mit  — 2ayi-.2C0S(p,  die  dritte  mit  «»-2*  multiplicirt,  und  beide  zur 
ersten  addirt,  so  verschwinden  die  beiden  ersten  Glieder  dieser  Zeile, 
und  das  dritte  lässt  sich  mit  {B!^ — 2/2'cf«-2COS(p'+«n-2*)  dividiren. 
So  erhält  man  als  Summe  der  drei  Determinanteb 

ffl5r-H5H~30  (y„^2^r-t.2H~6  R'r^H-6  (Ri -^2RcCn-.2  COS  <p+  an-2^) 

Affn*ArtM-l*Ä'a„_22sin  (JD«an-3««»«-4Sinqp'  ^ 

X|Ä.[Ä'3i4r4.4^'r+4— Ä'2a„-2(2^rf2^V+8  +  A+4^'rf3) 
+  R'an-2^  (2^r+2  A'r^2  +  ^r  ^'r+2)  — «n-2Mr  ^',  +1] 
-  R*.  [R'^Ar  1 3  ^'r+5  -  Ä' V-2  (2^r+l  ^'r+4  +  ^r+3  ^  V+4) 
+  /2'ceH~2*  (2Ar+lA'r-{-S+Ar-l  ^'r-f  3)  —  ««-2 -4,-1  A\^2]\' 
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Werden  hier  die  Ar  und  Ä\  sämmtlich  auf 

^-H+2  und  -ß-*i+2,    -4'--n+5  und  -ß'-»+fi 
reducirt,  resp.  auf 

2  °°^  2  ' 

i4-i«+2-ß'-n+6  — -ö_n+2i4'-H+5  ,    i4-K+2-ß'-n+ö+^-fi+2i'-»+6 

2 °°^  2 * 

wobei  noch  constant 

{ArÄ',+BrB',y+(ÄrB\--BrÄ',)^^{ÄrA',-BrB',)H(ÄrB's+BrÄ\)^^ 

ist,  so  erhält  man  für  die  ganze  Klammer 
i4'.C08(r+n— l)(g>— cpO  — ^'.8in(r-|-n— l)(<p  — ()p') 

+  C"c08(r+n  — l)(g>+g)')-7^'8m(r+n-l)(g)4-7)'). 
Dabei  ist  zur  Abkürzung  gesetzt 

A 2 •« 

i4-Hf2Ä'-i»+6  —  Ä-m4-2^'-h+6  -, 

2  •*' 

^         ii,n-f 2ii^-nf 6  +  A^^^2B' ^nj^b   ., 
ß- 2  .b 

,    ^-H+2-B'-H+6  — Ä-f»42^'-»+5        , 

i 2       "*' 

i 2 •'^' 

D 2 •** 

^^H-f  2-g^~»+6  +  ^-n-t-2^^-H-5       f. 


a'=Ä(m.C08(9+9>')— «'SiuC^  +  q?')  — Ä*»*, 

c'h=  i2(m'.  cos  (^  —  <p') — n'.  sin  (<p  —  g>'))  —  -R'»»»'^ 
d'=  i2(n'.  cos(g>  —  g>')+w*'- 8in(g>— ip'))  —  äV  ; 
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TO  ==  Ä'».CO8(2g>-9)')-Ä'*«n-2(24-C082<p) 

+  Ä'crn-2*(2C08g)'+C08(-2(JD  +  (JD'))  —  «n-2*C08(— 294-29)'), 

n  =  Ä'».sm(2<p— <p')--Ä'*«n-2(8m2<p) 

-f- Ä'«H-2*  (2fim  <p'4- sin  (— 29 + qp')) — 9fH-2'8in  (— 2<p +2g>'), 

1»'==  Ä'».co8(29)+<P')-i?'^«».-2(2+cos2(jp) 
+Ä'«H-2*(2.C08(-- g)0+cos(--2<p-- <p'))--a»--2^C08(--29--2(jD'), 

n'  =  Ä'^  sin  (2<p  +  9')  —  i?'«  tt»-2sin  2g) 
4-Ä'«H-2*  (2 .  sin  (—  g>')  +  sin  (—29  —  9'))  —  aH-2^  sin  (—  2<p  —  29'). 

Setzt  man  dann  weiter 

^  =  tangx%     ^«tangf. 

so  wird  der  Ausdruck 

y2^F«.8in(x'  — (r+n--l)(7)— 9')) 

4-yC7'«+D'^8in(f  —  (r+»^l)((p+g>')). 
Dabei  ist 

«iÄ«nÄ«K-l««H-3««n-4(JR^--2ÄÄ'c08(9  +  9')  +  Ä'*)-(^'^  +  «'*) 
^2^8    «  (Ä'2  — 2Ä'aH-2COS()()' 

+  «H-22)  (Ä'2  -  2Ä'an-2  COS  (29  -  g>')  +  ^n-2^)\ 

^'2-{-n'«  «=  (Ä'ä  — 2Ä'«,*-2COS<p' 

+  c„-2*)  (Ä'*  —  2i2'c„_2 COS  (29  +  9')  4-  rf«-2*) ; 

femer 

wenn  wieder 

tang«  =  ^,    tang.'  =  ^,     tang«  -  ^    tang*'=  ^. 

Ä.8m(<p-H/)__      ,„„„.._     -«Bin(y-yO 
**"«*  =  ä:;^(H-9')--K"         '^    ~  i?.co8(9»-q.')-J?' 

gesetzt  wird. 

Die  Summe  der  drei  Determinanten  ist  also  fttr  grosse  r 
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* '  han^  Ä«i^-i®  Ä'^ff,*— 2  sin  (p  sin  <p' 


^«Atfn— 1 


(12'2-2-R'an-2COS<p'+aH-2«)  X 


X, 


San^S  «««—4 
(i?'2-2Ä'«„-2C08(2()P-9')  +  «n-2«)  X 

XV^«— 2ÄÄ'cos(()P+g)')+Ä^^ .  8in(x'—  (r  f  n— l)(q?— <p')) 
+(Ä'«— 2Ä'crn-2COs(2<p  +  <p')+a„_2^)  X 

XyÄ«-2ÄÄ'co8(9-9>')+Ä'*.8in{f-(r+n-l)(<P-H>')) 
Man  hat  demnach  schliesslich  im  zweiten  Fall 

26)      Är-Ä+i      222r+2«-3       '  ä'2«„_2  gin^  ^ 

^  r„  ,    Ä*— 2J?an-2COS3(p+««-2^     .    /      I    /     I  IN«    xl 

L  yÄ^— 2Äaw-2C0S(p4-«n-2*  -I 


+i 


J2'r+n-6 


-2X 


Rr+n-i  •  8in(JD.Sin<p'.(Ä*--2Äa„-2C0S<H-«n-2^) 

X  l/^"^**^^  .  (Ä'«-2i2'a„-2COSg)'+an-2«)  X 

(JR'«— 2JR'an-2COS(2qp-g)')  +  «n-2*)  X 
XVä*— 2i2Fcos(qp+9')+Ä'2.8in(x'—  (r+n— l)(qp— (Jp')) 
+(Ä'«— 2Ä'an-2C08(2g)  +  9')+«H-2*)  X 


f  xV Ä*— 2/2Ä'cos(q?-<p')+^"'*.sin(x"-(H-n  - 1)  (9)+^')) 
Was  2i2cos9  betrifft,  so  hat  man  nach  Abh.  I. 


{2Rcos(p)r 


(ai»'-!...««),     (cfi*"...an) 


(«1»'...««),         (ai*'+2...a„_.2) 


und  daraus  ergibt  sich  durchaus  analog  dem  Vorhergehenden 
27)    (2Äcosg>)r-2Äcos9)+(^  ^-j  X 

VÄanÄÄn-l  (i2*  —  27?a„-2  COS  qp  +  «»-2*) 


X 


R.h^an^2Bin.g> 


8in('i/;  +  (r+n  — 1)7?); 
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og)     ___- f^ 

^  '  ^(2jRC0S9)r  "^ 


29) 


/f(2ÄC0B  g))r,  ^/(2ÄC0S  qp)r+l 

^/(2ÄC08(]p)r-l,      ^(2R  COS  (p)r 


^^(2ÄC08  <p)r-2,      ^/(2iR  cos  <p)r-l 


I  -^^(2ÄC0S  9))r~l,  ^(2i2C08g))r4-l  I 

qn^       /„«n-a  \  I  ^(2ÄC08y)r^2,  ^(2i?  cos  <p)r       \ 

^)     \f    R'^^^'f^),  —  \Ji2Rcosq>)r-h  ^{2Rcos  (p)r 

I  J(2R  cos  <3P)r-2,  -^(2ÄC0S  <p)r-l 

//(2ÄC0S(p)rfl4-  (^^)^-^(2ÄC08g>)r-l 
"~  -^(2ÄC0S9)r  ' 

31)     (2ÄC08y)r'=  (2ÄC0S<p)r— •^(2ÄC08(p)r  X 

J{2R  cos  ()p)r  -  (^/')^-^(2ÄC08  (p)r-l 

X  7 2\~~ • 

^«(2i?C0Sq>)r-  (^^  j^./f«(2i2c0S9>)r-l 

Setze  ich  dann  noch  zur  Abkürzung 

80  ergibt  sich  weiter 

32)    {2Äcos9))/=2i2cos<p+ 
9+2,     0+3 


P+1 


9+1,  ö+2| 

P,  <y+l 

9,  <y+l 

9—1,  a 

9—1,  a 

9—2,  (r-~l 


9+1,    <y+2 

-1.1^+^'    ^+2 
I    ^,       ff+1 


H-2. 


^+1. 


,  9-2, 


9+1,  a+2 

9,  ff+l 

I    9.  tf+1 

19—1,  a 

|P-1,  tf 

1^2,  (j-l 


9,       (J+l 
P— 1,     g 


,  9  .9+1.^+3 
,  9—1.9  .0  +  2 
,     9-2.9-1.0+1 


9+2,    a+s\  • 

9+1,    .+  2I'    '      •'+''^+' 


,  p-1. 


,  P 


—2. 


H-1,    <^+2 
9,       tf+1 


^'        ^+^1.     «-. 


9—1,     tf 


,    9—1.9      .9  +  1 
,    9—2.9—1.9 
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Dies  ist  der  genaue  Wert  des  Fehlers.   Für  grosse  r  nähert  sich  der 
Ausdruck,  wenn  «h-s  eine  einzelne  Wurzel  ist,  dem  Werte 

33)  (2igcosy)V  =  2igco8y+i  """"^^ZT'  V^IügWy  ^ 


X     ÄCOS^— «H-2- 


R^  —  2JR(yn~2  cos  3y  -f~  "n-z* 

y  Ä«—  2ÄO«-2C089)+  ««. 


^*8in(x+(2r+2n~-3)g))l 

-2*  J 


tfn-S*'^*'"^     (a»t~2  — <yw~8)^    ttH-2*  —  2ttn-2  «n-S  COS  2y  -f"  «h-S^  ^ 
"•■     i^+«-3  Ä'«n-S8ing>  (Ä*— 2ÄCn-2C08<p  +  a,^2*)«       ^ 

X  yÄanA«tH-i(Ä»  — 2Äa^-8COS()P  +  an-.8*)8in(x'+(r+n--2)g)). 

Ist  aber 

an-3  =  Ä'Ccos^'-j-ising)')?    «w-*  ==  Ä'(cos9>' — isin<y)'), 
so  hat  man  statt  des  letzten  Gliedes  den  Ausdruck 


i 


X 


jfjr-f-n-s    gin  qp  sin  q>' (R*  —  2Ran-2  cos  <p + «f«-2*)* 
X  l/.^"?r"'\(^^^~2^^^H-2COsy^+<>>-2^)  X 

(Ä'2-2Ä'l*n-.2C08(2qp  — g>')  +  «H-.2*)  X 
X  yi?«--2ÄÄ'c08(«H-9')-HÄ'*Bin(x'+ip---(r+n--l)(g>-ip'))f 
^  ]+  (JR'«  -  2JR'cr^2  COS  (2g) + g)') + «»-2*)  X  l 

X  yi2»-2ÄÄ'cO8(q>-g)0  +  Ä''"8in(f+9-(r+n-l)(tH- 

Dabei  bedeuten  t|;,  Xi  zS  x"  ^^^  nämlichen  Gonstanten  wie  in  den 
entsprechenden  Ausdrücken  bei  Rr*\ 

Handelt  es  sich  um  die  kleinsten  Wurzeln,  so  sind  überall  die  r 
negativ  zu  nehmen,  und  bei  den  genäherten  Ausdrücken  die  ««,  a»-!, 
an-2  . . .  resp.  durch  ai,  «2,  ag  . . .  zu  ersetzen,  nur  ist  es  wieder  besser 
bei  Ä-r" 


und  bei  (2Äcos^)~r 


/IR^r\  ^JR^r+l* 


J2ÄC0S<q?-r+l,  -i/2ÄC08g)-.f+2 
J2R  cos  y-.r,        ^2ÄC08  y-r-fl 


^2R  cos  V-r,        J2RC0S  (p-r^l 
d2RC0S<P-r^ly  d2RC0S^^r 
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za  setzen.    Von  den  Beispielen  der  I.  Abb.  geboren   hierber  die 
grössten  Wurzeln  des  zweiten  Beispiels.    Es  ist  dort 

1908 
Äft«  -  -^^  =-  3,627376  425855  513, 

6921 
Rt*  —  jg^  -  3,627358  490666  037, 

R,*  -  ^—  -  3,627366  987674  049, 

Jk*  -  ^^  -  3,627365  066719  776, 

Ä,»  -  ^^  -  3,627365  068906  824, 

1 1 QA91 ^ 

Ä,«»  =  ^^^  =  3,627365  087822  333. 
Dann  wird 

(P^  —  0,020952  13879,   (^^  -  0,020962  02926 ; 

^Rt* )       l 0,000000  902862  142, 

demnach 

Ä,«'  «  3,627365  084711  907, 

und  gewiss  zn  klein 

Rf^  =.  3,627364  181849  765; 

z/iZg« ) ^5 0,000000  017992  065, 

demnach 

iZg«'  =  3,627365  084711  841, 

nnd  gewiss  zn  gross 

Rf?""  «  3,627365  102703  906. 

1197 
2ÄC08g>5  -  —  -^  «  —  2,275665  399239  5437, 

4342 
2Äcosg>6 J9Ö8 2,275681  341719  0775, 

2ÄC0S97  -  —  ^^  =  —  2,275682  704811  4434, 
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2Äco8<P8 25l^^  =  —  2,275682  135032  8619, 

207235 
2ÄC08  <P9  =  —  "öjQ^  =  —  2,275682  205018  3934, 

2äco8  9>io lUSö  ^  ""  2,275682  204852  1763. 

(^^  j  =  0,020952  02764,       (-^/-*)  =  0,020952  01339 ; 

2ä  cos  9)7'  =  —  2,275682  203650  9899, 
2iZco8(3P8'  «  —  2,275682  203650  9860. 


§  4. 
Ist 

a„  =  Ä  (cü8  <p  +  *  si>^  9)1     «'h-i  =  -ß  (cos  (jp  —  /  sin  (jp), 
an-2  ===»  Ä'(cosg)'-|-i8in9'X     «w-3  =  /2'(cos<p'— isiiKp'), 

80  ist  nach  Abh.  I. 


j(c.i»^+l...tf»),  (ai»'+2...«j 


(ir/-i. ..«„),  («l^..an)     I  i(ff/-^..«n),  («1»-...«^) 

Nun  vrird,  wenn  man  ^r+2il'i+2  und  ^r+i^'r+3  durch  ^l-w+2,  ^-«+2, 
^'_„+2,  -ö'-H+2  resp.  durch 

^-n42^^-n-^2  —  ig-.M4^2^^~n-f2         ^-n.|-2^^~H-f2+i^-Kf  2^'-nf  2 

2  '  2  ' 

2  .  2 

ausdrückt, 

Ä.4r+2-4%+2  — Ä'^r+UV+3  =  ^  CO8(r4^0(<P+90  +  ^  8iö(»'+»0(<P+9'') 

+  Cc08(r+»)(9— 9')  —  ^sin(r+»)(9— V') 
==  yi5+5^sin(^+(^„)((p+qpO)+V^qh^8m(i^^ 


wenn 


Digitized  by 


Google 


der  Darstellung  der    Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  Q\ 

Ä  =  (Ä-  Ä'cos  (<p  -  <p'))  ^=^Lt?^'-'-^^~^-^^^'-+' 

—  R'sm(q>-{-<p')  —^ 2—2 ^, 

-4  C 

taiigi(;=-,      tangi/;'=- 

gesetzt  wird.    Dabei  ergibt  sich  dann 
ond  ebenso 

C^+D«  =  jÄ«„Ä«»-igan-23««-3(Ä*--2ÄÄ'cOS(<JP  +  <p')+i2'*); 

femer 

il;  =  (a'— 2(p'— 900+a  +  j5),       tf;'~  (a'-2(p'+900-a  — /3'), 

wenn  noch 

-4-M+2       ^  -4'_«+4       ^  , 

^-^  =  tang«,     ö— ~  =  tang«  , 

•ö— »i4-2  -D  — m4-4 

Ä'sin{g)  — «p')  ^       ^         Ä'sm(<p+(jp') 

gesetzt  wird.    Man  hat  also  im  Ganzen 

34)     Ä,*  =  Ä*  +  I^J.  ür[J»f8in  (tf,  +  (r+  n)  (?>+ v')) 

+  iV8in(.J;'-(r+»)  (9 -,)'))], 
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wobei  gesetzt  ist 

28111981119)  r    qon-zqan-^  v-r     t  /   1         > 

i\r=  Vä«— 2ää'cob(«p+v')+ä'*- 
Daraus  ergibt  sich  nun  weiter 

^Är-i*  =  ;ßj^^;i:jr .  Ä- (  A/ [;^  sin  (»J.  +  (r + n)  (<p  +  9')) 

-8in(t+(r+n-l)(9+y'))]+i^[|^8ili(i»»'-(r+n)((p-g)')) 

-8in(V-(r+n-l)(v-v'))]} 

+  Sin  (9+ v')  cos  (i|;+(H-n)  (H-v'))] + iv[(|- -  co8(v-<p')) 
X  8in(»f>'-(r-f-»i)(<p— 9>'))  —  8in(9)— 9»')cos(t'— (r-H»)(<l»— 9>'))J[  • 

^Är»  -  ^^'•^}j^[|^8in(t»;H-(r+n  +  l)(9+V')) 

-sin(i|.+(rH-n)  (v+«pO)J+iv[|^8in(i|;'- (r+n+lK,)- v')) 
-8in{t'-(r+«)(9>-9'))]} 

B'r+«-»        /       r/R'  \ 

=  ^rH=2  •  Ä'{ik^[(;B-co8(9-f  ip')-l) 8in(iJ'+(r+«)(9+»'')) 
+  ^8in(<p+g)')C08(V;  +  (r+n)(y+g)'))J 

—  ^8in(9--g)')C08(!j;'— (r+n)(g>— g>'))J|  • 
Daraas  folgt 
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XiT^Jf —^ g,n(^^(r4-n)(9  +  9')) 

+  iV ^ W^^—^-^ 8m(iJ/'-(r+n)(g>— g)'))J 

_      /?^»— 2/gÄ^co8ycosy^+/Z«  Ä^*^^^»«-« 

X^{M8iii(t/;+(r+n)(v  +  g>'))  +  iVsin(V-(r+n)(<jp-<p'))} 
~  28mg)  siny'.  JST^^qi^iiijp  {Jtf  8m(i(;  + (r+n)(g)  +  9')) 

-iV8iii(i|;'~(r+n)(^-g>'))}. 
Ganz  ebenso  ergibt  sich  aber 

(Ä,+2«— Ar«)  -  ^  (i?r«-Är-2«) (^^^r  ~2^C092<pC0829'+l  j 

-28in2vsin2g>'jr^^J^^{3f8m(V/+(»'+w)(g)+9>')) 

-i\rsin(*'-(r+n)(^-()p'))}. 

¥ferdcn  aus  beiden  Gleichungen  die  letzten  Glieder  eliminirt,  so  kommt: 

35)       ^  (-Rr*— Är-2*)  — ^4C08g>C0S9>'.-JÄr-l*H-^4C089C089'X 

X^i?r*-(Är+2*-Är«) 

XJS:{ilf8in(t(;+(r+n)(9+9'))+i^8in(^'-(r+n)(g)-9'))}. 

Wird  die  entsprechende  Gleichung  für  r— 1  gebildet,  von  der  vorher- 
gehenden abgezogen  und  zugleich  der  Wert  von  ARr^i?  beachtet,  so 
erhält  man 

jK'4  JK'3 

^  ( Ji2r-1*  —  dRr-Z*)  —  ^  4  cos  9  COS  tp'  J*Rr^2* 
36)  +  j4cOS9C089'^«i2r-l*  — (-rfÄr+l*--^Är-l») 


+ 


^Är-1« 


;gr-2;^C0B(H-V')  +  l)  (^-2^C08(g,-9')+l)  5 
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Es  gibt  sonach  die  35)  selbst  wieder 


=  JRr-l^ 


-j^-  (Rr* —  Är-2*)  —  Jf^  4C08  «pCOS  q>'J}tr-l^-^ 


^  (JRr-1*  —JRr-3*)—^  4C08  9  C089>'^«Är-2*+ 


+  -^-  4 COS  (p  cos  9'  ^»i?r-l*  -  (z^Är+l^  —  -^Är-l*) 

Dies  ist  die  gewünschte  Corrector  und  man  hat  jetzt 
37)     Ar*' =- Ar*— ^i?r-l*  X 

^^-  (Ä,.*  —  i2r-2*)  —  ^  4:C0aq>  cos  (jo'  z^Är-i^^- 
X  ^74  j^Tji 

^^  (  //Är-1* — ^JRr~3*)  —  pg-  4  cos  gP  COS  g>'^*Är-2*  + 

+  ^  4  COS  qp  cos  (p'JRr^  —  (Ar  4  2*  --  ^r*) 


Ä 


+  -^  4C0S  qO  COS  (p'J^Rr^i^  —  (^Är+1*  —  -^Är-1*) 

Was  die  constanten  Factoren  betrifft,  so  ergeben  sich  diese  aas  der 
36).    Diese  lässt  sich  nämlich  auf  die  Form  bringen 


38) 


/8 


Ä'» 


/?'■ 


Ä' 


/fÄr-S*—  „y  a  ^Är-2*  +  «2-  ^  ^^r-l*  -    .^  O  ^Är* 


Ä« 


72« 


Ä 


WO,  wie  auch  im  Folgenden 

4  cos  9  cos  <p'  =  a, 

2-}-4cos(<p  +  <jp')cos(9)— <p')  =  4cos*<p+4cosV'— 2  = 

«*  2cos27)-|-2cos2(p'+2  =  8cosgt)COS<p'cos(<3p4-9'')  — 2cos(2(3P-f-2g>')  =^> 

gesetzt  ist.     Bildet  man   noch   die   drei  analogen  Gleichungen  für 
r  —  1,  r— 2,  r  — 3,  SO  ergibt  die  gewöhnliche  Metnode 

JRr-z\ 

^4Rr^A\  .  . 


39)        ^  = 


R^ 


ARr^Z^,   ARr-^\  ^/i^r-l^     ^Är 

dRr^K\ 

ARr^^\ 

^7?r-6*, 
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zJÄr-sS    ^Rr-i\   dJRr-l",   ^Rr\ 


4C08()»C0S7'  =: 


65 


Ä' 


;47Z,_8«,   ^Är-2*,  ^Rt-\\  ^-Rr+1* 


^4C0SVC089'  =  ^,_3*,  ^R^_^^   ^Ä,_,.,   ^Ä,. 


Die  37)  lässt  sich  dann  weiter  auf  eine  Form  bringen,  welche  den 
genauen  Wert  des  Fehlers  zeigt.  Zunächst  nimmt  das  zweite  Glied 
der  rechten  Seite  dnrch  Division  leicht  die  Form  an 


lÄr-2*,  Ar* 
^ ,,       |flr-ä*.  Jir-\ 


Rr-l\  TJ,"      I     R",\Hr*,        Ärfl»!     R^ 
7?r-2«,  Rr-A "R»'  '^IRr-l^  Rr*      \ " R 


K'*  R'^  R' 


Ä* 


'R^ 


R 

Rr*,        Rr+3* 
Är-1»,  Rr+l*\ 


—  (JRr+l»~^tRr-l*y 

Werden  hier  für  die  Constanten  ihre  Werte  aus  39)  eingeführt,  so 
lisit  sich  der  Nenner  leicht  in  die  Form  einer  Determinante  5ten 
Grades  bringen,  nämlich 

\dRr-l*— JRr-3,      dRr-l'—dRr-Z,  0,  —JRr*-^dRr~l*, 

i  JRr-i',  ^Rr-2*,  .     dRr-l\  JRr», 

1  JRr-i',  ARr-z\  dRr-%\  ARt-\\ 


•ARr\X*-\-/tRr-\* 
^Är+1* 


Wird  noch  die  zweite  Zeile  zur  ersten  addirt,  so  gibt  dies 


^fir-l» 


1,  1,  1,  1,  1 

ARr-i\     JRr-i\     JRr-l',     ^Rr*,  ^Är+1« 

dRr-4',     ^Är-3*,      ^Rr-^,     dRr-l',      ^Rr* 


Der  Zahler  aber  nimmt  ebenso  die  Form  an 
Tcnuu. 
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|i^r-8^  i?r-lV     Är-2^  i?r-l* '       "'        Ar*,        Ar- 
JRr^\  JRr-2^        ^Rv^l\        JRr\ 

dRr^A\  dRr^^\        ^i?r-2^        ^/^r-l^ 


/^i?r+l2 


Wird  hier  die  zweite  Zeile  mit 
addirt,  so  erhält  man 


■i?r*  multiplicirt  und  zur  ersten 


•^dRr^l^ 


Rr-2\        i^rll^        Rr^  i^r^-l^        Rrf2^, 

JRr^z\    ^i^r-2^    ^Är-1«,    -^/^r^         ^Är+1« 
^/Ä,-4*,     ^/^r-3^    ^i?r-2*,    ^Är-1*,    ^Rr^       \ 


Man  hat  sonach,  wenn  noch  Zeilen  und  Colonnen  vertauscht  werden 


37»)    R'\ 


dRr^2^     ^i^r-l^      ^i^r^  ^Är^.l^      Är+2« 

^i^r-3^      ^Är-2^      i^i?r-l*,      //Ar*,  i?r+r 


^i?,._28,      ^^i?r-l^      i^M  /^i^r+l»,  1 

^i/^,..3^      -^l^r-2^      ^i^r-l^      ^/i?r*,  1 


Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  ich  zur  Gewinnung  der  39)  statt 
der  Gleichungen  für  r,  r— 1,  r — 2,  r— 3,  die  fttr  r+l,  r,  r  — 1, 
r— 2  oder  für  r  +  2,  r+1,  r,  r  — 1  oder  für  r+3,  r+2,  r  +  1,  r 
genommen  hätte,  ich  analog  einfache  Determinanten  bekommen  hätte, 
und  nach  Anbringung  der  Correctur  der  Fehler  derselbe  gewesen  wäre, 
wie  nach  dieser  Formel  für  i^r4l^  -Rr  f2S  Är+3^.  Es  gilt  darüber 
dieselbe  Bemerkung  wie  oben.  Bei  den  grössten  Wurzeln  ist  die  hier 
gewählte  Combination,  bei  den  kleinsten  die  letzte  die  vorteilhafteste. 

Um  nun  den  genauen  Wert  des  Fehlers  darzustellen,  führe  ich 
wieder  die  Bezeichnung  g  und  g  der  p.  46.  ein,  und  es  ergibt  sich 
wie  dort 
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40) 


I*— A  9 — li 


(t—1.   9   .9-\-l. 


9~%Q-1 
Q-3,Q-2 


,     p-3.   9    P+l. 


9-h    9    i' 
p-2,p-i' 


i    «   .*+l.(»+2. 


e— 1,   p 


-2,^4'^     P-2.P+1.P+2. 


^1   H-ii 


P-3.p-2.H-l 


p+2,p+3| 

9+1,^+2; 


p— 2.9— 1.9+2.1 


p,  i?+l 


,      9— 2.p— 1.    Q 


'H-2,H-3! 
;p+i,p+2r 


9-2.^-1.   p   .(>+l.p+3J 
p— 3.p— 2.p— 1.    9   .H^i 


P-2.P-1.    Q    .Q+l,Q+2 


Um  naa  zn  finden,  welchem  Wert  sich  der  Fehler  für  grosse  r  nähert, 
sind  wieder  statt  der  Divisionscoefücienten  ihre  Näherungswerte  ein- 
zusetzen.   Man  hat  aber  in  unserm  Fall  als  erste  Näherungswerte 


(a/...a„) 


hof^  han—l  sin  (f 


^r+lj 


^rf2«-4 


demnach 

^         han^  Ä«n-1^  SiU V  '  Af^        Ar^\ 

^  **  AsuAan-i  sin y'gaM-2g«»-3 singt)' 


AffnAan— 1 

Ar^  A\^\, 


Rr+n^5 


R'r^n-4 


han  han^l  Sin  <p    qan~2  qan-^  Sln  (p 


7.^r+i; 
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9—h    9 
In  Folge  davon  wird  der  Nenner  der  40): 

^246r+46i»-188  /2'4r-|>4N-30 

Äa»**Ä«»_i^8inV««»-2*<z«ii-s*8in*9'  ^ 

R'^RKr—R'Kr^i),        R'\RKr^i  —  R'Kr^  a),     Ä'*(Ä^r+2-  Ä'^r-1.3), 
R'\RKr^i  -  ß'^,),        Ä'»(Äir,  -  Ä'ir,.+i),        R!\RKr^  1  -r-  i2'Ä;.+2), 

R'\RKr^2-R'Kr^l), 
R'  (RKr^Z'-R'Kr~2), 
1        (ÄÄr-4-Ä'irr.3), 

R'\RKr\2-R'Kr^z\    R^ 

R^ 

R 

1 

Nun  verificirt  sich  leicht  die  wichtige  Identität 

Wird  demnach  in  unserer  Determinante  die  2te  und  4te  Zeile  mit 
— a,  die  3te  mit  b  multiplicirt,  und  werden  dann  alle  Zeilen  zur 
ersten  addirt,  so  verschwinden  die  vier  ersten  Glieder  der  ersten 
Zeile,  und  man  erhält  für  die  Determinante  den  Wert 

(Ä« — 2ÄÄ'cos  (^ + <^')  +  Ä'«)  (ß* -- 2/2Ä'cos  (9> — 9') + Ä'*) -ß'*  X 

RKr-l  —  Jt'Kr,        RKr^R'Kr^i,  RKr^i  — R' Kr\2,  Ä^r+2— Ä'iTr+B 
ÄÄr-2  — iZ'Ä'r-l,  RKr^l  —  R'Kr,  RKy'-R'Kr^X,        RKr^l—R' Kr^2 


Dass  diese  Determinante  4ten  Grades  constant  ist  ergibt  sich  schon 
daraus,  dass  sie  mit  Hülfe  der  41)  leicht  in  die  umgeformt  werden 
kann,  für  welche  r  um  1  kleiner  oder  grösser  ist.  Der  Wert  ergibt 
sich  folgendermassen: 

Man  findet  leicht 

42)  Ar^iA's-\-k  =  ArA' s  cos  iq>coBk(p'-\-ArB' 9 cos  icp sin  kq>' 

-{-  BfA' 8  sin  irp  cos  A:<p'+ BrB^g  sin  iip  sin  ktp' ; 

ArHB'»+k  =  ArB'9COSiq>coshq)'—ArA'gCOsispsink(p' 

-f-  Bt'B's  sin  iq>  cos  kq>^ —  BrA'a  sin  iq>  sin  ktp' ; 

Br+iA*8-^k  =  BrA\  cos  t<p  COS  hq>'-\-  BrB's  COS  tqo  sin  kq>' 

— ArA'a  sin  iq>  cos  kq>' — ArB's  sin  i<p  sin  k(p' ; 

Br-^iB\^k  =  BrB\  cos  i<pQOSk(p' — i^r^'«  COS  »^  sinilV 

—  ArB\  sin  itp  cosÄ-g^'^-  ArA's  sin  ig)  sinÄ-qp'. 
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Demnach  ergibt  sich  nach  dem  Multiplikatioosgesetz  der  Determinanten 


43) 


ArA^s^  AryiA's^l,  ^rja^l'sfa,   -^rfS-^'s^s 

Ar-lA's-h  -4r-4's,  Ar\lA*8\ly  Ar\-2A\\2 

^r-3^'«-3,  Ar^2A'a-2'i  -4r-l^'«-l,   ArA\ 
0, 


0 


1,  0,  0, 

cos<pcos9)',      cos  <p  sin  (]p',  sin  (jp  cos  <p',      sincpsin^' 

'co8  2<jpcos27',  cos29>sin2<p',  sin2<pcos2^',  sin2^sin2(p' 

cos39Cos3qp',  cos37>sind<p',  sin3<pcos39',  sin39}sin3<)p' 


X 


\ArA\,  ArB's,  BrA',,  BrB's 

\Ar..lA's-U    Ar^lB',^1,  ^r-l^Vl,  Br-lB^l 

Mr-2-4'«_2,    A~2l^'a-2,  ^r-2il'«-2,  -ör-2/?'a-2 

lilr-3^'«-3,    ^r-3ß'»-8,  i?r-3-4V3,  Br-^B^»-^ 


1, 

cos  <p  cos  9', 

cos2f]pcos2()p\ 

cos39>cos3(;p', 


0,  0,  0 

cos  (]p  sin  9}',  8in9>cos^^  sin  97  sin  9' 


X 


ArA's^         ArB^gy  BrA\y        BrB\ 

ArB's,  —ArA\,  BrB\,   —BrA's 

BrA\,        BrB\,  --ArA's,    —ArB's 

BrB\,  —BrA's,  —ArB\,        ArA\ 

« 16 .  sin^cp  sinV'  sin*((p  -f  9')  sin*(g) — 9') .  [{ArA's + Br  B'«)« 

+  {^rB\--BrA\)^.{(ArA\^BrB'sY  +  {ArB\JtBrA',)''l 

Die  Ableitung  bleibt  dieselbe,  wenn  au  Stelle  von  ArA\  irgend  eine 
lineare  Function  solcher  Ausdrücke  tritt  In  unserm  Fall  ist  dies 
RKr^i  —  R'Kry  und  es  ergibt  sich  daraus  der  Wert  der  Determinante 

IS.sinV 8in*g>'8in*(qp+<)t)')sin*(<p— <p')Ä«n*A«M-i*(Zfle»-2'gotti-3*  X 
X  (Ä*—  2ÄÄ'  cos(g)  +  g)')  +  R'^)^.  {R^  —  2ER'  003(9  —  tp')  4-Ä'*)^ 

Bo  dass  also  der  ganze  Nenner  für  grosse  r  sich  dem  Werte  nähert 

X  (Ä* — 2ÄÄ'  cos(9  +  <?)') + Ä'2)3.  (Ä» — 2/2/2'  cos(q?  —  q?')  +  Ä'^)^. 
Den  Zähler  betrachte  ich  wieder  lieber  in  der  Form 
\Q-U.Q+U+2.^h  ?-2.p.p+l.p+2.^,  p-2.p-l.(>-f-l.p+2.p+i, 

^_2.p-l.c».p+2.9+2,   p- 2.^-1.^.^+1.^+2; 
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die  ich  erhalte,  wenn  ich  die  letzte  Colonne  zur  vorletzten,  nnd  so 
fort,  jede  zur  vorhergehenden  addire.  Für  die  ersten  Näherungswerte 
wird  daraus 

Ä«H**A«„-i*^8ing)*<?tf»-2^<Z«n-s*sing>'*^ 
X 


JSTr,         Ä-+1,    Jfr+2,    Jfr+S,    i^r+4 
JTr-l,    JTr,         ifr+1,     J5rr4.2,    ifr-fS 


in  Folge  der  Gleichung  41),  durch  welche  ich  z.  B.  alle  Glieder  der 
letzten  Colonne  auf  den  Wert  null  bringen  kann.  Es  ist  demnach 
zu  den  zweiten  Näherungswerten  überzugehn,  und  sind  dabei  wieder 
die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  an-4  ein  einzelner  reeller  Wert 
ist,  oder  ob  «»»-4  und  on-b  auch  noch  ein  Paar  comploxe  Werte  sind. 
Ich  untersuche  zunächst  den  ersten  Fall.  Es  sind  hier  die  Näherungs- 
werte 

/  X         «n*'^*'-^   I    tfn-l^^**"^    ,    Hfn-2*-*-'*-^    ,    «h-S*^^^'^  __ 

*  f  ^n  J  «n-l  /  «n— 2  /  «m~3 

^+w-2  /j'r+n-2 


Aan^an— ising)      "^     '   q»n'-2q'*H-3^ili(p' 


wie  analog  p.  34.  gefunden  wird,  und 

(«/... an-2)  -=  —TT TT TT =* 

^  *  Ä  an-2  Ä  ofM-8  n  «h-4 

^V+H-4  aH-4*'+"-3 

=»  ^. ^  ^  ^  I  2  _i_  — — . 

gttM— 2gaN~8Sm9}  ^       '        A  oh-4 

Hieraus  erhält  man  bei  Vernachlässigung  dos  gegen  die  andern  ver- 
schwindenden Gliedes 

722r+2H-4  iZr-l-n-3  72'r+n-2 

^  ""  AetfiAan-l   '    AanAur».!  siug)  *  g«n-2<Z«H-8Sin9)'Ji*iV*  ^ 

ii2^r+l,  JR'(i?»^'r+4  — 2ÄJR'C0S<p^'r-|.3+Ä'MV-|.2)| 
-^    I    Ar,  (JR«^'r4.8— 2ÄÄ'C0S9>-4V42+Ä'«^'r+1)! 

^r+n-2  Ä't+«-3 


X 


(Ä«^V+2  —  2ÄÄ'cOS  (p  A'r+1  +  Ä'*^V),  ^r+l 

AffwAaM— l'~~Äan/<(«n'-l8in9  '  5a,i-.23«n-8  8in9'Af*A'-"      *^' 
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WO  ZOT  Abkttrznng  gesetzt  ist 

—  2ÄiRMr+l  (R^A'r-^S  —  2RR'  cos  g)^'r+2  +  R'^A'r^l) 

+ R^Ar  (IfiA'r^A — 2ÄJ?'  cos  g>  ^  V+3  +  R'^A  V4-2) ; 
und 

Rr^u-^  E'r^n-4 R^-^^-^  (R*  ^  R*^ 

^  ^  ÄanÄ«f»-lSing)'gBH-23«»-3  8in()p' '     '^"^^  ""     ^«n-2««n-83f*iV* 


/ian  Aan-1  sin  (p  h*an-A 


,(Ä-4r|l— irw-4-4r). 


Dann  erhält  man  weiter,  wieder  unter  Ycrnachlässigung  der  gegen 
die  andern  verschwindenden  Glieder 

(p-l).e.{p+l).(P+2).(9~l)  =  Ä;;;5;^„,,_,58ing,5«.._2g„,..8Sin9'  ^^ 
/28r+8M-17  72*2r+2n-10  Kr 


A«n*AaM-i^3in*<p<y«e«-2*<z«n-8*sinV    -M'^^^ 

7^|8«-12i2'2r+2»-8(7^i__72«2)  Ä0»'+ö»*-l«ff„_4»-f  »-* 

"*"    A«»*Aaii-l*3«n-2g«f»-83/*iV^  "•   Ätfn*/i«M-1^8in9)A'ÄH-4 

»9r  f  9M-17  l?'r+n-4 
(*-2).?.(H-l)(H-2)(.  = ifr+I 

ner+Sw- 18  l?'2r4-2M-9 

ifr  f  1  (Ä^Qr-2  +  Ä*Ä'«Qr  +  ÄÄ'^Qr  1 1  +  Ä'*Qr+2) 


W  5 

I^^^-^IA  /2'2r+2H-6(/ja_  /2*2)        /29f+»»-17  «^^^r+H-S 


X 


_.            1^+9«— 18  JJ'r+n-S 
(»— 2).((f-  1).(H-1)(P+2).(H-1) -^r+2 

—   — ^^^^(Ä*Qr-2+Ä»Ä'Qr.l+ÄÄ'3Qr+l+Ä'*Qr|2) 

jj8r+8«-16  /2<2r-|-2H-4  ( Jj2  _  jRi2)        iJ»r4-9H-18„^_^r+n-.2 

—  -  H  X 

«  11  ^^  51 

X  (Ä-4r+2-— fir„-4ilf+l); 
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J?»r-|-9ii— 19  »*r-|-M— 2 

(p-2).(p-l).4..(H-2).((»+2) JTr+s 

jfQr  f  8n-lS  ;242ri2M-2  (/j2  _  /j'i)        7^9)  +  9w-19  jy^_  4»  +n-l 

"I  X 

^y                        11  11  11 
j?9i-+9m— 20  P'r-f  n  -1 

(j-2).(p-l).p.(e+l).(p+3)  = Kri* 

11  11 

^8r48w-2l7e'2H2n-6  JT  .  . 

^^^^'(/i^Qv-2+/23/2'Q,.-i+Ä2^'«Qr+ÄÄ'»«r+l) 

1»  11 

^  j^8r-|-8n~20/?*2r^-2H(j28_  fi^2)    ^    ÄPr-|-9n-20y^_4rf  ti 

r  X 

11  11  11  ^^ 

Werden  diese  Werte  iu  die  Züblordeterminanto  eingesetzt,  so  zerfllllt 
diese  in  1024  Eiuzeldetermiuauten.  Von  diesen  kommen  aber  nur  in 
Betracht:  die  erste,  welche  in  allen  Colonnen  das  Isto  Glied  enthalt 
und  identisch  null  wird,  wie  wir  schon  gesehen  haben;  ausserdem 

die  fünf,  welche  je  in  einer  Colonne  das  2te  ) ,.,,.   ,    ,      ,,      ,,^  . 
Ai^  f««f  .1*^  (  ^liöd,  in  allen  übrigen 

die  fünf,         „  „  „  ^te>     -    '     .        ^u  ü. 

,.    ft.  /  . .    l    das  erste  enthalten, 

die  fünf,         „  „  „  4te ; 

Es  wäre  dem  Leser  zu  viel  zugemutet,  wenn  ich  die  Auswertung 
dieser  fünfzehn  Determinanten  hier  durchführen  wollte,  und  sei  des- 
halb nur  der  betretene  Weg  angedeutet 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  4.1),  welche  für  die  Kr  sowohl  als  für 
die  Qr  gültig  bleibt,  lassen  sich  immer  je  fünf  zusammengehörige 
Determinanten  so  umformen,  dass  sie  die  vier  ersten  Colonnen  gleich 
haben.  Dann  kann  man  sie  in  eine  zusammenfassen  und  wieder  mit 
Hülfe  der  41)  durch  Addition  der  Zeilen  die  4  ersten  Glieder  zum 
Verschwinden  bringen.  Man  hat  dann  noch  iu  den  3  Fällen  das  letzte 
Glied  der  ersten  Zeile  multiplicirt  mit  der  Determinante  4ten  Grades 

'iT,— 1,  Kr^  Ä'+i,   ÜLr+2  I 
Ä— 2,      .  .  •       U    • 


welche  ein  besonderer  Fall  der  43)  ist,  und  nach  der  dortigen  Ent- 
wicklung den  Wert  bekommt 
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IGsinV  •  sinV'«  sia*  ( V  +  9')  sin*  ( V — q>')han*han^i*  g«n-2*(Z«H-3  M^N*. 

Die  letzten  Glieder  der  ersten  Zeilen  erfordern  verschiedene  Behand- 
loQg,  nnd  man  kommt  schliesslich  zu  dem  Resultat: 

+C.8in(x'-(r+n— 4)(29)— 2^'))+^.8in(iH-(H"«— 4)2g)') 
+K8in(u.'+(r+n~4)29)+F}+-^~3-.Gf.sin(r+(r+«-^ 

wo  die  Werte  der  Constanten  die  folgenden  sind: 

Ä«mÄ««_1 


^  = 


8g«i»-2<z<'"-»  8inV  •  sin^'.  Af  *iV*  * 


5  «  ^.(Ä«— 2ää'cos(394-3<p')+ä'^)(^^— 2ää'co8(3<)p  +  9>') 
+ä'2)(ä8— 2ää'co8(^+39')+ä'«), 

C  =  -^.(Ä«— 2/?12'cü8(3g>— 3<p')  +  i2'*)(Ä*—2ÄÄ'cos(3qp  — <p') 
+  Ä'8)(i2»-2i2Ä'cos(9>— 39>')  +  ^'*)» 

D  -  2.(i2«— 2Äi?'cos(<p+3<p')+i2'*)(-R*— 2äjR'cos(^~39>')+ä'*)  X 

X  Vä*— 2Ä/e'co8<p .  C08g)'+  Ä  ^cos V, 
£=  2(Ä«— 2ä/2'cos(3<H-9>')+ä'«)(ä2-2ää'cos(39— <p')+Ä'«)  X 

X  ViZ*— 2i2Ä'C08(p.C08(p'+Ä'*C08V, 

/-=-  2(i?--Ä'co89.co8g)')-»f«-^'*. 

_  (ttH-4'-2ttH-4/e'cosy^+iZ^»)l(cyK-4^~2an-4ig^cos(2y+y0+-R'') 
^"~  Ä'««-4sin<p.3/*iV* 

X  (a«-4*-2a«-4B'co8(29-g)')+Ä'*)  X 


X  Vhan  Ä««-l  (Ä*  —  2Äa«-4  cos  9)  +  an-4*;. 

Die  Werte  der  constantcn  Winkel  aher  werden 

X  «  90+2«'-4p'+2«+y+«+f, 
wenn  gesetzt  wird 

(R^  — R'^)  sin  (q>  —  (p') 

angy  —  jFiJtcos(9)  — 9')  — 2ää'+ä'»^co8(9— 9'/ 

5* 
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JZ»i^^(8in(y+<p0-~asin(2y+2y0+igfi^«(fl.9iD(5(p+5y^) 

— 8in(6(p4-6yO)  —  R'h\naq>+7(p') 
— cos(6(p4-6ip'))— ^'^C08(79-f7<)P')' 

/e^.8iD(~5<p— 3<p0— 7?gJg^a.8in(— 3(p— yO+ig«ir»&.8iD(— y+y^) 

--7?Ä^8a.8in(y+3yO  +  R'Hin(3q>+b(p') , 
—ieir  »a.cos{(p+3y')+^'^co8  (3()p-i-59>') ' 

ji;=  90<>+2«'-49)'— 2a -/—«'—«', 
wenn  gesetzt  wird 


tangy' 
tang^'- 


Ä^co8(y  +  g)')  — 2/iÄ'+Ä'^cos((p+y') 

ÄW(8in  (y  — yp— a.8in(2y-~2yO)+ig/g^^(q.8in(5y— 5y^) 
'i>+ie^ii'(cos(9— 9')-  a.cos(2(p— 2<p'))+Ä^^  »(a.cosCöy— 5y') 
— 8in(6y— 6y0)  --ie'%in(7y  --  7y') 
— C08(6(3P— 6qp'))  — Ä''*cos(7y--79)')' 

,     Ä^sin(— 5y+3y^)— 7?3jg/fl,sin(— 3y+yO+/g»^^«^.8in(-y— y^) 
^°^^~"/>*co8Höy+3y')-ie»i2'axo8(~3y+(pOH-J^*^'**.cos(— 9— y') 

~Jg^^3^.8in(y  -3y 0  +  /g'^8m(3y~5y ^) . 
— /^ie'»a.co8(9-3y')-fÄ'*cos(3g)— öy')' 

0}  -  2«'~4qp'-900  — t+t/i  — i?g+^, 

wenn  gesetzt  wird 

y  (R^-R'^).smq>' 

tangj  =  ^aeos  y'—  2ÄÄ'co8  y + Ä'»  cos  y' ' 

_    —  27?iZ'co8  y .  sin  3y'+  R'^  sin  6y  ^ 
taug  ^1  —  ^s  _  2'jiR'cos  <p .  cosäy '+  7i  *  cos 6y ' ' 

iJ'cos  q> .  siD  y ' 

/^^  sin  (—  3y^) — Jg^Jg  q .  sin  (--  yQ  +  ig»ig^»& .  sin  y^ 
^^         ii*cos(— 3V)— /?^ira.cos(— y'J+ieW^Ä.cosy' 

-RR'^a.  8in3y^+  ig^^sin5y^ . 
—  i?i?'8a.  cos  V+^ß'*  cos  öy'* 

«'«2«~90+£'+Vi-V2+^', 
wenn  gesetzt  wird 
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taogj  —  Ä«co8«p-2i2Ä'cos9'4-i2'«cos9' 

,        —  2igJ?'co8  y'sin  3<p + iZ'*8in  Gt 
tang  1?  j=- ^:,_  2ää'co8  9>'cos  39  4- Ä  *  cos  6(p ' 

'  J^*co8y^8in<p 

^.  6in(—  5(p)  —  /g^i^^a .  8in(— 3y)+ J^^i^^"^>  sin(—  y) 
tÄng{>  —  ]^  cos(— 59)— Ä^Ä'a.co'sH 3tp)4-^^i2''^^cos(--9) 

—  iZ/Z'^g .  sin  <p+  /g'^8in3(p  , 

—  RR'^a .  cos  9 + Ä'*  cos  3^? ' 

V  =»  a+2fi4-v 
wenn  gesetzt  wird 

(tfH-4'— J?^)sin2<p 

^^'*  "~  OH-4*C0s2qp  — 2a„-4Ä'C089'4-Ä'*C0S29' 

««-4  sing? 
®  jR  — a„-4C0Sqp 

Im  zweiten  Fall  sei 

cr,»-.4  «  Ä"(co8  9>"+ » .  sin  qp")i    «n-5  =  Ä"(co8  9>"—  1 .  sin  qp")- 

Mao  hat  dann  als  zweite  Näherungswerte  wie  beim  ersten  Fall 

■R^^V-HS— 2iZig^cosy^Vf2+i?'*^V^^i 

und  analog,  wenn  noch 

(Z-  «'i)(Z— «2)  .••  (X— «n-o)  =  « 
mid 

Ä'«-2Ä'Ä"cos(9>'-ip")+i2"*  =  3f' *, 

Ä'«-2^'i2".cos(<p'+g>")+^'*  =  N'^ 
gesetzt  wird: 

^V+n-4  ^  jr^'V+„-4 

(«/...ir»_2)  =  2„^^2g«H-3sin9' ' '^''■+^+  e««-4t«H-öSi5V'  ^ 

ig^g^%8-2ig^iZ^^C08q?^^^-|.2  +  J?'^^^^4.1 

Dann  wird  auch  p  derselbe  Wert  wie  p.  70.,  dagegen  wird  jetzt 

^  ""  Ä«»Äff«^ising>ga»-2ff«»-8  8in9>' '    '""^^^        5«„-2gc»_8AfäiV* 
+  Ä«„Ä«H-i sin 9 <«n-4 ta»-5 8in (p"M"^N '« *  ^^*+^' 
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WO  zur  Abkfirzmig  gesetzt  ist 

In  Folge  davon  werden  auch  bei  den  Näherungswerten  für  die 
(p— l).p.{^+l)(l»+-2)(p— 1)  n.  8.  f.  die  drei  ersten  Glieder  die 
nämlicben  wie  p.  71»,  nur  die  vierten  Glieder  werden  anders,  nämlich 
der  Reibe  nach 


/2»r+9H-20JZ"r+»-l.p^^^^ 


abgesehen  von  dem  gemeinsamen  Nonner 
Ä«n*ÄaH-i*sin  tp .  «a»_^««tH-5  siny".  Jlf'^iV'*. 


Von  den  Einzeldeterminanten,  in  welche  der  Zähler  durch  Ein- 
setzen der  Näherungswerte  zerföllt,  werden  dann  auch  die  11  ersten 
die  nämlichen  wie  im  ersten  Fall.  Die  fünf  aber,  welche  in  je  einer 
Colonne  das  vierte,  in  den  übrigen  das  erste  Glied  der  Näherungs- 
werte enthalten,  werden  anders.  Sie  lassen  sich  aber  analog  behan- 
deln, und  man  findet  schliesslich 

l?'2r-|-2n— 10 

+  C'8in(x'— (r+n-4)(2(p-2g)')) 
-{-I)äa(a-{-(r+n—i)2<p')-\-E.sm((o'+(r-\-H—i)2q>)-\-F\ 

+  >'i.S.//.{^.8in(l-(r+»  -2)(9,-9.')) 
+  JSr.8in«'+(r4-«-2)(9)+y'))}. 

Dabei  haben  dio  Constanten  A,  B,  C,  D,  E,  F,  %,  %',  «,  «»'  die  Be- 
deutung wie  p.  73.    Die  Übrigen  bedeuten 


"='|/£ 


han-i M'N^ 

ian-itOn-i '  am<p. Sitt ip"M*N*' 


y-  (R'*  —  2R'jr'co9(2<p  —  <p"+<p')  +  Ji"'^)  X 

X  («'«— 2Ä'JZ"cos(2(p  — g)"— 9>')+Ä"»)  X 
X  Vn* —2TÜr'KÖs(<p  +  9")  4-  W*; 

K   -  (Ä"'-2K7rco8(2(j)  +  (p"+9)')+Ä"»)  X 

X  (ie'»-2Ä'Ä"cos(29)+<p"+v')-f  B"*)  X 


X  V  Ä""  -  2  ÄÄ''cos(  (j>  —  9") + ii"* ; 
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{  -  «"— 3v"+90-o— p+«-  0, 
wenn  gesetzt  wird 

_  ■«*«8in(2a>  -  2(p")  —  alÜ'Wsm  (<p  —  tp") 
»»«?  -  jj"«co8(2v— 2«j)")  —  ai?"»i?'cos(9  — 9") 

+aiy'i?'»gin(o)— g>")  -  i?'«9in(2y-  2y") 
+6Ä*«Ä'«— ai?"Ä'»008(9>  —  V") + Ä'*C08(2^p  —  2<p")' 

,„„„ (/^'-ir»)ain(2y-y") . 

""*         Ä'*co8(2v— 9") — 2Ä'iJ"co8  v'-f- Jl"''co«(29  —  9")  • 

I'  -  «"—a^"—  90  -f  «4-  p'_  tf '+  0', 
wenn  gesetzt  wird 

'»"8"==i?-Ji"co8(9-g)">' 

,  _  ^'*8in(2<p  +2y")  —  a.R"»J?'ain(i>>+<p") 
tangp  —  ij"*cog(2y_j-29")_aiJ"»Ä'co8(9+9>") 

+a.B".R'»8in(y + 9")  -  ■R'«8in(2<p-f  29") 


+JÄ"*Ä'»— aJB"Ä'»C08(<»)+9")  +  Ä'*C08{29>+29")' 

,.„„  . (R'*-If")am(2v>+q>") 

uogff  =.  jj'«co8(29-l-9")  — 2Ä'JR"c089'+Ä"''c08{29+9")* 

Handelt  es  sich  um  die  ^kleinsten  Wurzeln,  so  ist  einfach  r  ne- 
gativ  zu  nehmen  nnd  statt  «n,  ern-i  ...  resp.  «r^,  «j  ...  zu  schreiben. 
Ich  erhalte  dann 

Ä'* 

47)    K«'_r  =  R^-r-  ^IB*-,-x  .^t 


-^{JS»-r-l-JIl*-r.») 


Die  Constanten  aber  werden,  um  möglichst  wenig  Werte  über  den  zu 
corrigirenden  hinaus  berechnen  zu  müssen,  diesmal  bequemer  bestimmt 
durch  die  Gleichungen 
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2fÄ»-ril,      ^Ä*-r+2,      JR^-^r^Z,     4R^^t\A 


JJ?»_r,  dB*-,+U     JRKr^2,     JR*-r^t 


(^4C08^».C0S1»')        = 


JJfi-,,   ^fÄ»-r+2,  ^Ä*-rU,  ^Ä»-rM 


4C089.C087 


£s  wird  dann 


')-.- 


JR^-ry    JR^^r^h    ^Ä'-r+2,    ^Ä*-r+^ 


z/ij2^r,  ^jR-r+l,    ^Ä*-r^2,  ^Ä*-r44 


^/Ä»-r,  ^Ä»-r41,-^i2'-H2,   ^Ä*-r+8   ' 


J22'.,« 


^fÄ«-.rH,  ^R^-r^2,    ^i2*-.r|8,  //Ä* -rf  4,   i2'-r+2 
^Ä«-.r,        i^iZ*-r+l,  ^/2*~r+2,   -^i?*-r43,   i?*-r+l 


zfÄ^-rfl,  -^i2^-r+2,  ^Ä^-r+8,    ^R^-r+i 
JR^r\        ^R-.r^\\  ^Ä-rf2*,  -^Ä^-r+S, 


Was  die  Berechnung  von  2Jßcos9)  betrifft,  so  bat  man  nach  Abi).  I. 


(2i7COS9')r 


(«!••      ...«,1),       («i»^H...«h) 


«»i  +  ''*»-l 


(ai»-i...a„),     (cf/...«n) 


2/2  COS  9) 


■»     iJr+n-1         g«n-2(Zrtn-«sin9?sin9>' 

Daraus  enthält  man  dieselbe  Entwicklung  wie  p.  49,  nur  dass  statt 

Ä^n\2  und  B-Hf2  jetzt  A^h^\  und  B^n\i  steht    Da  dann  weiter 

^-nfl       ^-K-t2C08qp  — jg^.f.28in<p  .  ^     .  ,  ^  ,  ^  ^       ... 

15 *"  ^ r;^: — r~:i 'Zii~  'ßti  sieht  man,  dass  statt  o  jetzt 

i?-n+l         -ö-«4-2C089 +^-w-|.2Sir*p         '  '  •* 

a — 9,  und  folglich  statt  if;  und  ^'  jetzt  if^  — 9  und  ^'-|~9  zu  setzen 
ist    Es  ist  sonach 

2^'r+H-8 

48)    (2ÄC08y)r  =  2Jgco8y+^,^^^.ir  X 
X[Af.8in(t|;-9>+(r+n)(9+vO+^.sin(i^'+g>--(r+»)(9--9»'))], 
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WO  die  Constanten  dieselben  sind  wie  p.  50.    Dann  ergiebt  sich  weiter 
ganz  analog 

49)      (2ÄC089)'r  «  (2ÄC08 9)r—  /^(2Ä COS 9>)r-l  X 

^  (2Ä  cos  fpr  — -  2Ä  COS  Vr-a)  ^  ^  « •  ^2ä  cos  y  r-1 
^  (^/2/2C08^.l)  — /l2i2C08  yr-s)  *~  dT  *•  <^*2ÄC0S9r-2 

R' 
-}-  —  a.^2i{ COS 9r—  (2ÄC08  tpr^k'^—^RCO%fpr) 

4-  -^a.-^*2ÄC0Sfr-i  — (z/2ÄC0Syr+l—  ^2ÄC0Syr-l) 

wobei  die  Constanten  zn  berecbnen  sind  ans  den  Gleichungen 

^2ACOS97r-2,    ^2ÄC0S^r-l,    ^2J?C0Sg>r,         ^2ÄC0S9r+l 


^2J?C08^rf3,    ^2/?C0Sg>r-S»    zl2i2C0S9»r>l,   ^2i^C0S9r 

(^4C08  9  .C08  9>'j 

^27?COS9)r-S,      ^2^COS9)t~i,     zf2i?0089r)  ^2i?C0S7r-|-l 


^2i2C0S9r-3,     ^2i?C087r-2,     ^2J?C0S9r-l,      ^2i2C08^r 

(-^4C087  .  cos^'l 

^f2i7COS9r-3,     ^2i?C089^r-2,     ^2J?COS9>r-|-l,     ^2^COS9)r-fl 


zl2i2C0S]Pr-3,     ^2A*COS9)r-2,     ^2i?C0S9r-l,     x/2i2cOS9>r 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  kommt 

(2ÄC08  9>)'r 

jz/2/?C08^iw2,  ^2^C0S9r~l,  ^2^C0S^r,  d2ReOWpr\^i^  2i?C089>r<^2 

_  I  :  :  :  5 


{z/2^COS9lr-29  ^2i2C0S9yr-l,    ^2i^C0S9r,  J2RC0fiq>r-k^l^  1 


Haben  g  und  <r  dieselbe  Bedeutung  wie  p.  67.,  so  hat  man  den  ge- 
nauen Wert  des  Fehlers  in  der  Form 
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50)    (2ÄcoS9>)'r  =  2Bco9(p-' 


p— 1,   6 

(>-2,  <j-l 


g.Q+l.Q+2 


p— 1,  a 


Q-2.Q+1.Q+2 


p,         0+1 

p-1,  <J 


9-2.Q^U+2 


9+h  ^+2 


Q^2.Q+l.Q+2 


9,        ö+l 
p-1,  tf 


p~2.p-.l.p+2 


p+1,  tf+2 


p— 2.p— l.p. 


j»+2,  tf+3 


p— 2.p— l.p.p+l.ff+3 


p— 2.p-l.p. 


p+2,  a+3 

p+1,  c+2 


p-2.p-l.p.p+l.p+2 


Um  den  Ausdruck  zu  fiudeu,  welchem  sich  der  Tehlcr  für  grosse  r 
nähert,  hat  man  als  erste  Näherungswerte 


/jr+»-4 


Ä'r+,-4 


Aan  httu-1  sin  9>    S«n-29aM-3  slu  <p' 


Attn  Aa«-1  sin  (p    qan-2  ^an-S  SlU  9' 


l'K'rlh 


p. p  +  1. p+2. 


p— 1,  ff 
p-2,  ff-1 


/2»r+9H~18ji'r+»-6 


7X 


A«H*Ä««— i*sin  gp^au-s^aM^ssing) 


Durch  Einsetzen  dieser  Werte  und  das  analoge  Verfahren  wie  oben 
wird  der  Nenner 


J246r446M-192  2;14r+4M~^4 


.  16.sin^(9+v')-8ia*(9-9').^^A'^. 


Der  Zähler  wird  null  und  man  muss  zu  den  zweiten  Näherungs- 
werten übergehen.  Dabei  sind  wieder  die  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Im  ersten  Fall,  wenn  «»-4  ein  einzelner  Wert  ist,  ist  p  derselbe 
Wert  wie  p.  70.  und 
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G  «  7 1 ; -. j.  Ä",  4-1 

^  ig-2r-f-2n-6(2j?COSy— 2fi'co8y') 

'  A«»  AttM-i  sin  <p .  A  V,|_4 

In  Folge  davoD  wird 

JK8r+8«-18  /^'2r^2n-10  ;^' 

! . —  V 

Aan^Ä«n-l*SinV  q^n^2^ qo^n^2? sln^'     Af  ^A'^ 

X  (ß3Ä'Qr-l  +  Ä*Ä'*Qr+  ÄÄ'8Q.4-1  +  72'*/?.+2) 
7i8r-|  8«-12  jj'2r+2n-8  (272C0S<p  —  2/2'cOS  (p') 


Affn*  Aa,»-.!*  (2ra„_2  2''m-3  M^iY^ 
AaH*A«n— i^sin  g>  .ä'o,j«4 


Durch  Einsetzen  dieses  und  der  analogen  Wert^  zerfällt  wieder 
die  Determinante  in  Einzeldeterminanten,  von  welchen  nur  16  in  Be- 
tracht kommen.  Die  erste  ist  identisch  null.  Die  fünf  nächsten 
unterscheiden  sich  von  den  fünf  ersten  der  p.  59.  nur  dadurch,  dass 
der  Exponent  von  U  um  5  kleiner  ist  und  dass  an  der  Stolle  der 
iTr  die  K\  stehen;  die  fünf  folgenden  unterscheiden  sich  von  den 
entsprechenden  der  p.  72.  ausser  durch  den  Exponenten  von  ^  nur 
durch  den  Factor  2äcos<)i>— 2Äcos(p— 2Ä'cosq[?'  statt  R^—R'^\  bei 
den  fftnf  letzten  endlich  ist  nur  der  Exponent  von  /2  um  5  kleiner. 

Man  erhält  als  Resultat 

/2'2r>2n-10 

51)    (2Äcos(y))'.=  2/ecos<)P+^^^27i2;^i:r--^X 

{^.3in(x~9+(r+«-4)(2g)+2qp'))+C.sin(x'+9>-(r+«--4)(2(p~29')) 
+Z>'.sin(tr+i?,— %+(r+n— 4)2g)')+^'.sin(ir'— y+{r+»— 4)2^)+^'} 

+  ^^^JS^.  G^.sin(«.  +  (r+ «  -  2)  9). 

Dabei  sind  die  Constanten  u4,  B^  C,  £,  G^  7,  %\  m?,  w\  v,  %  die- 
selben wie  p.  73. 

Dagegen  ist  jetzt 

Tefl  XLI.  6 
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D'z=  2(ß2 — 27?Ä'cos(<p + 3y ')  +ir «)  (722 _  2Ä/2'co8(<p — 3(p') + ^'*)  X 

X  VR^  cos V  —  2/eÄ'  cos  (p  cos  g)'+  Ä'^  • 
/''=  (272  cos  9  —  .272'cos  q)')M^N^, 
.  Ä'siiKjp' 

*^''^'?»  ^  Äcos<p-i2>S9)'- 

Im  zweiten  Fall  bat  p  den  nämlichen  Wert  wie  im  ersten.    Da- 
gegen wird 

a  =-=  r r : -, ij^ril 

'    AawÄflf„-i  Sing>  taH^4tan-5^\nq)"M'*N'^' 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

PV+l  =:  i?^r(i2'«^l"r+3—2i2'i?"C0S<p'^"r+l  +  i2"M'V+i) 

— /2'Mr-i  (Ä'ä^J'V  M— 27?'i2"c08  g)'^''r+34- J?"-^'V4  2). 

Es  bleiben  also  auch  bei  dem  Näherungswert  für  (p— l)9(p+JL)(^+2)(cy— 1) 
die  drei  ersten  Glieder  dieselben  wie  im  ersten  Fall,  das  letzte  wird 


/*«♦»*  Äan -1^  sing?  ian-4<««-5  smq>"Äf'^N'^' 

Es  bleiben  dann  auch  die  ll  ersten  Determinanten  dieselben.  Die 
5  letzten  unterscheiden  sich  von  denen  der  p.  76  nur  dadurch,  dass 
der  Exponent  von  i?  um  5  kleiner  ist,  und  an  Stelle  der  Kr  und  Fr 
die  K^r  und  PV  stehen.  Dies  übt  nur  einen  Einfluss  auf  die  Werte 
von  I  und  J',  statt  deren  man  jetzt  hat  ^-\-q>  und  S'--<p.  Demnach 
ist  im  zweiten  Fall 

52)    (2R  cos  tpYr  =  2i2  cos  cp 

2jf2r+2«-10 

+  i227+27^6-^4{^8in(3C---q)  +  (r+n-4)(2qp  +  29')) 

+  C8in(x'+9-0'+n-4)(2(p-2gp')) 
+  i>'sinCio.+  7?j-i?3  +  (r+n-4)2(p')        ^ 
+  £sin(w'— ip+(r+n— 4)2«p)  +  F'} 

+  ^^V{Jsin(|+(p-(r+«~2)(g,-g,')) 
+  irsin(r-<P  +  (r+t*-2)(9?  +  q)';)}, 
wo  die  Constanten  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorher. 
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Wenn  es  sieh  nm  die  kleinsten  Wurzeln  handelt,  könnte  man 
wieder  einfach  r  überall  negativ  nehmen.  Es  ist  aber  wieder  be- 
quemer zu  setzen: 

53)     (2ÄC0S<p)'_r  =  2ÄCOS<3P-r  — ^2ÄC08g>-r-l  X 

P4   (2i2cOS9~r — 2-RC089>-r^2)  —  -^  a.J2RC0S(p^r-l 
^  {/i  2Ä  cos  <p_r-l  — -«i^  2ÄC0S  (jp-r-a)  — -.  ü3-a.^*  2ÄC0S  9-r-2 

+  D^  a,J2RC0S(p-r  —  (2i2COS  <p-r  I  2  —  2RC0%(p-r) 
_- 

+  ^  a.-^*2Äcosq)— »•- 1  —  (^/2i2co8g)-r+i  —  .^2Äcos9)-r-i) 
und  dabei  die  Constanten  zu  bestimmen  durch  die  Gleichnngen 

J2/2COS9~rfl,  ^/2-RCOS<y»_»|2,   ^2ÄCOSg)_r+8,  ^/2ÄC0S9-t.f4 


^f2^cos(p-.r,      /i2i2cos^~rfi,  ^2J7cos9).f .f2,  d2R  cos  ip^r^s 
l^.4cos(pcos<p'j      = 

/i2i?C0S<p-r,  ^2i2C0S9-r+2,   ^2ÄC0S9-r+3,  ^2ÄCOSg^-r+4 


^2i2C0S9>~r,   zi2ÄC0Sg)_rfl,   ^2jRC0Sqp-r+2,  ^^2ÄC0S9-»-fS 

f  P  .4C089C0Sg>'|       = 

^2i2C0897.r,   ^2/{C0S(p-.r-|-l,   ^2l2COS9>-r  |  2,  ^2^C0S9-r+4 


^f2i{COS9)-^,  ^f2ÄC0Sg>-r^.l,  zl2i^C0S(p-r|2,    ^2ÄCOS(p-r+3 

Dadorch  wird 


6* 
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J2ÄC0SqP-r+l,   ^2ÄC08<p-r+2,   ^2JRC0S9-r-| », 

^2JRcos<p-r,      ^2Äcosg>— rfl,  ^2i2cosy-».f2, 


42Äcos9-r+i,  ^:/ 222 008(^-^4-2,  J2Ecosg>^r^^ 

d2E  cos  <p-r^        ^2i?C08(]P-r+l,  ^2ÄCOSg>-r+2, 


^2ÄC0SgP-r44,    2i2C08g)-rf2 
J2E  COS  (p-r^Z,    2-RC0S(y'-r+l 


zi2Ä  cos  (p-r4  4,  1 

^f2/?cosq)-,43,  1 


Von  den  Beispielen  der  ersten  Abhandlung  gehören  hierher  die 
kleinsten  Wurzeln  des  3ten  Beispiels.  Die  numerische  Berechnung 
wird  jedoch  so  umständlich ,  dass  sie  kaum  praktisch  anwendbar  ist. 
Bei  dem  speciellen  Beispiel  ist  übrigens  auch  die  Annäherung  nicht 
gross,  wenn  nicht  höhere  Divisionscoefficienten  berechnet  werden. 
Man  hat 

R_Qi  =  ^  =  0,25 

Ä-T»  =  7I  -  0,202531  645569  62 

9  79 
R-Q^  =  ^j  ==  0,191747  572815  53 

2  824 
i?-9»  =  ^^£q  =  0,187060  158910  32 

Ä-10*  =  ^^55  =  0,186344  600025  38 

«-"'  =  mÄ  =  0'l«^^ß^2138 
^-»^»yelSs^O'l«^^"  ^21132  14 


Daraus  folgt 
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der  Darstellung  der    Wurzeln  algebraischer  Gleichungen,  35 

(s*")-ii  "^  9ö>^6ölö3  4784, 
VWj^u  =  —25,626882  6847, 

äR^n^.j^l W^ 

+  a  J  JR^n^--  (22-9«-Ä-ii») 

p7 =  0,000019  954556  47, 

+  a^  d^R^i2^-{JR^io^+dR^i2^) 

also 

R^n^'  =  0,187410  234358  39, 

und  gowiss  zu  klein  der  Wert 

Ä-u^''  ==  0,187390  279801  92. 

(a  lä  )^^  =  —  25,975808  tX)78, 
L  ^  )^^  =  —  2,618366  7974, 

-^^  (Ä_12»~/J«14»)  -  aj^  z/i2-i32 

+  a  ^  JR^12^  -  (fi-io*  -  Ä-12') 

-i =  —  0,000017  208624  48, 

+  a  ~  J^R-u^  -  (^Ä-ii*  -  ^Ä-13*) 

eIso 

Ä_i28'  =  0,187410  380978  62, 

und  gewiss  zu  gross  der  Wert 

Ä-i2*°  «  0,187427  589603  10. 

Zweibrücken,  31.  Januar  1877. 
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III. 

üeber  rationale  Dreikante  und  Tetraeder. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Dreieck  heisst  rational,  wenn  die  Sinus  und  Cosinus  der 
3  Winkel  rational  sind,  eine  dreikantige  Ecke  und  ein  Tetraeder, 
wenn  es  die  Sinus  und  Cosinus  aller  Seiten-  und  Flächenwinkcl  sind. 
Um  die  Bedingungen  der  Rationalität  auf  die  notwendigen  einzu- 
schränken, so  genügt  für  das  Dreieck  die  Rationalität  der  Seiten  und 
des  Inhalts,  für  das  Tetraeder  die  der  Kanten,  des  Seiten-  und  Körper- 
inhalts, für  die  Ecke  die  der  Sinus  und  Cosinus  aller  Seitenwinkel 
und  die  des  Sinus  eines  Flächenwinkels.  Auch  ist  das  Tetraeder 
rational,  wenn  es  die  Ecken  sind,  und  zwar  ist  die  Bedingung  anf 
3  Ecken  ausgedehnt  schon  mehr  als  hinreichend,  auf  2  nicht  hin- 
reichend. 

§.  1.    Bationale  Breikante. 

Betrachten  wir  zuerst  eine  dreikantige  Ecke.  Seien  a,  6,  c  die 
Tangenten  der  halben  Seiten winkel,  dann  ist  der  Cosinus  des  Flächen- 
winkels (&,  c)  ausgedrückt  durch 

1  — a«       1  — ftM  —  c« 


2b  2c  """  2bc  (1  +  a^) 

1  +  &«  1  +  c« 

Dies  addirt  zu  1  und  subtrahirt  von  1  giebt  die  2  Grössen: 


Digitized  by 


Google 


Hoppe:   üeber  rationale  Dreikante  und  Tetraeder.  87 

Die  Zähler  zerfallen  wieder  rational  in  die  Factorcn 

D  =  a-\^b'\-c — abc 
A  =  — «+6-|-c-j-a5c 
B  =  a — b-{-C'\'tdfc 
C  ==  a-f-i  —  c-{-abc 

daher  ist  der  Sinus  des  genannten  Flächenwinkels 

K  Vabcd 


(1) 


2bc(l+a^)       2bc(l  +  a^) 


(2) 


K 

and  j~t~   das  Sinusverhältniss.     Die  Ecke  ist  also  rational,   wenn 

ÄBCD  ein  Quadrat  ist. 

Indem  wir  Winkel  >  2R,  deren  Zulassung  die  Untersuchung 
nutzlos  erschweren  würde,  von  der  Betrachtung  aussohliessen,  haben 
wir  es  nur  mit  positiven  a,  5,  c  zu  tun.  Dann  aber  sind  auch  A^  B, 
C,  Z>,  wie  eine  leichte  Betrachtung  ergiobt,  einzeln  positiv. 

Danoit  ABCD  eie  Quadrat  sei,  müssen  die  Factoren  die  Form 
haben 

wo  sämmtliche  Buchstaben  positive  rationale  Zahlen  bedeuten.    Eli- 
minirt  man  a,  a,  d  und  setzt 

woraus  umgekehrt 

^""M?'  yAy'  y'  \y 


so  behält  man  noch  eine  Bedingungsgleichung 

1  +  5«  1  +  fe^  _  l  +  c«  1-fV 
&  Ä  c  g 

welche  offenbar  durch  2  analoge  ersetzt  werden  kann, 

c  f  ah 

Off  6  /• 

Die  dirccten  Beziehängen  zwischen  den  6  Grössen  sind: 


(3) 

(4) 
(5) 
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-^-Väd'^    ^-Vbd'^    ""-ycD        (^) 

_  ^  +  g   !  —  <?/*  _   o  +  g    1  — A/-  _  q+fe    l—fg 

und  zwar  hat  man: 

BC-{-AD^Uc{X  +  a^) 
so  dass  

2f -Vabcd 

l+/'2""2^»c{l  +  a2) 

den  Sinus  des  Flächenwinkels  (ä,  o)  darstellt.  Demnach  sind  /,  ^,  ä 
die  Tangenten  der  halben  Flächenwinkel,  und  die  Gl.  (3)  (4)  (5)  die 
Proportionen  der  Sinus  der  Seiten-  und  Flächenwinkel. 

Kennt  man  nun  4  Kationalzahlcn  x^^  a^,  x^t  ^it  welche  die  Gleichung 

1+^1^  1  +  V_^  1+^2-  1  +  ^3^ 

x^  x^  arj  Xg 

befriedigen,  so  kann  man  zunächst  32  verschiedene  rationale  Drei- 
kantc  bilden,  indem  man  d,  c,  //,  h  oder  deren  Reciproke  mit  den 
verschiedenen  x  idcntilicirt.  Je  4  solcher  Dreikanto  sind  jedoch 
blosse  Nebenecken  von  einander,  die  sämmtlich  von  denselben  3  sich 
schneidenden  Ebenen  gebildet  werden.  Die  Nebenecken  sind  dadurch 
kenntlich,  dass  von  den  Grössen  a,  &,  c  eine  gemeinsam,  die  beiden 
andern  reciprok  sind.  Dieselbe  Beziehung  findet  dann  immer  ent- 
sprechend zwischen  /,  ^,  h  statt.  Handelt  es  sich  also  um  Bestim- 
mung von  &,  (7,  gy  A,  so  gehören  die  4  Gombinationen 

(j,  c,  g,  h)  0.  c,  l  a)  (b,  \,  g,  )^  (J.  K  K  l) 

ZU  Nebeneckon.  Schliessen  wir  die  Nebeuecken  aus,  so  ergeben  sich 
aus  jeder  Lösung  der  Gl.  (8),  die  wir  abkürzend 

(^IJ  ^4)  =  (^27  ajj,)  (9) 

schreiben  wollen,  8  wesentlich  verschiedene  Dreikante.  Diese  aber 
liefern,  wie  weiterhin  gezeigt  werden  soll,  neue  Lösungen. 

Es  kam  nun  darauf  an  eine  Lösung  mit  kleinst  möglichen  Prim- 
factoren  zu  erhalten,  um  von  dieser  die  unbegrenzten  Reihen  der 
daraus  abgeleiteten  zu  beginnen.  Ich  habe  deshalb  für  die  vier  x 
alle  echten  Brüche  bis  zum  Nenner  9  durchprobirt.  Es  fand  sich 
nur  ein  einziges  Wertsystem,  das  der  Gleichung  genügte: 
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Hieraus  ergeben  sich  nach  (7)  (6)  die  8  rationalen  Dreikante 

a         b         c  f         9         h  (11) 


19 
42 

3 
7 

7 
9 

8 
19 

2 
5 

3 
2 

21 

3 

9 

8 

2 

3 

22 

7 

7 

11 

5 

2 

1 
13 

3 

7 

2 
5 

3 

29 

9 

7 

2 
3 

41 
13 

7 
3 

2 
ö 

87 
41 

9 

7 

2 
3 

3 
29 

2 
3 

7 
9 

1 
13 

2 
5 

7 
3 

87 

2 

7 

41 

2 

3 

41 

3 

9 

13 

5 

7 

8 

2 

2 

19 

9 

3 

19 

3 

5 

42 

7 

7 

8 

2 

2 

21 

7 

3 

11 

3 

5 

22 

9 

7 

und  liefern  folgende  8 

ncu( 

)  Lösnngcn  der  Gl. 

(9): 

V9'  19; 

(1- 

19\. 
42  j' 

(?■ 

S)' 

=(i- 

&Ä)- 

(1- 

21\. 
22  j' 

(?■ 

S) 

-(!• 

i) 

(5'29)=" 

(1- 

13)' 

(!• 

29;/ 

-(!• 

ä) 

(ö'  87)  = 

(1 

13\. 
41  j  • 

(? 

•§) 

-G' 

S) 

(12) 


Nach  jeder  lassen  sich  8  Droikante  (ohne  Nebenecken)  bilden,  von 
denen  nur  je  2  auf  die  vorigen  zurückkommen,  im  ganzen  also  48 
neue.  Um  die  daraus  hervorgeheuden  Lösungen  mit  den  alten  über- 
sichtlich zusammenzustellen,  wollen  wir  die  Productgleichung  (9)  in 
die  Proportionsform  umsetzen  und  schreibeu: 


(T^lX^)  =  (x^ix^)  (13) 

abgekürzt  statt 

arj  arg  Xq  x^ 


(14) 
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dann  ergeben  sich  nach  zweiter  YervielfältigaDg  der  Lösungen  fol- 
gende  2  Gleichheiten  von  je  8  und  8  Gleichheiten  von  je  4  Sinus- 

verhaltüissen: 

(15) 
(6  1\  __  /2. 2\  _  (l,S\  _  /13.41\       /7.31.2.67\ 

V7'9/  ~"  \5'3/  —  \13*29;  "  \4r87/  ^  \0.Q7'  17^  / 

/10.23.11.23\       /49.17  .  99.17  \  _  /10.107,  6.163 \ 
"\11.47*  6.47  /  ~"  \33.179'49.179;  "~  \31 .163*31.107/ 

/3.2\       /7.2\       /19.8\        /21.^\       /49 .  73 . 70 . 31\ 
U\V""\9*3;'^  V42'19/^  V22*ll/^  V93 . 41 ' 41 . 73/ 

/51.  23,49. 17\/    7.37    .6.13\       /91.  31 .13.71\ 
""\343    '10.237       \9.l"3.79'37.79y       \27.71*18.3lj 

\h  '  13/       \3  '29/  ~"  \5.19  *  19/  ~  \11 .  17 '  22J 

(-'W\^C^.^\       /2511.2.11\       /  37   ,    19  \ 
U*4lj""\3'87/"'V8.37  '    41  >/ "^  V8.25*2.4lj 

C^>  l\_f7.  3\       /15.7  .  1\       /5.19  ,  1\ 
\7   13/       \9 '  29/       Ul .  17  '  11/  ^  \21 .  17  '  19  j 

{''^^^\       ll'^\       /3.25.7,19\  _  /25.11 .  11\ 
\7    11/  ^  V9'87/"'  \  19.37  '41/ ~  \21 .37  *4lj 

(1  ^  19\       /2 .  8^V     /3.25  ,    41    \  _  /  25    .   13  \ 
VÖ  '  12/  ^  \3 '  19/  ""  U7  .  41  •  26.  29/  ""  \3.17  *  2.19J 

l9'22/~  \3*11/       \5.41*11.13/  ""  \  37  '2.13/ 

/:i  ^  19\       /2 .  8  \  _  /17  .   29  \  _  /    25     .   41  \ 
Iv  ■  42/  "  \5  '  19/  ""  \25 '  2.19/  ~  U7 .  41 '  2.29/ 

/3.il\       /2.8^\       /  37    .  2.41  \/5  ,    11  \ 
\1 ''  22/  *"  \5  *  11/  ^  V5.41  *  11 .29/  ~"  V37  *  2.29/ 

Jedo  der  ersteren  repräscntirt  28,  jede  der  letzteren  6' Gleichungen; 
unter  diesen  104  Gleichungen  sind  9  identisch  mit  vorausgehenden. 
Daher  hat  man  im  ganzen  95  verschiedene  Lösungen. 

Um  das  Gesetz  der  Vervielfältigung  wenigstens  recurrirend  an- 
zugeben, sind  noch  die  f  rational  in  den  i,  c,  g,  h  darzustellen. 
Klinnuirt  man  a  zwischen  den  2  ersten  Gl.  (7)  und  entwickelt  darans 
/,  so  fiorfet  man  mit  Anwendung  der  Gl.  (3): 

1+gkh—c 
/=TZri.  OTT.  (1^' 


g^h   b-^c 
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Dorch  (7)  ist  a  bekannt,  und  die  abgeleitcto  Lösang 

laotet  null  in  dem  System  der  x  als  Grandlösung  aasgedrttckt: 

Die  Ycnielfältigttng  boi  jeder  snccessiven  Ableitung  beruht  dann  auf 
2  Operationen,  erstlich  der  Umkehrung  eines  der  4  Brüche  x^  zwei- 
tens der  Vertauschung  der  Mittelglieder  der  Proportion,  woraus: 

f^  .^^^f^  .^\-^(^^l+3  ^a— ^4.^1+^s  izz^-A 
(x,.^,)  -(.3.^4)--  i^fH^^  ^TR'.^T^'^'a  "^+^7 

(^l.«^5)  -(^..^4)  -  l^i_^^^    1+^3^4*^7-'".    1  +  W 

Gl.  (16)  zeigt,  dass  gleichschenklige  Dreikanto  eine  Ausnahme 

bilden.    Setzt  man  in  (1)  b  =-  c^  so  wird  B=^  C^  also  braucht  man 

bloss 

^D«  {2b+ail  —  b^)\{2b'-'a(l  —  b*)\ 


(18) 


zum  Quadrat  zu  machen,  indem  man  setzt 

26  +  a(l— ir»)  ^  o8y 

\ 

2&-a(l-&«)=/5V 

) 

woraus  nach  Elimination  von  y: 

2b      ««— /3« 

(19) 


"-"1  — i«  «*+/?'' 
oder  einfacher: 

_     2b     l-~n» 

"'""l-i«  1  +  n» 

Dies  eingeführt  in  (1)  (2)  giebt  das  Sinusverhältniss: 

K         1  +  h^      n 
4ahc  b       l-)-n^ 

2» 
folglich  ist  ^  ,     ^  der  Sinus  der  zwei  gleichen  Flächenwinkel,  und 

n  hat  die  Bedeutung  von  g  ==  h.    Den  Wert  von  /  zur  Bestimmung 
des  dritten  Flächenwiukels  erhält  man  am  leichtesten  aus  (6),  nämlich 

Offenbar    lassen  sich  a  und  /  mit  ihren  Reciproken  vertauschen. 
Demnach  findet  man  immer  ein  und  nur  ein  rationales  gleichschenk- 
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liges  Dreikant,  wenn  man  die  Tangenten  der  halben  gleichen  Seiten- 
und  Flächenwinkel  beliebig  rational  macht  (die  Nebenecke  nDgerechnet). 

Diesem  Falle  steht  derjenige  znr  Seite,  wo  sich  2  Seiten-  oder 
2  Flächenwinkel  zn  2  Hechten  ergänzen,  was  immer  gleichzeitig  statt- 
findet, weil  ihre  Sinns  zugleich  gleich  werden.  Hier  verschwindet  im 
Ausdruck  (7)  von  a  Zähler  und  Nenner.    Man  findet: 

1-4-6*  .  1  — &*  1  — Ä' 

^«Z>«ii~;      ^  =  2a  +  — ^— ;        C7=2a-i-y^ 

und  hat  BC  zum  Quadrat  zu  machen ,  was  bei  der  Substitution  (18) 
auf  By  C  angewandt  zu  folgendem  Werte  führt:  , 

1  — *«l+w« 

•«==-^r-Ä^  (21) 

Ebenso  ergiebt  sich 

14-J2  1  — n* 

und  der  resnltirendc  Satz  gilt  auch  für  solche  Dreikante. 


§.  2.    Rationale  Tetraeder. 

Geht  man  zur  Darstellung  rationaler  Tetraeder  von  den  Ecken 
aus,  so  kann  man  zunächst  2  Ecken  rational  wählen,  die  nur 
einen  Flächcnwinkel  gemein  haben  müssen,  im  übrigen  innerhalb 
gewisser  Grenzen  beliebig  sein  können,  Grenzen  die  durch  die  not- 
wendige Convergenz  der  Kanten  auferlegt  werden.  Sind  nämlich  von 
den  4  Ecken  -4,  4',  2?,  C  die  beiden  ersten  bestimmt  durch  die  Werte 
a,  Ä,  c  und  a',  b\  c*  im  Sinne  von  §.  1.,  so  dass  ä,  *'  der  Seite  ABA\ 
c,  c'  der  Seite  ACA^  zugehören,  so  ist  f^f\  und,  damit  AB  mit 
ÄB^  AC  mit  A'C  convorgirt, 

hh'  <  1 ;     cc'  <  1 

Ist  dem  genügt,  so  lässt  sich  bemerken,  dass  der  Inhalt  des 
Tetraeders,  gemessen  nach  der  Kante  AA*  =  h^  schon  rational  ist; 
denn  die  Dreiecke  {ABA*)  und  {ACA')  sind  rational,  und  das  Tetraeder 

^      (ABA').{ACA')  .   ,^    -, 

Gleichwol  ist  die  sechste  Kante  BC  noch  nicht  als  rational  bestimmt, 
und  von  den  anliegenden  Seitenwinkeln  sind  es  nur  die  Tangenten. 
Es  bleibt  also  noch  eine  Grösse,  etwa  BC  rational  zu  machen.  Die 
Bedingung  ist  dann,  dass 

BC^  -^  AB^-\-AC^  —  2AB.ACco^BAC  \ 

r^  A'B^+A'C^  —  2A'B.A*C(iO^BA'C    ) 
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ein  Quadrat  wird.  Da  beide  Ausdrucke  von  Natur  identisch  sind, 
so  muss  sich  die  Bedingung  symmetrisch  in  den  mit  gleichen  Buch- 
staben bezeichneten  Grössen  darstellen  lassen. 

Man  hat: 
sin  ABA'  =  srniA'AB^  AA'B)  =  ^l^iß^^^ 

"  (l+Ä«)(l+&'«) 

«;„  ^ V «  _   ^^'  _ (b+b')a+bb^)^(b^b')a^bb') 

daher 

^     ~  ^'sin^^ul'  ""  2\1— ^^^      b+b') 
Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

so  wird 


**  "^  1-ÄZ»' '      ^«  ^  &  +  Ä' '      ""i  ""  i  ~cc' '       ''*  ■"*  c+c' 


(24) 


Femer  ist,  wenn  man 

1-/2 

n  =  cos(^^')  «=  14:72 
setzt, 

cos  BAC  =  cos  ^M^  cos  A'AC-\-  n  sin  -4'^2?  sin  A'AC 
(1— &»)(!— c»)+4w&g 

_\(b+b'){\^bb')^{b--b')(l+bb')]   X 

X  \ic+c')(\  -cc)  — (c— Od+cg^)}  +  16n6c6V 
X  {(e+0(l  +  eö')-(c-c')(l-cc')} 

(*1— *2)(Cl— ^«) 

WO  zar  Abkürzung 


m  = 


{l-'bb')(l  —  cc')(b+b'){c+c') 
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Dies  nebst  (24)  eingeführt  in  (23)  giebt: 

ABC^  «  (b,  +  i,)2+ (c,  +  c,)2  ^  2(1  +  b^b^)  a  +  cjc,)  -  2m 

Die  Doppelzeicben,  entsprechend  den  2  Ausdrücken  in  (23),  heben 
sich  nach  Entwickelung,  und  man  erhält: 

4Z2  «  4i?C«  ==  V+V+^i^+^2^— 2  —  2*1^1^2— 2m 
oder :  (25) 

4^^  =  [i±lb')  +  (h:^)  +  [i^)  +  (^  -  2 

(l+bb')(b-^b')(l+cc')(o--c')  +  imWj^^ 

""^  (i—^O  (*+*')(  1—^0(^+0 

Die  Bedingung  ist  nun,  dass  o^  c^f  und  &',  c', /'  zwei  rationalen 
Ecken  entsprechen,  und  den  letzten  Ausdruck  zum  Quadrat  machen, 
überdies  dass 

sei.  Die  letzte  Bedingung  lässt  sich  immer  dadurch  erfüllen,  dass 
man,  wenn  bb'  >  1;  cc'  >  1  wird,  für  *,  c  oder  für  &',  c  oder  für 
alle  4  Grössen  die  reciproken  Werte  setzt,  wenn  dagegen  Z>&'  >  1; 
cc  <C  1  oder  bb'  <C  1 ;  cc'  >  1  ist,  beziehungsweise  mit  *,  i»',  /  oder 
mit  c,  c',  /  dasselbe  tut,  wenn  endlich  bb'  oder  cc*  beide  =  1  werden, 
die  Umkehrung  mit  dem  grössten  der  reciproken  Brüche  vornimmt. 

Um  einzelne  Lösungen  zu  finden,  kann  man  die  im  vorigen 
gefundenen  rationalen  Ecken  zu  Grunde  legen.  Für  /  ist  eine  belie- 
bige Lösung  der  GL  (8)  zu  setzen;  zu  jedem  /  gehören  unendlich 
viele  i,  zu  jeder  Combination  /,  b  vier  Werte  von  c.  Sei  z.  B.  /« |; 
dann  hat  man: 

(26) 

1  13  9M  Ji9. 

b    -==     ^ 


3 

7 

1 
13 

13 
41 

22 
21 

42 
19  • 

1 

13 

3 

7 

3 

7 

3 

7 

3 
7  • 

13 
31 

2 
19 

22 
41 

26 
11 

38 
13  • 

22 
21 

22 

82 
19 

82 
143 

26.19 
41 

42 
19 

9.67 
7.31 

83.179 
49.17 

51.23 

7» 

49.73 
93.41 

Die  Werte  der  ä,  c  sind  dann  aus  einer,  die  der  *',  o'  aus  derselben 
oder  einer  andern  Verticalreihe  zu  entnehmen,  dann  für  die  übrigen 
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Werte  von  /  die  entsprechenden  Tabellen  zu  construiren  und  mit 
ihnen  ebenso  zu  verfahren.  Die  Yersuchsrechnung  kürzt  sich  einiger- 
massen  dadurch,  dass  man  alle  Wertsysteme  verwerfen  kann,  bei  denen 
nicht  jeder  einzelnstehende  Primfactor  des  Zählers  von  1  -|-/^  in 
Zähler  oder  Nenner  von  hh'cc'  oder  im  Nenner  von  (1  —  ää')  (*+*') 
X(l— cc')(c+c')  enthalten  ist. 

Yen  den  rationalen  gleichschenkligen  Dreikanten  lässt  sich  ver- 
schiedene Anwendung  auf  die  Tetraeder  machen,  indem  man  zum 
gemeinsamen  Flächenwinkol  einen  der  zwei  gleichen  oder  den  un- 
gleichen wählt.  • 

Ist  der  gemeinsame  Flächenwinkel  in  beiden  Ecken  der  ungleiche, 
so  ist  nach  (20)  die  Bedingung  zu  erfüllen: 

1~&>     2^         1-^     2g'\ 


Diese  Gleichung  ist  nicht  allgemein  löslich,  doch  bietet  sich  die  be- 
sondere Lösung 

dar.    Setzt  man  demgemäss  in  GL  (25)  i  =:  c  =  ä'«=  c',  so  kommt: 


\i-W  i+. 

1  1- 

/  die  Form  haben 


and  man  hat  bioss  l-\-f^  zum  Quadrat  zu  machen.    Hiernach  muss 


/-  *• 


1  — n« 
nnd  die  Bedingungsgleichung  wird 

n—g  1+gn  ^ 
n-\-g  1  —  gn 


Ä« 


Es  sind  also  4  Zahlen  zu  finden,  die  in  der  reciproken  Beziehung 
stehen: 

Sei  zweitens  der  gemeinsame  Flächenwinkel  der  ungleiche  in  der 
einen,  der  gleiche  in  der  andern  Ecke.    Dann  ist 

,      1-^'     ^9  2^^     1-/«  , 

Dod  Gl.  (25)   ist  nach  Einsetzung  der  Werte  von  c,  c'  und  /  durch 
beliebige  i,  b%  g  zu  erfüllen. 
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Nimmt  man  von  beiden  Ecken  einen  der  gleichen  Flächenwinkel 
zum  gemeinsamen,  so  können  die  nngleichen  Seitenwinkel  beider  Ecken 
noch  entweder  auf  derselben  oder  auf  verschiedener  Seite  liegen.  Im 
erstem  Falle  ist 

im  letztern 

2Ä      1-/»         .         2c'     1—/« 


Es  bleiben  dann  nach  Einführung  bzhw.  i»,  b\  f  oder  &,  c',  /  beliebig. 

Statt  der  gleichschenkligen  Ecken  kann  man  auch  solche  nehmen, 
in  denen  2  Flächenwinkel  sich  zu  2  Rechten  ergänzen.  Hier  gehen 
nur  einige  Grössen  in  die  reciproken  Werte  über. 

Ferner  kann  man  eine  gleichschenklige  Ecke  mit  einer  rationalen 
aus  der  Tabelle  combiniren. 

Zum  Schlnss  wollen  wir  noch  die  einfachere  Aufgabe  betrachten, 
ein  rationales  Tetraeder  von  cougruenten  Seiten  darzustellen.  Da 
hier  auch  die  Ecken  congruent  sind,  so  ist  das  Tetraeder  rational, 
wenn  eine  Ecke  es  ist.  Nun  sind  aber  die  Seitenwinkel  jeder  Ecke 
einzeln  gleich  den  Winkeln  jeder  Seite,  mithin  an  die  Bedingung  ge- 
bunden, dass  ihre  Summe  »  2  Hechten  sei.  Geht  man  hiervon  ans 
und  bezeichnet  durch  or,  /?,  y  die  3  Seitenwinkel,  so  wird  der  Cosinus 
des  Gegenwinkels  von  a 


also  der  Sinus 


smpsiny  ^       ' 

sVtg/itgy- 


-=  2ycot^coty(l-cot/Jcoty)  = i^^^^y 

Die  Bedingung  ist  dann,  dass  tg|?,  tgy  von  der  Form 

2h  2e 

und  dass  tg/3tgy— 1  ein  Quadrat  sei;  dies  giobt  die  Gleichung: 

(1— &2)(1  — c8)(&  +  c+l  — 5c)(Ä  +  c  — l+ic)  =  ifc2  (27) 

Die  Aufsuchung  der  Lösungen  wird  durch  folgende  Bemerkung 
sehr  abgekürzt.  Der  Nenner  des  reducirten  Bruchs  tg/?tgy  muss  als 
Quadrat  alle  Primfactoren,  der  Zähler,  weil  von  der  Form  m*4-"^ 
alle  Primfactoren  4Ä:— -1  in  gerader  Potenz  enthalten;  folglich  müssen 
tg^  und  tgy  überhaupt  dieselben  Primfactoren  4Je — 1  in  ungerader 
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Potenz  haben.  Man  teile  also  die  Werte  von  tgft  tabellarisch  ent- 
wickelt, zuerst  in  Classen  je  nach  den  Primfactoren.4ÄJ— 1,  ordne  die 
unechten  Brüche  jeder  Classe  nach  Umkehrung  aller  echten  nach 
ihrer  Grösse,  und  combinire  innerhalb  jeder  Classe  nur  solche  Brüche, 
das  im  Nenner  des  Products  auch  die  Primfactoren  4k-\-l  in  gerader 
Potenz  erscheinen,  wobei  noch  zu  beachten,  dass  jeder  Bruch  mit  den 
vorhergehenden  und  mit  deren  reciproken  Werten  zu  combiniren,  nie 
aber  der  grössere  beider  Brüche  umzukehren  ist,  damit  das  Product 
>  1  wird. 

Bei  einem  Umfang  der  Tabelle,  wo  Zähler  und  Nenner  von  b 
die  Zahl  20  nicht  überschreiten,  finden  sich  auf  diesem  Wege  folgende 
8  Lösungen : 


15«- 2«  5»-l      .       /UV       10«  — 3«  7«— 3«  /2 


2.2.15      2.5 

6«-!  72—3« 

1 

2.6     2.3.7 

■  j. 

7»-l  6*  — 1 

1 

2.7       2.6 

j.  ' 

33« -7*  16«  — 

ö» 

2.3.10    2.3.7  V3 


/4y  6«— 1  10«— 7«  /ly 

"^  V3/ '  2.6   "2.7.10  ^  ^  w 

1^02  14«-3«  ll«-3«  (by 

^  """*  '  2.3.14   2.3.11  \37 


(26) 


/3\V     33« -7«  7«— 4« 


2.7.33     2.5.16  \27  '      2.7.33    2.4. 


f-'-g 


Ans  den  hier  aufgeführten  Tangenten  der  Seitenwinkel  kann  man 
leicht  Sinus  und  Cosinus  derselben  und  dann  den  Sinus  des  dritten 
ableiten.  Die  3  Sinus  ergeben  dann  die  Yerhältnisszahlen  der  Kanten. 
So  erhält  man  8  rationale  Tetraeder  mit  congruenten  Seiten,  deren 
3  angleiche  Kanten  sich  (in  gleicher  Reihenfolge)  verhalten  wie  die 

ganzen  Zahlen 

(29) 
25.73  :  13«.  17 :  12.229 ;  51 .61 :  91.29 :  20.109 

15.13 :  7.29 : 4.37 ;  104.53 :  35.149 :  51 .37 

13.41 :  24.37 :58.7  ;  75.29 :  143 .  17  :  56 .41 

17.29.277 :  520.281 :  231 .569 ;    7. 29.181 :  200.13« :  33.569 

Dorch  Yertauschung  der  Kanten  würden  sich  noch  16  Lösungen  für 
GL  (27)  ergeben. 

Die  £€ken  dieser  8  Tetraeder  vermehren  die  in  §.  1.  aufgestellten 
rationalen  Breikante.  Indem  wir  dieselben,  wie  dort,  durch  die  Tan- 
genten der  halben  Seiten-  und  Flächenwinkel  a,  i,  c,  /;  g,  k  bestim- 
men, entnehmen  wir  die  Werte  von  b  und  c  aus  den  Gl.  (28).  Hier 
finden  sich  die  Factoren  des  Minuends  der  linken  Seite  in  der  Form 
geschrieben 

TeUUl.  7 
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woraus  dann  fliesst: 

Aus  a,  b^  c  hat  man  dann  nach  (1)  zu  bilden  A^  i?,  C^  D,  und  erhält 
nach  (6)  die  Werte  der  /,  g^  ä.    So  crgiebt  sich  die  folgende  Tabelle. 

a  b  e         f  g  h  (30) 


25 

13 

2 

5 

14 

168 

73 

17 

3 

14 

13 

229 

.•■■»l 

7 

2 

3 

14 

40 

61 

13 

5 

2 

29 

109 

25 

5 

2 

3 

28 

16 

39 

7 

5 

4 

29 

37 

52 

5 

3 

35 

3 

53 

7 

17 

4 

149 

37 

13 

3 

5 

1 

36 

21 

41 

4, 

7 

3 

37 

25 

15 

11 

4 

3 

11 

28 

29 

17 

7 

5 

13 

41 

277 

13 

11 

2 

240 

693 

17.29 

20 

21 

3 

281 

2.569 

181 

13 

3 

7 

32 

132 

7.29 

20 

11 

4 

65 

569 

Jedes  dieser  8  Wertsysteme  lässt  sich  als  neue  Grundlösung  der  61. 
(14)  betrachten,  und  daraus  nach  den  Formeln  (17)  u.  f.  unbegrenzte 
Mengen  von  Lösungen  ableiten. 

In  den  Tabellen  (15)  und  (30)  kommen  die  3  Brüche 

2       2       13 
3'      5'      41 

gemeinsam  vor.  Man  kann  daher  die  Vorbedingung  der  Aufgabe 
beliebige  rationale  Tetraeder  darzustellen  /«/'  auch  dadurch  er- 
füllen, dass  man  für  /  je  einen  der  3  Werte  wählt  und  die  &,  c  aus 
der  einen,  die  b\  c*  aus  der  andern  Tabelle  entnimmt. 
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IV. 

Ueber  ein  einfaches  Winkelinessinstrument  zum 
Gebrauehe  für  die  Schule, 

Von 

F.  W.  Fischer. 


Beim  Unterrichte  in  der  Trigonometrie  scheint  es  nicht  weniger 
belehrend  als  anregend  zu  sein,  durch  ausgeführte  Messungen  von 
Höhen,  Entfernungen  oder  Flächen  den  Schülern  die  Anwendung  der 
trigonometrischen  Sätze  in  der  Praxis  zu  zeigen.  Das  Yerständniss 
nnd  die  klare  Auffassung  der  betreffenden  Sätze  wird  einerseits  da- 
durch befestigt  und  belebt,  andererseits  aber  wird  der  Schaler  auf- 
merksam gemacht  und  darauf  hingelenkt,  wie  die  Kesultate  der  Wissen- 
schaft auch  für  das  praktische  Leben  verwertet  werden.  Auch  hat 
die  Erklärung  der  Messinstrumente  etwas  Lehrreiches,  was  nament- 
lich noch  fär  den  Unterricht  in  der  Physik  nicht  zu  unterschätzen  ist. 

Wenngleich  jedoch  der  Nutzen  solcher  Messungen  wol  von  den 
meisten  anerkannt  werden  mag,  unterbleibt  doch  deren  Ausführung 
nicht  selten,  weil  dem  Lehrer  keine  geeigneten  Apparate  zur  Ver- 
fügung stehen.  Einfachere  Messapparate  sind  in  den  Handlungen, 
iwelcho  mathematische  nnd  physikalische  Instrumente  führen,  wenig 
anzutreffen  und  feinere  für  ein  mittleres  physikalisches  Cabinet  an- 
zuschaffen, wäre  in  der  Tat  nicht  zu  billigen,  da  sie  zu  wenig  zur 
Verwendung  kommen  können.  Auch  erfordern  feinere  Instrumente 
einige  Umständlichkeit  in  der  Behandlung,  die  oft  nur  wenige  Zu- 
hörer die  eigentliche  Einrichtung  des  Mossapparates  und  die  ganze 
Art  der  Messung  überhaupt  deutlich  erkennen  lässt  Dazu  kommt, 
dass  eine  auch  weniger  genau,  d.  h.  bis  zu  einer  gewissen  Fehler- 
grenze ausgeführte  Messung,  wenn  dabei  die  Theorie  derselben  genau 
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und  bestimmt  erklärt  werden  kann,  gewiss  denselben  Vorteil  für  den 
Zuhörer  hat,  als  eine  mit  grosser  Genauigkeit  gemachte,  welcher  viel- 
leicht eine  nicht  so  deutliche  theoretische  Erklärung  gegeben  wird. 

Im  Folgenden  möchte  ich  nun  ein  einfaches  Instrument  zur  Mes- 
sung von  Winkeln,  wie  ich  es  vor  einigen  Jahren  zu  eigenem  Ge- 
brauche für  den  Unterricht  angefertigt  habe,  vorführen,  welches  mir 
bei  der  Anstellung  von  Messungsversuchen  ausreichende  Dienste 
leistete. 

Ein  starker  Dreifuss  von  Eichenholz  trägt  einen  geraden,  unten 
drehrunden,  nach  oben  hin  vierkantigen  Ständer,  welcher  bis  zu  b^^ 
dick  und  1,11™  lang  ist,  so  dass  das  ganze  Gestell  ungefähr  eine  Höhe 
von  1,42«»  hat.  Der  obere  Teil  des  Ständers  von  etwa  32«"  Lüngo 
ist  um  einen  im  unteren  Teile  befestigten  Zapfen  um  seine  Längsaxe 
drehbar  und  kann  durch  eine  gegen  den  Zapfen  wirkende  (eiserne) 
Druckschraube,  welche  der  Festigkeit  wegen  in  einem  um  den  Ständer 
gelegten  etwa  zwei  Centimeter  breiten,  eisernen  Bande  geht,  in  jeder 
Stellung  arretirt  werden.  Der  obere  Teil  trägt  weiter  eine  kreisrunde 
etwa  62°"  im  Durchmesser  haltende  Scheibe  von  dickem  Pappen- 
deckel oder  dünnem  Holze,  welche  durch  ein  Charniergelenk  so  mit 
demselben  verbunden  ist,  dass  dieses,  in  der  Mitte  der  Scheibe  senk- 
recht zu  dieser  befestigt,  in  vcrticaler  Ebene  um  jenen  sich  drehen 
und  auch  durch  eine  Druckschraube  in  jeder  durch  die  Drehung  mög- 
lichen Stellung  gehalten  werden  kann.  Figur  1)  stellt  eine  Seiten- 
ansicht des  ganzen  Instrumentes  dar,  welche  die  Beschaffenheit  des- 
selben und  die  Zusammensetzung  der  einzelnen  Teile  erkennen  lässt. 
Wenn  der  obere  Teil  des  Instrumentes  aus  einander  genommen  ist, 
so  gibt  Figur  2)  noch  besonders  die  Seitenansicht  eines  verticalen 
Durchschnittes  der  Ereisscheibe  und  des  damit  fest  verbundenen  Ge- 
lenkes, so  wie  des  oberen,  eingeschnittenen  Teiles  des  Ständers. 

Bei  der  angegebenen  Einrichtung  kann  die  Ebene  der  Scheibe  in 
die  Horizontale  und  in  jede  beliebige  Lage  gegen  die  Horizontale 
gebracht  werden.  An  dem  Bande  der  Scheibe  ist  eine  Einteilung 
von  ganzen  Graden  gemacht  und  zwar  ist  bei  senkrechter  Stellung 
der  Ebene  der  Scheibe  die  Linie,  welche  die  beiden  Nullpunkte  ver- 
bindet, (möglichst)  horizontal.  Ueber  dieser  Teilung  bewegt  sich  ein 
in  der  Mitte  der  Scheibe  drehbar  befestigter  hölzerner  Zeiger,  welcher 
ein  Diopter  tragt  und  wegen  der  Reibung  an  seinem  Drehpunkte  sich 
auf  jeden  Teilstrich  einstellen  lässt.  Der  Zeiger  ist  aus  zwei  dünnen, 
auf  einander  geleimten  Leistchen  von  trockenem  Apfelbaumholz  ge- 
fertigt, um  ihm  möglichst  die  Zugkraft  des  Holzes  zu  nehmen.  Um 
eine  genaue  Einteilung  des  Randes  der  Scheibe  zu  erhalten,  kann 
man  denselben,  nachdem  er  durch  die  Peripherie  eines  auf  der  Scheibe 
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verzeichneten,  mit  ihr  concentrischen  Kreises,  genau  markirt  ist,  zu- 
nächst in  vier  genau  gleiche  Teile  und  jeden  derselben  wieder  in  drei 
gleiche  Teile  einteilen.  Einen  solchen  Bogen  von  30^  teilt  man  nun 
nochmals  in  drei  gleiche  Teile  und  trägt  den  erhaltenen  Teil  von  10^ 
auf  Zeichenpapier  genau  auf.  Nachdem  man  nun  diesen  Bogenteil  von 
10^  in  zehn  gleiche  Teile  geteilt  hat,  führt  man  diese  Bogenteilung 
längs  der  Peripherie  der  Scheibe  (oder  des  darauf  verzeichneten,  mit 
der  Scheibe  concentrischen  Kreises)  und  markirt  die  einzelne  Grade 
angebenden  Teilstriche  auf  dem  Rande.  Die  Teilung  lässt  sich  bei 
einiger  Uebung  in  dieser  Weise  ziemlich  genau  ausführen  und  macht 
es  möglich,  (wenn  man  deh  Fehler  wegen  der  Excentricität  des  Dreh- 
punktes des  Zeigers  eliminirt)  einen  Winkel  bis  auf  12  Minuten  genau 
zu  bestimmen.  Will  man  eine  genauere  Bestimmung  bis  etwa  auf 
6  Minuten  oder  weniger,  so  lassen  sich  dafür  füglich  Nonien  an  dem 
Zeiger  anbringen,  die  denn  zugleich  auch  zur  Erklärung  der  Vor- 
richtung des  Nonius  dienen  könnten. 

Um  die  horizontale  Stellung  des  Zeigers  und  seine  verticale 
Drehnngsebene  zu  bestimmen,  dient  eine  gewöhnliche  kleine  Bleilot- 
vrage,  welche  an  dem  Ständer  des  Instrumentes  (s.  d.  Fig.)  schick- 
lich ihren  Aufbewahrungsplatz  finden  kann. 

Was  die  mittelst  des  beschriebenen  Instrumentes,  dessen  Gebrauch 
und  Anwendung  für  sich  ersichtlich  ist,  zu  erlangenden  Resultate  an  • 
gebt,  so  sind  dieselben  für  ihren  Zweck  hinreichend  genau.  Messun- 
gen, welche  neben  der  Bestimmung  einer  Seite  blos  die  eines  Winkels 
in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  erfordern,  wie  die  Messung  der  Höhe 
eines  Gegenstandes,  können,  wenn  man  diesen  Winkel  in  der  Gegend 
von  40®  bis  50®  nimmt,  wie  man  leicht  sieht,  keinen  Fehler  gleich 
0,01  der  gemessenen  Seite  ergeben,  welcher  in  dem  gemessenen  Winkel 
allein  seinen  Grund  hätte;  da  ja  in  diesem  Falle  die  gefundenen 
Seiten  proportional  sind  den  Tangenten  der  Gegenwinkel,  und  diese 
Tangenten  in  der  Gegend  von  40®  bis  50®  von  12  zu  12  Minuten 
nur  um  ungefähr  0,007  wachsen.  Um  überhaupt  die  mögliche  Ge- 
nauigkeit von  Messungen,  bei  welchen  nicht  allein  die  durch  die 
Winkelmessung,  sondern  auch  die  aus  den  Längen  gemessener  Linien 
entstehenden  Fehler  berücksichtigt  werden,  näher  zu  betrachten,  möge 
noch  eine  betreffende  elementare  Entwicklung  hier  Platz  haben. 

Es  seien  a,  h,  c  die  durch  Messung  gefundenen  Seiten  eines  Drei- 
ecks, A^  B^  C  die  denselben  bezüglich  gegenüberliegenden  Winkel* 
Femer  seien  ^a,  M^  Ac  und  AA^  AB^  AC  Grössen,  in  welche  die 
Seiten,  bezüglich  die  Winkel  sich  verändern  können  und  zwar  so, 
dass  von  drei  bestimmenden  Stücken  die  drei  übrigen  abhängig  sind. 
Letztere  Grössen,  welche  selbstverständlich  ihre  Kleinheitsgrenze  haben. 
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können  denn  die  Werte  angeben,  um  welche  die  gemessenen  Stücke 
eines  Dreiecks  und  die  daraus  gefundenen  zu  klein  oder  zu  gross 
sind,  jenachdem  diese  Grössen  einen  positiven  oder  negativen  Wert 
haben.    Die  wahren  Werte  der  Seiten  des  Dreiecks  sind  dann 

a-j-/ia,    b-^-M^    c-\-Jc 
und  die  der  Winkel 

A-^-zfA,     B+JB,     C+JC 

und  man  hat,  um  aus  der  Aendcrung  dreier  bestimmender  Stücke  die 
übrigen  zu  linden,  in  die  trigonometrischen  Formeln  für  die  Auf- 
lösung eines  Dreiecks  statt  obiger,  letztere  Werte  einzusetzen.  Unter 
Annahme  gewisser  Voraussetzungen,  welche  im  Verfolge  angegeben 
werden,  lässt  sich  dann  die  Acnderung  eines  Stückes  und  das  Ver- 
hältniss  der  Aenderung  eines  Linienstückes  zu  seinem  ursprünglichen 

— •  -T~»  —  ans  gegebenen  Stücken  leicht  elementar  herleiten. 
a       o       c  ^ 

I.    Gemessen  sei  von  einem  Dreieck  eine  Seite  a  und  die  beiden 

daranliegenden  Winkel  i?,  C-,  zu  bestimmen  -^,  —  und  ^fA,    Setzt 

man  in  die  bekannte  Formel  -=  -; — -:,  für  &,  a,  B^  A  an  die  Stelle 

o      sm  Ji 

die  Werte  b+Jb^  a+da,  B  +  ziB^  A  +  JA^  so  wird 

b-\-Jb  _^  sin  (B+ziB)  _  sin  B .  cos  JB+  cos  B ,  sin  dB 
a-j-Ja  ~  sin(-4-f-^/^)  """  8in-4  .cos^f^+cos^.sin^* 

nun  angenommc 
der  Fall  war),  so  ist 


Wird  nun  angenommen,  dass  /iA  und  auch  dB  ^  12'  (wie  es  oben 


cos/fB  =  0,99999 

oder  (bis  auf  mehr  als  drei  Decimalen  genau) 

cos  dB  =>  1 
und 

•    sinJA 
und  ebenso 

sin  JB  =  0,00349  «  arc^/5. 

Hiernach  wird  nun,  unter  äA  und  AB  die  in  Teilen  des  Radius  =»  1 
ausgedrückten,  den  Winkeln  AA  und  AB  zugehörigen  Bogen  ver- 
standen, 

b-^-Ab      sini?+cosjg.2f^ 

a-{-Aa  "~  sin^  +  cos-4.z/^ 
oder 
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b, sin  A-^-b, COS  A.dA-\-8inA,Jb-{'C0BA,dA/t,b 

-=  a. sin  B-^-a. cos  BdB-\'SmBJa'\'COSBJB,/ia, 

Da  die  Gr^ysson  mit  J  die  Grenzen  angeben,  unter  welchen  eine 
Grösse  keinen  Einflnss  auf  die  Rechnung  hat,  so  ist  das  Product  zweier 
solcher  Grössen  für  dieselbe  ohne  Einflnss  und  es  kann  daher 
cosA./fA,db  und  cosB,JB.Ja  wegbleiben.    Dann  ist,  weil  noch 

&.sin^  =  a.sin^, 

(H)    ^ .  cos  ^ .  -^^  +  sin  Adb  =»  a .  cos  BJB-^- sin  BJa 

und,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  durch  die  vorletzte  dividirt. 


also 

Da  noch 
oder 
so  wird 


,  Jb                        ,  Ja 
cotg  AJA+Y  •=  cotg-BJi?-| i 

Jb       Ja 

~b   '^ |-COtgÄ^/JB— cotg^.-^^. 

JA+JB+dC^O 
JA-^—JB—dCj 


Ab       da  , 

Y  ^  —  4-cotgi?z/B4-cotg^-^i?+cotg^JC 

oder 

1)    y  «-^+[cotg5-cotg(^4-C)]Ji?-cotg(i?+C)^C. 

Aehnlich  findet  sich 

2)    ^ «  '^^[cotgC—  cotg(JB+C)] z/C— cotg(.B+C)^/jB 

und  für  AA  hat  man  noch 

3)     AA {JB+dC), 

n 
Für  den  Fall,  dass  gegeben  ist  C'  —  ö"  '    ^^^^   ^^  "^  ^   ^"^   daher 

aus  Gl.  1) 

db 

b 
oder 

db  _da       2dB 

^^      Ä  "~   a  +  8in2B' 
Ebenso  ist  für  diesen  Fall  aus  Gl.  2) 

.5)    ^  =  ^  +  tngB.^5. 


■  =  ^+  [cotgi?-  cotg  (^+^)]  ^B 
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Zu  bemerken  ist  noch,  dass  in  Gl.  4)  -r-  ein  Minimum  wird,   wenn 

s\n2B  ein  Maximum,  d.  h.  wenn  B  =^  -7  ist. 

II.    Von  einem  Dreieck  seien  gemessen  zwei  Seiten  b  und  e  und 
der  eingeschlossene  Winkel  A ;  zu  bestimmen  — ^  JB  und  ^C.  Setzt 

man  in  die  Formel  o*  =  ä*-|-c*  — 2&ccos  J,  für  a,  a+^fa,  für  ä, 
b-{'Jb  u.  s.  w.,  so  wird 

(a+Jay  ==  (b+Jb)*  +  (€+Jc)*-^2(b+Jb)(c+Jc).cos(A'\'JA), 

Wenn  man  die  einzelnen  Glieder  dieser  Gleichung  entwickelt  und  das 
vorhin  über  die  Grössen  mit  J  Bemerkte  berücksichtigt,  erhiüt  man 
nach  gehöriger  Reduction 

(8)     ada  =  bJb  -j  -  c  Jc+ bc  siu  AJA — bc  OS  A^fe — c  CO  S-4  Jb 

und  daher 

Ja      bcsinA/1A-^(b  — c  cos -4)^/5 -f"(<^ — bcosA)/1c 
"•  T  ""  b^+c^--2bccosA  • 

Ebenso  findet  sich,  wenn  a,  c  und  B  gemessen  sind, 

.        Jb       ac  sin  BJB-\-  (a — c  cos  B)Ja'\'(c—a  cos  B)Jc 
^)\P'  T^  a^+c«  -  2aocos^ 

und,  wenn  a,  b  und  C  gemessen  sind, 

Je  ___  ab  sin  CJC-{'  (a--b  cos  C)^f q  -f-  (&  — g  cosC)  z/& 
\  y-   "7  ""  a^+i^— 2a6cosC  ' 

Um  weiter  z/jB  zu  bestimmen,  erhält  man  aus  Gl.  6)  ß. 

bJb  —  (g  — c.COS  B)Ja  —  fc— q.cos  B)Jc 

^B  = •       71 

ac.smi^ 
und,  da 

a  =  Ä.cosC+c.cosJB 
und 

c  «  b.cx^^A-^-aco^B 
ist, 

^_       Ä^ft  —  bcosCJa — bcosAJc 

acsmB 
Ebenso  ergibt  sich  aus  Gl.  6)  7.) 

cJc  —  c  cos  CJa  —  c  cos  AJb 


8)     JC  = 


a6  sin  C 
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ni.    Yon  eiQem  Dreieck  seien  gemessen  zwei  Seiten  b  und  c 

Ja 
and  einer  der  Gegenwinkel  B\  man  soll  bestimmen  — ,  JA  nnd  JC. 

Nach  GL  7)  ist 

ac  sin  BJB  =  bjb  —  &  cos  CJa  — •  &  cos  AJc^ 
also 

Ja bJb  —bco^AJc —  acsinBjB 

'      a  oöcosC 

Femer  ergibt  sich  nach  einiger  Umrechnung  ans  GL  (83) 

aJa  —  a  COS  CJb  —  a  cos  BJc 
bcsinA 

oder  ans  Gl.  (V) 

acos  BJB  -}-  sin  BJa  —  sin  ^^6 
b . cos  A 


^^       cJc — c  cos  C  Ja — ccwAa 
a.    JC  ^ 


o^sinC 

11)      ]    ^^^  ^^^  ^^'  ^^^^  ^^^^  ™^  ^'^  ^®  Bachstaben  a 
^    nnd  A  mit  e  and  C  vertanscht, 

^        ^      ccos  BJB 4-  sin  J?^f  —  sin  CJb 
^'    ^^- b^^ 

IV.    Von  einem  Dreieck  seien  gemessen  die  drei  Seiten  a,  &,  c; 
man  soll  bestimmen  JA^  JB^  JC, 

Es  ist  nach  GL  10)  a. 

aJa-—  «COS  CJb  —  acos  BJc 


JA 


6c  sin  ^ 


aJa  —  a, jr-j Jb  —  a, 4> ^o 

j. 2nh 2ao 

^csinii 

.  _  2abcJa^  (q^+&>-c»)c^&— (a«4-c«— 6«)6^c 

2Ä«c*sini4 
oder,  da 

.     .       21/  5(5— a)  (5-^Ä)l5^c) 

sinii  = , » 

oc 

wo 
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^  Uc-VSiS—a)  (S  —  b)  (S—c) 

Eben  so  findet  sich 

^jj  «  ^(^cJb--la^+b^'-(^)cJa'-{b^+c^--  c?)aJc 

^  ^acVSiS^äJXS —b){S  —  c) 

und 

2ahcJc  ~-(a^'\-c^—b^)bda^  {b^'\-c^'-a^)aJb 

""  4051/5(5  — a)(Ä—Ä)  (S—c) 

Ein  Beispiel  einer  gewöhnlich  vorkommenden  Messung  möchte 
ich  noch  beifügen. 

Zur  Bestimmung  der  Höhe  b  eines  Turmes  sei  vom  Fussc  des- 
selben bis  zu  dem  Punkte,  wo  das  Winkelmessinstrument  aufgestellt 
ist,  eine  horizontale  Standlinie  a  =»  42,3"^  und  der  Winkel  /?,  welchen 
diese  Linie  mit  der  Yisirlinie  nach  der  Spitze  des  Turmes  bildet, 
gleich  48®  15'  gemessen.  Ferner  möge  die  Linie  a  um  0,08"»  und  der 
Winkel  B  um  12'  fehlerhaft  gemessen  sein.  Nehmen  wir  nun  an, 
dass  die  Linie  a  zu  gross,  hingegen  der  Winkel  B  zu  klein  gemessen 
sei,  so  ist 

^a  «  —  0,08» 

und,  da  einem  Winkel  von  12'  ein  Bogen  ven  0,0034907  entspricht, 

JB  «  0,0034907. 

Wenn  wir  diese  Werte  und  die  für  a  und  B  in  Gl.  4)  einsetzen,  wird 

M  0,08      0^0069813 

b    ^      42,3 ''"sin 96«  30' 

^b 

—  =  —  0,0018913 +0,0070264       . 

^  «  0,0051351. 
o 

Es  wäre  also  der  Fehler  der  Messung  ungefähr  0,005  der  Uöhe  des 
Turmes.  Um  den  Wert  Jb  selbst  zu  finden,  hat  man  noch  b  zu 
bestimmen. 


Es  ist  aber 
woraus 
Demnach  ist 


ft  =  42,3.  tng  48^15', 

b  «  47,393. 

^Ä«  47,393». 0,005 
Jb  =  0,236965» 
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oder  ongefilhr 

Jb  =  0,24». 

Die  Höhe  des  Tarmcs  ist  also  in  diesem  Falle  am  24<^  zn  kleia 
geroessen  nnd  der  Fehler  nicht  beträchtlich. 

Wären  die  Linie  a  nnd  auch  B  beide  zn  gross  gemessen,  so 
hätte  man 

^o  =  — 0,08» 

^J3=  — 0,0034907. 


Alsdann  wäre 


^ 0,0018913—0,0070264 


X  = -0,0089177 


oder  ungefähr 


Jb 

-j 0,009. 


h 
Wären  die  Linien  a  und  auch  B  beide  zu  klein  gemessen,  so  wäre 

Ja  —  0,08» 

/IB  —  0,0034907 
und  daher 

f  =  0,009. 

Wäre  endlich  die  Linie  a  zn  klein,  aber  b  zn  gross,  so  wäre 

Ja  ^  0,08» 
^j?«— 0,0034907 

nod  es  würde  sich  ergeben 

^  =  —  0,005. 

In  vorstehendem  Beispiele  würde  also  oben  beschriebenes  In- 
strument znr  Messung  von  Winkeln  aasreichende  Gcnaaigkeit  für 
den  Unterricht  eingeben,  schon  bei  der  Annahme,  dass  selbiges  Winkel 
bis  anf  12'  genan  gibt. 

Kempen  a.Rh.  den  10.  Jan.  1876. 
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V. 

Beschreibung  eines  Modells  für  den  ersten 
Unterricht  in  der  Goniometrie. 

Von 

F.  Hoza, 

Professor  in  Königgräs. 
(Hiexa  Abbild,   anf  Taf.  II ). 


Um  jene  Yeränderangen,  welche  die  goniometrischen  Functionen 
erleiden,  wenn  der  Winkel  alle  Werte  von  0®  bis  360®  stetig  durch- 
läuft, anschaulich  darzustellen,  habe  ich  eine  auf  Taf.  II.  abgebildete 
Vorrichtung  construirt  und  hofife,  dass  nachfolgende  kurze  Beschrei- 
bung derselben  manche  Mathematiklehrer  interessiren  werde. 

Die  Abbildung  habe  ich  so  detaillirt,  dass  eine  Reproduction  des 
Modells  sehr  leicht  sein  wird.  Möge  es  recht  bald  Eingang  finden 
überall,  wo  Anfangsgründe  der  Goniometrie  gelehrt  werden. 

Auf  einer  kreisrunden,  hölzernen  Scheibe  H  ist  Zeichenpapier 
aufgespannt,  auf  dem  die  nötigen  Grundlinien  gezeichnet  sind  und 
zwar  ein  Kreis  ÜT,  dessen  Halbmesser  gleich  ist  1'^^,  zwei  aufeinander 
senkrechte  Coordinatenaxen  -Y,  Y  und  zwei  Tangenten  Ä,  JB,  die  den 
Kreis  in  den  Punkten  o,  b  berühren.  Jede  dieser  Geraden  besteht 
aus  einer  positiven  (+)  und  einer  negativen  (— )  Hälfte,  erstere  ist 
rot  und  letztere  blau  ausgezogen.  Auch  sind  sie  in  Centimeter  ge- 
teilt, die  von  den  Punkten  o,  a,  b  aus  in  positiver  und  negativer 
Richtung  gezählt  werden. 

Die  Scheibe  H  ist  am  Rande  mit  einer  Gradteilung  versehen 
und  in  der  Mitte  durchbohrt    Der  Bolzen  o,  der  rückwärts  in  eine 
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auf  der  Scheibe  befestigte  Platte  p  fest  eingeschraubt  ist,  dient  als 
Drchaxe  dem  Lineal  C,  dessen  eine  Kante  genau  im  Durchmesser 
des  Kreises  K  liegt  und  denselben  in  einem  Punkte  trifft,  in  welchem 
das  Kreuz  £>,  E  mittelst  eines  Schräubchons  c,  dessen  Mutter  in  C 
liegt,  aufgehängt  ist. 

Das  Lineal  C  umfasst  auf  einer  Seite  den  Rand  der  Scheibe  H 
und  wird  au  dt^nselben  mit  einer  Druckschraube  d  gepresst,  so  dass 
es  in  jeder  Lage  befestigt  werden  kann. 

Sowohl  das  Lineal  C,  als  auch  die  beiden  Axen  £>,  E  sind  am 
po8iti?en  Teil  rot,  am  negativen  blau  lackirt  und  mit  Centimeter- 
teilang  versehen.  Die  positiven  Richtungen  von  £>,  E  stimmen  mit 
den  negativen  von  r,  X  aberein. 

Der  linke  Rand  von  £>,  der  obere  von  E  und  untere  von  C 
treffen  einander  genau  auf  der  Kreislinie  K, 

Um  den  Arm  D  stets  parallel  zu  r  zu  erhalten,  ist  an  seinem 
unteren  Ende  eine  Metallscheibe  F  mittelst  des  Schräubchens  e  exen- 
trisch  befestigt  und  kann  um  e  etwas  nach  rechts  oder  links  gedreht 
werden,  wodurch  ihr  Schwerpunkt  so  verlegt  wird,  dass  der  Arm  D 
die  gewünschte  Richtung  annimmt. 

Da  das  Kreuz  Z>,  E  in  jeder  Lage  um  etwas  mehr  als  die  Dicke 
des  Lineals  C  von  der  Oberfläche  H  absteht,  wird  der  vollkommen 
freien  Umdrehung  des  ganzen  Systems  C,  JD,  JB,  F  nichts  im  Wege 
stehen,  wobei  D  stets  zu  X  parallel  verbleibt. 

Um  etwaigen  Veränderungen  der  Scheibe  H  in  Folge  von  Tempe- 
ratorverhältnissen  zu  begegnen,  sind  rückwärts  zwei  starke  Leisten  L 
angebracht,  wovon  die  untere  mittelst  zweier  Holzschrauben  m  an 
die  Ständer  M  angeschraubt  wird.  Diese  Ständer  sind  in  eine  Platte 
N  eingezapft,  die  wieder  mittelst  dreier  Füsschen  n  am  Tische 
aufliegt. 

Statt  hölzerner  Füsschen  können  Stellschrauben  angebracht  wer- 
den, mittelst  welchen  die  Scheibe  H  vertical  gestellt  werden  könnte. 
Bleibt  das  Lineal  C  in  einer  gewissen  Lage  stehen,  so  kann  man  am 
Rande  der  Scheibe  H  den  Winkel  (XC)  ablesen.  Der  Arm  D  zeigt 
liemach  an  seiner  Teilung  von  c  bis  X  den  Sinus  dieses  Winkels 
sowohl  der  Grösse  als  dem  Vorzeichen  nach.  Ebenso  kann  man  am 
Anne  E  den  Cosinus  ablesen  (von  c  bis  Y),  Die  Tangente  wird  auf 
A,  die  Cotangente  auf  B  gemessen.  Das  Lineal  C  zeigt  die  Secante 
und  Gosecante  jenes  Winkels. 
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Besonders  gut  lassen  sich  die  Zoicheuwechscl  der  einzelnen 
Functionen  beim  Uebergango  von  C  aus  einen  Quadranten  in  den 
nächstfolgenden  darstellen.  Auch  kann  sehr  leicht  wenigstens  an- 
genähert zu  einer  gegebenen  Function  der  zugehörige  Winkel  ge- 
funden werden. 

Jeder,  der  einmal  in  der  Lage  war,  Anfllngern  die  ersten  Sätze 
der  Goniometrie  beizubringen,  wird  einsehen,  wie  notwendig  eine 
solche  Vorrichtung  ist,  um  vollständige  Klarheit  in  die  Grundvor- 
stellungen zu  bringen. 


Digitized  by 


Google 


MUcellen.  Hl 


VI. 

Miscellen. 


1. 

Zu  einem  Sfttze  toh  Steiner« 

• 

In  dem  von  Herrn  Dr.  Geiser  herausgegebenen  ersten  Teile  der 
Vorlesungen  Steiner's  aber  syntbetisclie  Geometrie  findet  sieb  im  §  12. 
p.  65  der  interessante  Satz:  „Beschreibt  man  durch  den  Brennpunkt 
und  durch  die  beiden  Endpunkte  jeder  Seite  eines  der  Ellipse  um- 
schriebenen Parallelogrammes  Kreise,  so  haben  diese  vier  Kreise 
gleiche  Radien'S  Hierzu  ist  ergänzend  zu  bemerken:  die  Mittelpunkte 
dieser  vier  Kreise  liegen  auf  einem  fünften  Kreise,  dessen  Radius 
denen  der  vier  anderen  gleich  und  dessen  Gentrum  der  benutzte 
Brennpunkt  ist.  Meutzner. 


2. 

Belation  zwisehen  Orthof  »MÜeoelfieient^nsystemen. 

Bekanntlich  Iftsst  sich  ein  rechtwinkliges  Axensystem  bei  festem 
Anfangspunkt  durch  einfache  Rotation  um  eine,  dadurch  völlig  be- 
stimmte Axe  in  jede  beliebige  Stellung  bringen.  Wir  nehmen  nun  3 
Coordinatensysteme  der-^yz,  der  xyz  und  der  «'yV  an.  Die  Coor- 
dinaten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  diese  mögen  in  der  Relation 
Bteheu : 

X  •'—  ax  -\-by  -{-cz    =  ax'  -f-i'y'  -|-cV 

Liegt  dann  der  Punkt  (XYZ)  auf  der  Axe  deijenigen  Rotation,  welche 
das  System  der  xyz  in  das  System  der  x'y'z*  überfahrt,  so  ist 
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MUetUtn, 


daher 


(a  — a'  )ar  +  (i  — i'  )y  +  (c  — c'  )«  =  0 
und  nach  Elimination  von  ar,  y,  s; 


a  —ü'  b  -^V 

Oy  —  a^*  h^ — h^ 


c^ — c. 


«0 


Die  letzte  Relation  gilt,  weil  sie  von  der  Annahme  über  den 
Punkt  {xyz)  unabhängig  ist,  von  je  2  beliebigen  Orthogonalcocf- 
ficientensystemcn.  Spedell  folgt  daraus,  wenn  man  die  x^y'z*  mit  den 
XYZ  zusammenfallen  lässt,  so  dass  a*  »  b^'  ==  c^'  =  1,  die  übrigen 
CoefGcienten  null  werden: 


a— 1 

b 

«1 

6,-1 

«« 

*. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  offenbar  aus  der  allgemeinen  Formel 
eine  beliebige  Menge  anderer  Relationen  gewinnen,  die  zwischen  den 
Orthogonalcoefficienten  jedes  einzelnen  Systems  bestehen. 

R.  Hoppe. 


\ 
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s-      -i 


i      Irntner^i  ^r-ck^ 


Fig.  / 


FigZ. 


fZ  FiscAer:  /f^/^A'e/nm^sinsfrur/iruJ. 


Std/iarvckcrtt  >r  f.  H<  JfuHt'Ae .  Orji/^/ifold. 
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Verlag  Yon  Karusehke  is  Berendt  in  Breslau. 
Soeben  erschien: 

Die 

kinetische  Theorie  der  Gase. 

In  elementarer  Darstellung  mit  mathematischen 
Zusätzen 

van 

Dr.  Oskar  Emil  Meyer, 

Professor  dor  Physik  an  der  VniTersiUt  BresUa. 

Preis  S  Mark. 

Die  neaere  Gastheoric,  welche  von  Claasins,  Maxwell  u.  A.  anf  Grund 
der  Hypothese  der  molecularen  Stösso  entwickelt  worden  ist,  findet 
sich  in  dieser  Schrift  elementar  dargestellt 

Der  Verfasser,  sucht  die  physikalische  Theorie  mehr  durch  die 
Ergebnisse  der  Beobachtung  als  durch  mathematische  Redinnng  zu 
begründen. 

Für  Mathematiker  von  Fach  sind  erlätUertule  Zusätze  angehängt. 


Die  Publikationen  der  trigonometrischen  und  topographi- 
schen Abtheliung  der  Königlichen  Landesaufnahme  sind  seit 

Kurzem  der  Eönigl.  Hof  buchhandlung  von  £.  S.  Mittler  &>  Sohn  in 
Berlin  (Kochstrasse  69)  zum  Debit  übergeben  und  dadurch  fOr  eine 
Verwerthung  in  grösseren  Kreisen  zugänglicher  geworden.  Diese 
wichtigen  wissenschaftlichen  Hülfsmittel  umfassen  bis  jetzt  Nivellements 
und  Höhenbcstimmungen^  Polarcoordinate,  Hauptdreiecke  und  die  Tn- 
aDgnlation  der  Umgegend  von  Berlin,  sowie  Musterblätter  für  topogra- 
phische Arbeiten,  Kotentafeln  und  Instruktionen  für  Topographen. 


In  meinem  Verlage  erschien  soeben: 

Anssprtlclie 

eines 

Oymnaslal-Professorfiu 

(Lehrers  der  antiken  Sprachen  und  der  Psychologie.) 

Motto: 
Der  hftliere  Blödsinn  kum  nur  durch  di« 
Psychologie  eutwickelt  werden. 

Gesammelt  und  herausgegeben  yoa  seinen  Sehfilem. 

Dritte,  sehr  yermehrte  Auflage. 

Eleg.  geh.    Preis  60  Pf. 

Leipzig.  C.  1.  Kocli's  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Songbnsch.) 
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C.  A.  Koeh^s  Yerlagsbucbhandlnng  in  Leipzig. 

Die  komischen  Mysterien  des 
französischen  Volkslebens  in  der  Provinz. 

Eine  Sammlung  von  Sittenstndien,  komischen  und  burlesken  Sconen, 

Yolksschwänken  etc.    Mit  einer  Einleitung  und  einem  Vocabular  von 

mehr  als  1200  Neologismen  von 

Dr.  J.  Baumgarten. 

In  eleg.  Umschlag  geh.    Preis  4  Mark. 

Höchst  ei^Atzlich  und  pikant,  zugleich  aber  anch  auMerordentlich  reich- 
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VlI. 

Geometrische  Veranschaulichung  des  binoinischen 

Satzes. 


Von 

Herrn  Koppe, 

onleutl.  Lehrer  an   der  Andreas-Realschule  in  Berlin. 


Das  Folgende  ist  eine  weitere  Ausführuug  einer  von  Prof.  Schell- 
bach im  17.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  veröffentlichten  elemen- 
taren Entwicklung  der  einfachsten  transcendenten  Functionen. 

In  einen  Kreis  vom  Radius  1  trage  man  vom  Punkte  P  aus  k 
Sehnen  PA^^  A^u  ^iQ?  •••  ^i^i  ^on  gleicher  Länge  s  ein.  Die- 
selben bilden  eine  gebrochene  Linie  t^^  deren  Winkelpunkte  man 
durch  Badien  mit  dem  Mittelpunkte  O  verbinde.  Aus  der  so  ent- 
standeneh  Reihe  gleichschenkliger  Dreiecke  leite  man  durch  folgende 
Construction  eine  zweite  ab.  Man  verlängere  B^Ä^  über  A^  um  A-j^P 
bis  Bj,  Ci^i  über  B^  um  B^B^  bis  Cg,  D^Ci  über  C^  um  CiC^  bis 
Di  u.  s.  w.  und  verbinde  die  Punkte  P,  iJg,  C^,  D^  ,..  L^  durch  eine 
gebrochene  Linie  t^  mit  einander.  Eine  dritte  Reihe  gleichschenkliger 
Dreiecke  ergiebt  sich,  wenn  man  C^B^»  über  B^  um  B^P  bis  6^, 
Z>,Cg  über  C^  um  C^C^  bis  Z>3,  E^D^  über  D^  um  D^D^  bis  Ev^  ver- 
längert u.  s.  w.  und  die  Punkte  P,  Cj,  i^s,  £3  ...  X3  durch  eine 
gebrochene  Linie  t^  verbindet.  Eine  vierte  Reihe  erfüllt  den  Raum 
zwischen  «3  und  der  gebrochenen  Linie  PDJ^j^ ...  L^  =  t^.  Die  An- 
zahl der  geradlinigen  Stücke,  aus  denen  die  gebrocheneu  Linien  t 
zusammengesetzt  sind,  vermindert  sich  um  je  eine  Einheit,  so  dass 
die  letzte,  tx^  aus  nur  einer  Strecke,  PXa,  besteht 

T«il  LXI.  8 
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Nach  der  Constraction  ist: 

L1L2  =  L^Rj  ...  B^A^P^  ti 

Beachtet  man  ausserdem,  dass  alle  in  der  Figur  vorkommenden  gleich- 
schenkligen Dreiecke  einander  ähnlich  sind,  folglich  in  jedem  die 
Basis  das  ^fache  des  Schenkels  beträgt,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Ausdrücken  für  die  Länge  der  t    Es  ist: 


woraus: 
Femer: 


woraus 


«1  ==  A* 

A^P  =  «,    B^B^  «=  2«,     C1C2  «3«,  ... 

h  -  PB^+B^C^+C^D^+,,.  +  K^L^ 
«  s(A^P+B^B^^C^C^  +  ,,.+K^K^) 

a~i)^  2 

1.2 


Mit  Benutzung  dieser  Werte: 

'\i.2*  ^1.2*  ^1.2*  ^•••^       1.2       *y 
a-2)(;i-i)A 


-«* 


~       1.2.3 

Demnach  ist: 

C^P  —  ^,    ^»^*==rO'''    ^3^*  =  r2T3''^'-- 

Ebenso  würde: 

_  a~3)a-^2)a~l)A  , 

'*"^  1.2.3.4  * 

U.   8.   W. 

Die  Punkte  O  und  P  sind,   ausser  durch  die  Grade  OP^  noch 
durch  folgende  Reihe  gebrochener  Linien  mit  einander  verbunden: 

OA^P  =.  ttj 

OB^B^P  «=.  tt, 

OCiCiQP  «  «*3 

0Zr,Zr2...L;iP=ttA 


.  Digitized  by 


Google 


Koppe:  Geometrische   Veranschaulichung  des  binomischen  Satzes,       115 

Die  einzelnen  geradlinigen  Teile  derselben  bilden  mit  einander  Winkel, 
die  anter  sich  gleich  nnd  zwar  gleich  dem  Basiswinkel  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  sind.    Es  ist: 

«3  =  OQ  +  CiQ  +  CgCs  +  CiP 
•3        2.3  ,  .  1.2.3  3 
^^  +  i'  +  i:2* +17273* 
und  allgemein: 

Einen  Ausdruck  von  anderer  Form  erhält  man  folgendennassen. 
Man  ordne  einem  jeden  Punkte  Q  des  Radius  OP  je  einen  Punkt 
auf  t^,  t«9,  «3  ...  ux  zu,  und  zwar  so,  dass,  wenn  man  diese  Punkte 
mit  A,  B^  C  ...  L  bezeichnet,  die  gebrochene  Linie  »=  QABC..,L 
innerhalb  eines  jeden  gleichschenkligen  Dreiecks  der  Halbirungslinie 
desjenigen  seiner  Winkel  parallel  ist,  dessen  Scheitelpunkt  der  vom 
Punkte  P  abgewandte  Endpunkt  der  Basis  ist.  Bei  unserer  Bezeich- 
nung ist  dies  der  nach  alphabetischer  Reihenfolge  spätere  der  beiden 
Endpunkte.  Wird  der  Schenkel  C^Cg  von  der  Halbirungslinie  des 
Winkels  C^D^C^  in  o^  geschnitten,  so  soll  also  DC  \\  D^c^  sein.  Dem 
Punkte  Q  liege  ein  Punkt  Q'  auf  OP  so  nahe,  dass,  wenn  -4',  B\...  V 
die  ihm  zugeordneten  Punkte  sind,  zwischen  C  und  C  kein  Winkel- 
pimkt  von  ug,  zwischen  D  und  D^  keiner  von  7^4  enthalten  sei.  Dann 
ist: 

und    da    —7—  =  -^  - 

Diese  Relation  bleibt  richtig,  wenn  die  Punkte  Q  und  Q'  weiter  von 
einander  entfernt  sind  als  eben  vorausgesetzt  wurde.  Denn  man  kann 
stets  zwischen  Q  und  Q'  eine  Reihe  von  Punkten  so  einschalten,  dass 
die  von  letzteren  ausgehenden  gebrochenen  Linien  v  sowohl  CC  als 
DD'  in  geradlinige  Strecken  zerlegen.  Dann  ist  jeder  Teil  von  £)£>' 
das  (l-{-«)-£äche  des  entsprechenden  von  CC\  demnach  allgemein: 

DD' 
Ebenso: 

8* 
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folglich : 

und  allgemein: 

Lässt  man  Q'  mit  O,  Q  mit  P  zusammenfallen,  so  fallen  die  dem 
Punkte  Q'  resp.  Q  zugeordneten  Punkte  ebenfalls  sämmtlich  in  den 
Punkt  O  resp.  P,  so  dass  sich 

ux  =  (1+*)^ 

ergiebt.  Man  gelangt  zu  diesem  Endresultat  einfacher,  indem  man 
nachweist,  dass  in  der  Reihe  OP,  ?^,  w^,  wg,  ...  jedes  Glied  das 
(l-{-«)-f&che  des  voranstehenden  ist.  Man  kann  z.  B.  u^  dadurch  in 
«3  verwandeln,  dass  man  statt  der  geraden  Strecken,  OB^^  ^1^2^ 
ÄjP,  aus  denen  u^  besteht,  die  gebrocheneu  OC^B^^  Bj^C^B^^  B^C^P, 
also  statt  je  eines  Schenkels  die  Summe  aus  Schenkel  und  Basis 
eines  gleichschenkligen  Dreiecks  setzt,  wodurch  jedes  Glied  (1+»)- 
mal  vergrössert  wird. 

Die  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke  ftlr  ui  giebt  den  bino- 
mischen Lehrsatz  für  ganze  positive  Exponenten: 

Denselben  Satz  für  ganzzahlige  negative  Exponenten  erhält  man 
durch  Betrachtung  einer  andern  Reihe  vom  Punkte  O  ausgehender 
gebrochener  Linien.  Das  Netz  gleichschenkliger  Dreiecke  werde  da- 
durch erweitert,  dass  man  an  Stelle  von  k  die  Zahlen  A-|-l,  Jl-f2, ... 

setzt.    Die  Linien: 

Uj  =  OÄiB^C^  . . . 

üi  =  OB^C^D^  ... 

Uj,=  OC\D^E^  ... 

bestehen  aus  unendlich  vielen  geradlinigen  Strecken,  die  mit  einander 
einen  constanten  Winkel  bilden,  der  gleich  dem  Complemente  des 
Basiswinkels  ist  Die  Länge  der  einzelnen  Strecken  ergiebt  sich  ans 
den  obigen  Ausdrücken  für  die  Länge  der  Linien  t    Es  ist  z.  B. 

^3  =  OC^-{'CiD^+D^E^+E^F^+  .... 
^  OB,  +  CiC^+D^D^  +  E^E^+.., 
.   ,  3     ,3.4  ,,   3.4.5  3  , 

und  allgemein: 
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=  1  +  J*+-X2~'^+  1:2:3         '+••• 

Hiernach  bilden,  wenn  «^^  1,  die  Strecken  Oi,,  L^M2^  -M^iVg,  ... 
eine  Reihe  zunehmender  Grössen,  so  dass  ihre  Summe  =  od  ist 
Ist  dagegen  «  <  1 ,  so  werden  dieselben  Strecken  unendlich  klein. 
Dass  in  letzterem  Falle  die  Linie  Ux  von  endlicher  Länge  ist,  die 
obige  Reihe  also  convergirt,  lässt  sich  geometrisch  zeigen,  indem  man 
die  Summe  einer  beliebig  grossen  endlichen  Anzahl  ihrer  Glieder 
bestimmt. 

Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  q  des  Radius  OP  eine 
gebrochene  Linie  F,  die  innerhalb  jedes  einzelnen  gleichschenkligen 
Dreiecks  geradlinig  und  zwar  zu  der  Halbirungslinie  desjenigen  seiner 
Winkel  senkrecht  ist,  dessen  Scheitelpunkt  der  dem  Punkte  P  zu- 
gewandte Endpunkt  der  Basis  ist.  Dioso  Linie  schneidet,  wenn  «  <1 15 
die  sämmtlichcn  Linien  ?7„  ^2, . . .  der  Reihe  nach.  Nehmen  wir  an, 
sie  habe  sich  bis  zu  einem  Punkte  a  auf  r/]  fortsetzen  lassen.  Der 
von  Ui  und  U^  begrenzte  Teil  der  Ebene  wird  durch  die  Geraden 
iljBi,  B^Ci^  C^D^  ...  in  eine  Reihe  gleichschenkliger  Dreiecke  zer- 
legt. Trägt  man  auf  C\C^  die  Strecke  C^d^  =  C'jDj,  auf  B^D^  die 
Strecke  D^e^  =  A^45  auf  £5^4  die  Strecke  F^f^  =  E^F^  ab  und 
zieht  rijZ^j,  «4^4,  /s/]»,  so  geben  diese  Linien  die  Richtungen  an, 
welche  V  innerhalb  der  Dreiecke  QCjDg,  D^D^E^^  F^F^F^  haben 
soll.  Ist  daher  C^a'^  ^3^3?  so  schneidet  die  Linie  F,  indem  sie 
das  Dreieck  C^C^D^  verlässt,  die  Linie  U^  auf  der  Strecke  CgZ)^. 
Ist  dagegen  Qa  <  C^D^ ,  so  tritt  die  Linie  V  durch  den  Punkt  y 
der  Basis  dieses  Dreiecks  in  das  nächste  der  den  Raum  zwischen  ü^ 
und  U^  erfüllenden  Dreiecke  ein.  Ist  nun  D^y  <  ^4-^4,  so  über- 
schreitet F  jetzt  die  Linie  l/^,  wenn  nicht,  so  tritt  sie  im  Punkte  6 
in  das  nächste  Dreieck,  E^E^F^^  ein,  und  überschreitet  endlich,  dieses 
Dreieck  verlassend,  im  Punkte  b  die  Linie  r/g,  wenn  wir  ^^5^  >  E^F^ 
voraussetzen.  Dass  schliesslich  einmal  die  erforderliche  Ungleichheit 
erfüllt  sein  wird,  folgt  daraus,  dass  die  Strecken 

Cg«,     D^y  =-  D^Cj^a,     E^d  =  E^^D^Cs^a,  ... 

eine  Reihe  zunehmender  Grössen  bilden,  dagegen 

CqDq  =  s,C^D^,    D^E^^s,D^E^,    £52^5  =  «.£4^5 

nach  dem  Obigen  zu  unendlich  kleinen  Werten  abnehmen. 

Bewegt  sich  der  Punkt  q  auf  OP  nach  O,  so  bewegen  sich  auch 
die  ihm  zugeordneten  Punkte  a,  &,  ...  l  auf  mj,  u^,  ...  ux  nach  dem- 
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selben  Punkte  hin.    Nähert  sich  q  dem  Punkte  P,  so  entfernen  sich 
auch  die  zugeordneten  Punkte  immer  weiter  von  O, 

Dem  Punkte  q  liege  auf  OP  ein  Punkt  g'  so  nahe,  dass,  wenn 
durch  die  in  ihm  beginnende  Linie  V  ihm  die  Punkte  a'  auf  U^ 
und  *'  auf  U^  zugeordnet  werden,  aa*  sowohl  als  bb^  geradlinige  Teile 
von  U^  und  Ü2  sind.    Dann  ist: 


bb' 

^         E,F, 

1 
""1— 

^4^6  ""  ^&^b 

8 

and,  da  id'  = 

=  y/  = 

aa't 

bb'              1 

Sind  q  und  q'  weiter  von  einander  entfernt,  so  bleibt  diese  Re- 
lation richtig,  denn  sie  gilt  dann  für  die  Teilstrecken,  in  welche  aa^ 
und  bb'  durch  diejenigen  Linien  V  zerlegt  werden,  welche  durch  die 
den  Strecken  aa*  und  bb'  angehörenden  Winkelpunkte  hindurchgehen. 

Ebenso  ist: 
daher: 
und  allgemein: 


aa' 

~1 

1 

— « 

hb' 

1 

W~ 

(l- 

-.)* 

33'" 

.  (1- 

-»)-^ 

in  den  Punkt  0 

Ol 
Oq- 

(1- 

-,)-^ 

Versteht  man  unter  l  einen  der  Winkelpunkte  Z/j,  Jl/j,  iV^s, ...,  so  ist 
Oi=  Ö2(l  — «)-^-  die  Summe  von  1,  resp.  2,  3  ...  Gliedern  der 
Reihe  Ux.  Je  grösser  die  Anzahl  der  summirten  Glieder  ist,  desto 
näher  rückt  q  dem  Punkte  P,  so  dass  schliesslich 

ü>.  =-(l-*H 
wird.    Die  Vergleichung  mit  dem  ersten  Ausdruck  giebt: 

a_,H-.+i,+i<i±»^+... 

Lässt  man  X  unendlich  gross  werden  und  gleichzeitig  8  abnehmen, 
so  dass  der  Bogen  PL^  einen  constanten  Wert  q>  behält,  den  wir  als 
rational  voraussetzen  wollen,   so  kann  man  die  Sehne  s  gleich  dem 
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zugehörigen  Bogen  t-  setaen.     Gleichzeitig  werden   die  Basiswinkel 

n 
der^gleichschenkligen  Dreiecke  =0'   ^^^  demselben  Werte  nähern 

sich  die  Winkel,  welche  zwei  aufeinanderfolgende  Linien  aas  der  Reihe 
«1,  <g,  «8, ...  im  Punkte  F  mit  einander  bilden.  Die  gebrochene  Linie 
«1  geht  in  den  Kreisbogen  OZj,  t^  in  die  Evolvente  desselben  über. 
Wickelt  man  letztere  vom  Punkte  P  aus  ab,  so  erhält  man  die  Curve, 
der  sich  ^  n^ert,  so  dass  die  Reihe  der  gebrochenen  Linien  t  in  die 
Reihe  der  successiven  Evolventen  des  Kreisbogens  übergeht.  Die 
gebrochenen  Linien  ux  und  Ux  falleif  in  eine  einzige  aus  unendlich 
vielen  geraden  Strecken  bestehende  rechtwinklige  Spirale 

u  =>  OL^L^L^  ... 

zusammen.  Von  je  zwei  in  einem  Winkelpunkte  zusammenstossenden 
Teilen  derselben  ist  jedesmal  der  frühere  Normale,  der  spätere  Tan- 
gente derjenigen  Evolvente,  auf  der  dieser  Winkelpunkt  liegt. 

Setzt  man  in  den  obigen  Ausdrücken  für  «„  t^  ...  an  Stelle  von 

s  den  Wert  j'  ^^  ergeben  dieselben  für  A  =  oo: 

L^P  =  ZrjZrj   =  "i^    2 

L^P  —  L^L^  ™  1 . 2 . 3 

Die  beiden  von  einem  Punkte  Q  ausgehenden  gebrochenen  Linien 
V  und  V  gehen  in  eine  einzige  Curve  v  über,  deren  Verlauf  dadurch 
bestimmt  ist,  dass  sie  innerhalb  des  Kreises  die  Radien  desselben, 
zwischen  dem  Kreise  und  seiner  ersten  Evolvente  die  Normalen  der 
letzteren,  überhaupt  in  dem  Zwischenraum  zwischen  zwei  Evolventen 
die  Normalen  der  äussern  oder  Tangenten  der  innem  unter  einem 
Winkel  von  45®  schneidet.  In  den  Punkten,  wo  die  Curve  v  den 
Kreis  oder  eine  Evolvente  desselben  überschreitet,  ändert  sie  ebenso 
wie  die  Schaar  der  Geraden,  deren  Trajectorie  sie  bildet,  ihre  Rich- 
tung pötzllich  um  30®.  Da  nach  dem  Obigen  die  Curve  v  im  Punkte 
L  die  Spirale  u  =  (OLP)  in  demselben  Verhältniss  theilt  wie  im 
Punkte  Q  den  Radius  OP,  so  folgt,  dass  erstere  von  endlicher  Länge, 
oder  dass  die  Reihe: 

(OLP)  «  OL,  +  L,L^  +  L^L^+  ... 

=  14.9  I    ^^    I      y^      I 


1^1.2^1.2.3 
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convergirt.  Um  ihre  Summe  geometrisch  zu  finden,  lege  man  durch 
Zj  eine  Curve  v.  Schneidet  diese  den  Radius  OF  im  Punkte  Qj, 
so  ist: 

(OLP):OLi=  OP:OQ^ 

Demnach  ist  OQ^  der  reciproke  Wert  der  Länge  von  (OLF).  Proji- 
cirte  man  mittelst  der  Curven  v  auch  die  Punkte  ig,  1^3,  ...  auf  den 
Radius  OP,  so  erhielte  man  auf  demselben  eine  unendliche  Reihe 
von  ^Punkten,  Qj,  Qg,  Q3,  ...,  die  sich  nach  dem  Punkte  P  hin  zu- 
sammendrängen, und  deren  Abstände  von  einander  den  einzelnen 
Gliedern  der. obigen  Reihe  proportional  sind. 

Lässt  sich  die  Sehne  «  in  den  Bogen  PH^,  dessen  Länge  gleich 
dem  Radius  sei,  (i  mal  eintragen,  so  ist 

k 

g)  =  - 

Construirt  man  noch  die  zu  H^  gehörende  rechtwinklige  Spirale,  so 
ist: 

(OHP)  =  (1+«)^     (OLP)  =  (l  +  s)^  =  (1+5)/^^ 

oder  auch 

(OHP)  =  (1  —  *)-i",    (OLP)  =  (1  —  8)'^'  ==  (1  -«)-/"»> 

woraus : 

(OLP)  «  (0HP)9 
Setzt  man  also : 

(OHP)  =  i+i+r2+i:i3+- =« 

so  ist: 

Ist  OQ  =  (/,  und  schneidet  die  von  Q  ausgehende  Curve  v  die 
Spiralen  (OHP)  und  (OLP)  in  IT,  resp.  in  Z,  so  hat  man  ferner: 

OH  =  qe,     OL  =  qe'f 

wenn  die  Strecken  OH^  OL  auf  den  Spiralen  gemessen  werden. 

Ist  PR  senkrecht  auf  OL^^  und  betrachtet  man  O  als  Anfangs- 
punkt, OL^  als  Abscissonaxe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems, 
so  lehrt  ein  Blick  auf  die  Figur,  dass  die  Ordinaten  von  Xg,  L^  grösser, 
die  von  L^L^  kleiner,  die  von  LqL^  wieder  grösser  als  die  Ordinate 
von  P  sein  müssen  u.  s.  f.,  dass  dagegen,  mit  Berücksichtigung  des 
Zeichens,  die  Abscissen  von  Xj,  L^  grösser,  die  von  Zg,  L^  kleiner, 
die  von  Zg,  Lq  wieder  grösser  als  die  Abscisse  von  P  sind.  Die 
Spirale  (OLP)  muss  daher,  sobald  ihre  Teile  angefangen  haben  ab- 
zunehmen, sich  immer  mehr  auf  den  Punkt  P  zusammenziehen. 
Demnach  ist: 
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oder: 


PR^ 

L,L^ 

^L^L^+L^L^ 

—  OR^ 

OL^ 

-L,L,  +  L,Ly 

8in<p  = 

1 

1.2.3  ^   ••* 

cosg)  = 

«1  — 

1      O     \     t     Ck     O     A 

Die  Lage  eiues  beliebigen  Punktes,  z.  B.  X,  ist  in  der  Ebene 
bestimmt,  wenn  der  Winkel  q>  gegeben  ist,  den  die  durch  ihn  zu 
legende  rechtwinklige  Spirale  OX,Z^  ...  im  Punkte  O  mit  dem  festen 
Radius  OP  bildet,  und  die  Strecke  r,  um  welche  er  auf  dieser  von 
0  entfernt  ist.  In  dem  Polarcoordinatensystem  (r,  <p)  hat  jeder  Ra- 
diusvector,  obwohl  aus  unendlich  vielen  geradlinigen  Strecken  be- 
stehend, eine  obere  Grenze,  e9^  die  er  im  Punkte  Perreicht  Die 
durch  die  Gleichung 

r  ^  e9 

gegebene  Curve  reducirt  sich  daher  auf  diesen  Punkt.  Die  Gleichun- 
gen des  Kreisbogens ^PZ^  und  seiner  Evolventen  PX^)  P^,  •••  sind 
in  diesen  Goordinaten: 

r  =  1 


.-.+f 


<P         <p2 


«i+r+ 


1.2 


Die  Trajectorie  v  oder  QHL ...  wird  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
durch  die  Gleichung 

definirt,  während  im  Allgemeinen  eine  und  dieselbe  Curve  in  ver- 
schiedenen der  durch  die  Evolventen  getrennten  Teile  der  Ebene 
durch  verschiedene  Gleichungen  bestimmt  wird.  Dies  ist  schon  für 
die  etwas  allgemeinere  Curve  der  Fall,  welche  die  Radienvectoren  r 

7t 

unter   einem   von    y    verschiedenen    constanten   Winkel    schneidet. 

Ebenso  haben  auch  die  Ausdrücke  für  das  Linien-  und  das  Flächen- 
Element  für  die  einzelnen  Gebiete  besondere  Formen, 
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vm. 
Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 

Von 

Alfred  Siebel. 

Fortsetziuig  vob  XY.  in  T.   LX. 


Artikel  YI.  {%  25-34.) 

Specielle  Behandlnng  des  Annähernngs-Problems. 

A.     Zur   Darstellung  der  Wurzeln  durch  Potenzreihen. 

§  25. 
I.    Sei  {cc)  ein  beliebig  gegebenes  Intervall, 

<?  «  a?!  _  c\ 

ajj  keine  Wurzel  von  f(x)  =  0, 

so  lässt  das  Problem: 

Ein  Intervall  (x^x)  oder  (xxj)  mit  gegebenem  Anfangs- 
wert  Xj^  so  zu  bestimmen,  dass  dasselbe  keine  zwischen  c 
und  c'  liegende  Wurzel  enthält  — 

nach  §  11,  2.  algebr.  Lösung*)  (Teil  LVII,  S.  361,  Z.  1  v.  u.)  eine 
Lösung  in  folgender  Form  zu. 


♦)  aj  =  c  —a+V{x^  -  c+ay—  kfx^. 

/Google 
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Fx—Fxi+lfx^  ^  0, 

Fx  ==  i(aj— Ä)^ 
Oder,  da 

Ib—Fxj^  ==  (x  —  xi)F'u^ 

wo  t*  einen  bestimmten  Wort  zwischen  x^  und  x  bezeichnet,  und  F'(x) 
mit  X  wächst, 

einfacher: 

t  =  —-pTi  =  const.  für  alle  a^  in  (ce'). 

II.    o;  liegt  zwischen  x^  und  der  benachbarten  Wurzel  w  ^x^ 
von  ^rc  «  0,  wenn  eine  solche  vorhanden  und  c  -<  «?  <1  c'. 

Es  sei  hier  und  im  Folgenden  w  eine  ein-  oder  mehrfache  Wurzel. 

Sei  obiges  x^  bezeichnet  durch 

X 

fwmer 

Xr  =  «/iCr-l+aJr-1,     SOi   =   [  ], 

r 

(so  liegt  jeder  folgende  dieser  Werte  der  Wurzel  w  näher  als 
^         l  der  vorhergehende. 

(2)  tr  »  lim  Xy. 


Wir  wollen  versuchen,  aw  in  eine  Potenzreihe,  welche  nach  Po- 
tenzen von  fx  fortschreitet,  zu  verwandeln,  d.  i. 

«r  =  [  ]  =  «/[     «/[  ^  ...  */(x)  +  a,  ...  ]     +[  ]  ,  ]  +  [  ]     - 
r  r— 1     r-2  r— 2  r— 2  r— 1       r— 1 

in.    Es  ist,  zur  Abkürzung 
m-Anx)^r^/,,  /»«/'=2!/„  f'^(x)«r-3!/,  etc. 
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x^  =-  x-^tf-'t/ix+tf) 

=  x+(2+tr)tf+f^t^f^+/^t^f^+ ... 

Hieraus  erkennen  wir  schon,  wie  am  besten  zu  verfaliren  ist. 
Sei  kurz 

ferner 
so  ist 

Nach  dem  Taylor'schen  Satze  entwickelt: 

(1)  ^r  =  ^  +  «^fr-l  +  Mr-l*+Mr-l*+  ...  Ä-«-l^r4l", 

also 


^1— P 

(2) 

(wo                              p  =  «•■-* 

(3) 

w  =  »-j-  lim  -^r 

Als  Coefficienten  der  Potenzen  von  g  treten  Ausdrücke  von  der 
Form  auf: 

(4)  N  =  Z.ka'^.hifi.hcy  ...  +Z'.A:6'«'.Ä:6'  <*'.^vy'  ...  +  ...  , 

WO  Z,  Z^ ...  ganze  rationale  Functionen  von  Zmit  gauzzahligen  posi- 
tiven Coefficienten  sind. 

Wir  bezeichnen  einen  solchen  kürzer  durch 
{a^bßcy  ,.,,    n'<^b'ß'c'r  ...  ) 
Die  Exponenten  1  lassen  wir  fort,  setzen  also  z.  B. 

Zk^+Z\^  -  (2,  1). 
Der  Symmetrie  halber  sei 

Ä;o  =  l,    {0)^ko.Z, 
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Mit  Hälfe  des  polynomischen  Satzes*)  ergiebt  sich  fttr  die  zu- 
nSchst  auftretenden  Cm,r  folgende  symbolische  Darstellung. 

^1  =  9 

^.  =  (0)y+(l)i7* 

^,  =  (0)»+(l)i7»+(2,  i)if»+(3,  21,  ly 

+(4,  31,  I,  2V+(5,  41,  32,  31,  21,  2lV 

2     2  3      3     22 

-|-(6,  51,  42,  41,  3,  321,  31,  2,  21)^^ 

+(7,  61,  52,  51, 43,  421, 41,  31,  32,  321,  31,  21)si8 
+  ••• 

^4  =  (0)S+ ...  (3,  21,  iy+  (4_...  hg^+  (5^...  iV 

wie  C5,8        wie  ^,3 

+  (6_...  21,  ly  +  (7_...  21,  21,  hg» 

Wie  v/^)2  WIO  ^g)3 

+  ... 

Aus  dieser  kurzen  Entwicklung  ist  schon  das  Bildungsgesetz  der 
ersten  8  Glieder  von  ^r  ersichtlich.  Wir  kommen  hierauf  zurück 
(§  27). 


Hülfsbetrachtungen. 
Nennen  wir  eine  Form  wie  in  §  25.  III.  (4) 

für  welche 

aa+ftjS-fcy-f. ...  =  o'a'+i'/3'+cy+  ...  =  .,.  =  w, 
eine  Form  N  der  mten  Ordnung  und  bezeichnen  sie  durch 

(  )m. 


*)  Das  allgemeine  Glied  von  {a-\-h-\-c\-  .  .)m,  wo  m  eine  ganze  Zahl,  ist 


a«Ä/'öy  ... , 


die  Exponenten  so  gewählt  dass 
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Wir  unterscheiden  demnach  solche  der  Isten,  2ten  ...  Ortung, 
anderseits  vollständige  nnd  unvollständige,  je  nachdem  alle  möglichen 
Producte 

d.  h.  für  welche 

«+2/J+3y+...==m, 

vorkommen  oder  nicht. 

Erstere  seien  durch  m,  letztere  durch  m  bezeichnet. 

Ueber  besagte  Formen  gelten  eine  Reihe  von  Halfssätzen,  die 
sich  wie  folgt  symbolisch  ausdrücken  lassen. 

1)  ()K)«  =  ()i+m. 

Denn  das  allgemeine  Glied  in  (  )/,  (  )m  ist  proportional 

V*8^  V  •"  wo  a.l+jJ.2+y.3+  ...  «=  /, 
resp. 

VW-  wo    a.l+&.2+c.3-|-..,  =  w, 

mithin  das  in  (  )/.(  )m  proportional 

V+".  V+^-V^*^  -  wo  (a+a)l4-(/5+6)2+  ...  =-  l+m 

Folgesatz:  (  )/.(  )m.(  )n  ...  «  ( )/+•»+!•... 

2)  Die  vollständigen  Formen  lassen  sich  symbolisch  so  schreiben: 

1=(1) 


2  = 

=  (2,  1) 

=  (2, 

11) 

3  = 

-  (3,  21, 

s 

(3, 

21, 

1(2  1» 

# 

4  = 

-  (4,  31, 

a     3 
2,21, 

4 

•(4, 

31,  2(2, 1),  1(3, 

21, 

s 
1» 

WO  die  »  bedeuten,  dass  die  entsprechenden  Glieder  in  den  vorher- 
gehenden vorkommen  und  daher  wegfallen  können. 

t»  «   £  hm^iy    wo    0  =  1 
_       <=!    

3)    Sei 

m  '^  2p  oder  2p-^l, 

so  lässt  sich  m  auf  die  Form  bringen 

-       f=f4.i    

worin 

«.l-f/J.2+y.3-f  ...  «m. 
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Um  SO  mehr 

-       i=p+i    -    -     - 

wo 

a.l+/J.2+y.3+...  =  w. 

4)    Denken  wir  uns  das  Product 

p=.  l«.2^.3r  ...^» 

in  seine  einfachen  Factoren  1.1  ...2.2  ...  zerlegt  und  solche  2 

l    und    n 

in  l-^-n  zusammen  gefasst  (Vergl.  1)  und  zwar  so,  dass 

In  der  neuen  Reihe  von  Factoren,  deren  Anzahl  um  1  geringer  ist, 
d.  i.:  a+/J+y+ ...  tt— 1,  fassen  wir  wieder  2  z.  B. 

r     und     9 
80  zusammen,  dass 

Bei  dem  hierdurch  entstehenden,  wieder  einen  Factor  weniger  ent- 
haltenden Producte  verfahren  wir  in  gleicher  Weise  u.  s.  f.  bis  sich 
die  Anzahl  der  Factoren  nicht  mehr  verkleinern  lässt  Wir  behaupten: 

Diese  kleinste  Anzahl  ist  höchstens  =3. 
Beweis:  die  letzte  Form,  die  man  fOr  P  erhält,  sei 
P=«a.&.<?... , 
die  Anzahl  der  Factoren  a;,  so  muss  sein 

a  +  ft^^  +  1 
«  +  <?«     « 


h+c^     n 


addirt  giebt 


Digitized  by 


Google 


128  Siebel:   Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen, 

(x-l)(a  +  5+c+  ...  )  >?^^)(p+l). 

Nun  ist 

a+54"^+ ...  ==  w, 
also 

a;<4     (W.  z.  b.) 

t=m 
5)     Ist    Af  1  ==      £  kim  —  i, 

•=P+i    

jl^  «i  £a,b.c^ 

ausgedehnt  über  alle  a,  *,  <?  _  p,  so  dass  ^-}-&-|-^  =  "S  mithin 

A/g  *=  hah,c.d 

für  alle  o,  &,  c,  rf^^,   so  dass  a'\-b'{-e-\-d  =m,   so  folgt  aus 
und  4):  dass  man  m  die  Form  geben  kann 


§  27. 

I.    Wir  kehren  zur  Gleichung  §  25.  III.  (2)  zurück  und  können 
zunächst  sagen: 

Der  Coefficient  der  mten  Potenz  von  g  bildet  eine  Form  N  der 
(w— l)ten  Ordnung: 

(1)  ftt.r  =  (  )m-u 
so  dass 

(2)  Jr  =  (  W+(  )x5f,+(  )29'+  ...  (  )p-i^^. 
Beweis:  Wir  machen  den  Schluss  von  n  auf  «  +  1. 

Sei  (2)  richtig  für  ein  bestimmtes  r,  so  ist  nach  §  25  III.  (1) 
und  (2) 

Jr^l==g+z{(h.r9  +  C2.r9''\'  ..A-^hl     }^+k,{     j3+  ... 

von  der  Form 

Das  allgemeine  Glied  ist 
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m! 
WO 

Nach  §  26.  1),  Folgosatz,  lässt  sich  M  auf  die  Form  briogen 

M^g'i  )«,-!.(  )6.(   )..2.(  )d.3... 

also  u.  8.  w. 

n.    Ein  Blick  auf  §  25.  III.  (5)  lässt  vermuten,  dass 

!Jr  =  Og+lg^+2g^+  ...  *y+i 
WO 
,«2»'-i— 1. 

Beweiß:  (Schluss  von  n  auf  n+l)r 

Sei  (1)  richtig  für  ein  bestimmtes  r.    Wegen  §  25.  III.  (1)  kann 
dr^i  auf  die  Form  gebracht  werden 

+  eine   Keihe  von   Gliedern,    welche   die  unvollkommenen 
Formen  *  +  1»  *  iL  ^  -  ^^^^^^^"^ 

Es  ist  zu  beweisen,  dass  der  Factor  der  (m-|-  l)ten  Potenz  von  g 


far  alle 


m+1^2''  =  2(«-f  1). 


derselbe  ist,  abgesehen  von  jener  Beihe  von  Gliedern 

die  Sammation  ausgedehnt  über  alle 

»  =  0,  1,  2...  n— 1 
und  alle  a^^  tf^,  er^  ...  unter  0,  1,  2 ...,  für  welche 

«o.l  +  «i.2  +  «,.3+  . .  =  «i+l, 

Teil  LXL 
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£;^  Obigo  Bedingung  m-fl  ^2(«+l)  ist  erfüllt,  wenn 


^' 


,f. 


k      ,  Es  kommt  folglich  in  M  vor 


1)  wenn  m  =  2p+l  •  jß^es  Glied  von  ifc,|>*, 

somit  Ar,  2p 

von  Ä?|j)  — 
somit  k^^f 


^  1)  wenn  m  =  2p+l  •  jß^es  Glied  von  h^p^  \ 

ti  somit  Ar,2pf        / 

^'  V  also  A?!«». 


wenn  m  =  2p        jedes  Glied  von  A?|j)  — l.p,  i 


2)  jedes  Glied  von 

jlf,  =     2?  AjiO.wi  —  i 
•=i»+i 

3)  desgl.  von 

wo  a>l;  a,  ä,  c,  rf  ^p;  a+Ä-j-c+rf  —  m, 

(Wenn  m  =  2p,  so  kann  ä  =  0,  c  «  p — o,  rf  =  p  sein). 
Aus  1),  2),  3)  in  Verbindung  mit  §  26.  5)  resultirt 

also  auch 

Nun  gilt  der  Satz  (1)  für  r  =  3,  also  auch  für  r  =  4  u.  s.  w. 

Die  Feststellung  des  Baues  von   Cs^-i.r,  6'9f2.r  ...  möchte   auf 
grössere  Schwierigkeiten  stossen  und  nehmen  wir  hier  davon  Abstand 


§  28. 

I.     Wenden   wir  uns   der   Bestimmung   der   Coefficienten   Ci,r, 
C2,r  ...  selbst  zu. 

Aus  §  25.  in.  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  identisch 

woraus  durch  Gleichsetzen  der  Coefßcienten  der  gleich  hohen  Potenzen 
von  g  auf  beiden  Seiten : 
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«.r  ==««,,-1  +  1 

(k,r  =-  zCs,r-^l  +  l\2C\,r-\C2,r-l  +  h^,r^l^ 
C4,r  =  zCi.  r-1  +  ifci  (26^.  r-lft,  r-l+  fö,  r-1*) 


oder,  wenn  in  Uebereinstimmnng  mit  §  27.  II.  (1) 


(3) 

gesetzt  wird, 


1)  Zi^r  =  Z^l.r-l  +  l 

2)  ^2,r  =  2^.  r-l  +  ^U  r-l* 
(4)                         .{3)  J?V  =  «^'3,r-l  +  ^l.'-l* 

4)  Z\r  =  ZZ\  r-i  +  2Zi,  r-l^.  r-1 

II.    Aus  I.  (4)  1)  folgt  durch  wiederholte  Anwendung: 

2l.r- Ä(»^l,r-2+l)+l««2^1,  r-2  +  «  +  l  -  ...  =  «'-l  +  «»-2+...;5+l ; 

in  geschlossener  Form 

(1)  («-l)^l.r«2»-  — 1 

Aus  I.  (4)  2): 

Zi^r  =  »(«-Z2,  r-2  +  ^1,  r-2^)+Z\,  r-1* 

=  ««(«J22,  r-8  +  ^1.  r^fi)+zZi,  r-2*  + -^1 ,  r-1* 

Die  Coefficienten  -Zi,^,  ^1,3  sind  aus  (1)  bekannt,  -Z'g,^  =  1,  und  es 
kommt: 

(«— l)2^2,r  =-  Ä*-2(«  — l)2-j-2r-3(g2_l)2_j.^r-4(<gS_  1)2 
+  ...«(«»-2— l)a+(«r-l)2 

—  2«»-i  — 2a»-i—  ...  —  2z«-i  — 2»»-i 
H-«''-2+;jf-3^  ...  +z-\-l 
=  («»•  +  !) (;8»-2-|-«r-8^  ...  ^-f-l)  — 2(r— 1>»-M 

9* 
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in  geschlossener  Form 

^^'       \  -22»^— l--(2r— 1)(2  — l)«»-!. 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  aus  I.  (4)  3) 

Ä*— 1  « — 1       '      ^  z  —  1 

(3)      {z  —  !)*(«  +  l)Z'3,r  «  2»+l  («2t'-l)  —  1) 

(3)*      J(2-1)S(2+1)-^V  =  z''-2[^2r_l  +  (^2_l)((^»_3^4.1)^ 

—  (r«—2r+2))]—(2+l)(l  +  «2'-2((2r— 3)3— (22-3))). 

Die  Coefficienten  C4.r,  Ch,r  ...  lassen  sich  mittelst  des  Polynomi- 
schen Satzes  oder  der  bekannten  Formeln  für  die  Entwicklung  von 

(ao+a,x+a^«4-  ...  )«  =  Ä^+A^x-^-A^^-^-  ... 
finden  *). 

§  29. 

Bedeutend  einfacher  gestaltet  sich  die  Entwicklung  ?on  ^r  nach 
Potenzen  von  g  für 

(1)  z^l+tf'{x)^0 

Schliesst  das  Intervall  {cc)  die  Wurzel  %t  ein,  ändert  in  dem- 
selben/'a;  und/''x  ihr  Zeichen  nicht  und  liegt  x  zwischen  c  und  c' 
auf  deijenigen  Seite  von  tr,  wo  fx  und  f'x  gleiche  Zeichen  haben, 
so  ist  die  Annahme  2  »  0  statthaft. 

Setzen  wir  in  §  28.  I.  (2)  2  <=  0,  so  kommt 


*)  E«  ist 

QqA^  =  ma^A^ 

200-^2  =  2ma2^o  +  ("»--  l)«iA 
3ao^3  =  3mAji4o+(2m-  \)a^A^+{m'-2)a^A^ 
AoqA^  «  4fnaiAQ  -f-  (3«i  —  l)fls^i + (2»»  —  2)a^A2 
-f  (m— 3)ai^8 
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Cl.r  =  l fürr^l 

G>,r  =  ÄTj „  r^2 

(2)      <       Cb.,«;ta  +  2V »'•^3 

Wir  sehen  hieraus:  die  Coefficienten  C\,rC2,r ...  ^»r  sind  von  r 

unabhängig  wenn  r  ^  4,  und  wenn  wir  uns  die  Entwicklung  von  §  28. 

I.  (2)  fortgesetzt  denken  mit  Hülfe  von  §  28.  Anmerkung,  so  crgiebt 
sich 

IOlff^      (^2,r  ...   C«i,r   •»•   w,r 
sind  in  dem  Fall  «  =  0  nur  von  Är^,  ^•,  ...,  nicht  von  r  ab- 
hängig. 

Mithin  ist 

ICtn,r  "^  C7|»,ooj   sei    =  Cm, 
< 
wenn  m  ^  r. 

(5)  Jr  =  Ci^+Ci<7'+  -  Cr^l9'-^-\-Crg'+Cr-^l,r9'^^+  ... 

Zwischen  beiden  Werten  besteht  die  Belation 

g  =  dr  —  k^Jr^i^ — Zs}^/r-l'—  ...  —  A'n-l^i- -1** 

und  es  folgt  hieraus: 

'     ^u  ^«?  ^8  •••  sind  die  Coefficienten  der  sogenannten  um- 
1    kehrten  Reihe  von 

(6)  <  g^  J-k^^'—k^d^— ...  — iH-lJ»* 
I    d.  i.: 

l  d  ^  C,g+C^^+ ... 


§  30. 

I.    Betrachten  wir  die  Summe  der  r  ersten  Glieder  in  §  29  (5) 

8r^  Cjg+C^^+...ar 
etwas  näher. 
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Die  Coefficienten  ergeben  sich  nach  den  bekannten  Formeln  für 
die  Umkehrnng  der  Reihen: 

C/j  ^^  AJj 

(1)      {    C5  =-  i4Jki*  4-  2ifci*Ä;2 + ßk^k^  4-  3^•2* + it^ 

Q  =  42Ä:l6  +  84Ä•,»Ä:«  +  28Ä;l*Är3  4-28^•iifc22+7Ä:lÄ:4+7Ä:^3+it5 

II.    Ein  Bildungsgesetz  für  Cj,  C^  ...  finden  wir  wie  folgt. 
Die  erste  Reibe  in  §  29.  (6)  ist  identisch  mit 

also 

Die  umgekehrte  Reihe  für  J  ist 

J  ^  F(-fx)  «  F(0)+~^^^-  (-/x)+  -2^^(-A)«  +  ... , 
wo 


F(0) 

=  0 

F'(0) 

=  rf( 

1 

sei  = 

'  9i« 

F"(0) 

=    . 

.    .    . 

q>\x 
-  fx^ 

sei 

=  ^gX 

if^(0) 

.    .    . 

sei  • 

«  qp^a; 

sei 

=  ^>rX 

(1) 


also  unser 

(3) Cr  =  '^f'(/'«y. 
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Sei  wie  früher  zur  Abkürzung 

1  t/x^"^^ 


(4)         \  ferner 

Die  Gleichung  (2)  ist  gleichbedeutend  mit 


'ICr         ,      dt  .*r       ., 


oder,  da 

t'  —  2*1«,    mit 

(5)  rCr  =  2(r-  l)Cr-liiH-  CV-l. 

Ferner 

^•■-(r-f-Dl-l-rCr-t-l)! 

(6)  A'r  =  (r+2)fc,+i  +  2*,ifcr- 

Mit  Hülfe  von  (5)  und  (6)  findet  man  saccessive 

=  »'. 

in.    unter  der  Voraussetzung,  dass  x  der  Wurzel  w  hinreichend 
nahe  liegt,  findet  man  auf  bekannten  Wege : 

l    Die   Reihe  Sr  convergirt    und   hat  zur   Grenze 
U)         \    w—x^  mithin 

I  w  —  a;+  lim  Sr 

Je  grösser  r,  desto  näher  kommt 

X+Sr 

der  Wurzel  w  und  zwar  auf  der  pos.  oder  neg.  Seite.    Bleibt  man 
beim  ersten  Gliede  stehen,  so  hat  man  den  Euler'schen  Näherungswert 

x+g  ==  «-^-^ 
wenn  beim  2ten  Gliede,  so  kommt 
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u.  s.  f.  die  bekannten  Näherungswerte*}. 
Geometrisch  gcdeatct  ist 

die  Abscissc  des  Durchschnitts  der  X  Achse  mit  einer  Curve,  deren  Gleichung 
von  der  Form  ist 

X  =  F(y)  =>  (Joy+Ay*+  -  ßry' 

und  welche  mit  der  Cnrvo 

,  y  =/aj 

eine    Berührung^  der  rten   Ordnung   in   dem  jenem  x  entsprechenden  Curren- 
punkt  hat.     (Die  Bedingung  ist,  dass  fftr  beide  Curven 


dy 

rf«y 

rf'y 

dx' 

dx*  '" 

rfy 

übereinstimmen, 

rfr+ly 

dagegen  nicht. 

B.    ßestimmung  von  o;  in  §  25.  I.  (1). 

§  31. 

Sei  10  eine  Wurzel  in  (cc'),  c<^x^  <Ic',  so  ist  nach  §  25.  und 
§11. 

(1)         )    ein  zwischen  x^  und  tr  liegender  Wert,  wenn 
f  ____   t k 

WO 

1)     a>0 

und  bei  Unterscheidung  der  Fälle 

oder  einfacher,  wenn  lo  keine  mehrfache  Wurzel  ist) 

Jj    {/(«'+o)5o 

*)  Methode  von  Lagrauge,  Mem.  der  Bcrl.  Akademie,  24.  Bd. 
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2)  r  =  «:  ad  a) 

r  =^  Exponent  des  1  stcn  negativen  Gliedes  von 

/(«+<?)  =  Coa:»*  +  CiX"--l+  ...  CnX  ad  b) 

3)  *  =  Jcnx.  ad  a) 


mit  Ar«,i  den  absolut  kleinsten  unter  den  \  ^    *  >  Werten  von 

bezeicbnet. 


(2) 


h  =  hny*  ad  b)    (beliebig  <<0  wenn  cq,  Cj  .,.  c»-i>>0),   mit 
mit  Ar»t,i  den  absolut  kleinsten  unter  ( 

^—  ...  i,  bezeic 

Ist  {ri<ltr,  <?'>%  aber  unbestimmt  ob  c* ^w^   so  liegt 
deijenige  der  beiden  Werte 

aj  =  Xj  -f-  ^/xj     und    c', 

r    welcher  sich  näher  an  y^  befindet,  zwischen  x^    und  w, 
l    Analoges  gilt  für  jede  obere  Grenze  xj  von  w. 

§  32. 
Das  a;  in  §  31.  (1)  als  Function  von  a. 

Der  Coefficient  h  =-  hn\  ist  von  der  Form 
also 


0    .- 


wo  e  im  Allgemeinen  jeder  der  Exponenten  n ...  1  sein  kann. 

Durchläuft  a  alle  Werte  von  0  bis  -|-  oo,  so  ändert  sich  e  in  der 
in  §  14.  (T.  LVIII.  S.  130)  festgestellten  Weise. 

Wie  dort  sei 

{flt  a'a)  dasjenige  Intervall  von  a,  welchem  e  =  r  —  *  entspricht 

ö       in  diesem  das  vorteilhafteste  a,  d.  h.  für  welches  «— a-j  ab- 

9 

solut  am  grössten. 
o;       das  zugehörige  x. 
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a        f 

^       /die  Oberhaupt  vorteilhaftesten  Werte  von  a  und  x. 

X         » 

Es  ist  a  dasjenige  a,  far  welches  die  Function 
wo 

d  =  c' —  c, 

den  grössten  Wert  besitzt. 

Die  Differentiirung  nach  a  crgiebt: 

(d+o)2(»'-i)(?»  =  (rf+a)»-i(*— ö)«'^-'-^  — (rf+a)'-V— IV"^, 
(rf+ay6?'(a)  =  a»-*-i((r-e)rf— (c  — l)a), 

somit 

G^'a>0    wenn     a<^~^-rf. 
<  >^-l 

Hieraus  l&sst  sich  erkennen,  welchen  Verlauf  G(a)  nimmt,  wenn 
a  von  0  bis  +00  wachst. 

/  1 

Ist  1)  6  «  r,  80  nimmt  0(a)  beständig  ab  (von  -r^    bis 

0),  daher 

«0  =  «0 

2)  6=1,  so  wächst  G{a)  mit  a  (von  0  bis  1),  fol^ch 


(2) 


V 


3)  1<C  e<  r,  80  wächst  G(a)  mit  bis  zu  dem  Werte,  der 

a  =  a  «  -_^v  d  =  — — T  .  rf  entspricht 

D  m 

a  =  mittlerem  der  Werte  ö„  ö',,  a«. 

Das  der  Wurzel  w  am  nächsten  kommende  x  bereclmet  sich  wie 
folgt. 
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Ermittle  füV  jeden  möglichen  Exponenten  e  (die  Be- 
deutung von  e  gellt  ans  der  von  Xr«,  siehe  ohen,  hervor)  der 

i  neff   1  ^^^^^"^  ^"^®^  ^0  ^1  "Cn-\  je  nachdem  {xi'—vo)fx^^O^ 

»  - 
das  a  nach  (2),  die  entsprechenden  x  nach  (1)  und  nnter 

diesen  das  von  x^  am  meisten  abstehende. 


Beispiel. 
Die  kleinste  Wurzel  lo  von 

36«* -13,2a;»+l,44a;2+4,312a; -0,3584  -  0  (3  Wechsel) 
zu  berechnen. 

Für  c  =  0,  ar^  =  0  finden  wir 


D       1  /  4,312 


»,3107. 
1 


Sei  a  =  0,311 ,   so  wird  ^  =*  ^4  —  qc 

0,3584 


X  —  art  = 


4.36.(0,311+0» 


und  unter  Anwendung  des  Kriteriums  (2)  in  §  31.,  indem  wir  o'=0,05 
wählen, 

tr>0,05. 

(Die  weitere  Annäherung  geschieht  am  zweckmässigsten  nach  der 
Enler'schen  Methode,  was  sich  heraussteUt,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  0,1  transfonnirt  und  /"(0,05)  berechnet,  /"(0,05)  ist  =  0). 


§  33. 
Seien  die  er«  der  Grösse  nach 

V  =  0),     Äj,     &,   ...  Äm-l,  hnt  .  «») 

ferner  e^      Cj  ««-i        em{^r) 

oad  «0      «1  «»»-1        «m(=0) 

die  den  darttber  stehenden  Intervallen  zugehörigen  e  und  *(«=  r  —  c). 

Dadurch,  dass  man 

c    und    c' 
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der  Wurzel  w  sehr  nahe  rückt,  lässt  sich  erreichen,  dftss 


m 


r  —  6, 


für  e  =  «m-i : «  =  - -|(<?'— c)<;im-i 
g       e      1 

„     «  =»  «m-2 :  „  =  „  <<  *m-2 

mithin  nach  §  32.  (3) ,  wenn  nur  die  Exponenten  «^ ...  e»»  ins  Ange 
gefasst  werden, 

a  =  ftj 
Unter  obiger  Voraussetzung,  dass  w  —  c  sehr  klein,  ist  ferner 

«0  =  1 

falls  das  Vorzeichen  von  (x^  —  w)f^i  mit  dem  von  cn-i  '='f\c)  über- 
einstimmt. 


Nach  §  32.  (3)  ist 


t) 


Unter  allen  a  zwischen  0  und  -j--®  ist  folglich 


Der  Formel  §  32.  (1)  genügt,  wenn  das  Vorzeichen  von 
ar,  —  w  =  dem  von  — -  J 

(1)  <  ^^  a  =  ftj  =  kleinste  der  Wurzeln  der  Gleichungen  k^  «i-m, 
für  m  der  Reihe  nach  die  Exponenten  deijenigen  Glieder 
von  /(«+c)  ==  0  gesetzt,  die  dasselbe  Vorzeichen  wie  ch-i 
haben , 


\       '• 


r      ch- 
Nach  Obigen  ist 


(2)  i 

(  wenn  c' — c  hinreichend  klein. 
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§  34. 

In  dem  Ansdnick  fOr  a;  in  §  33.  (1)  kommen  vor: 

a-i,  c\  e\    r,  <?«-i,  «i  «=  p,  «»-p 

von  denen  die  drei  ersten  von  einander  unabhängig  sind,  die  übrigen 
nar  von  c  abhängen. 

Dadurch,  dass  wir  bei  constantem  x^  und  c'  das  c  dem  w  nahe 
bringen,  können  wir  erreichen,  dass  bei  weiterer  Annäherung  von  c 

r  unverändert  bleibt, 

nicht  aber  im  Allgemeinen  e^. 

Nehmen  wir  vorläufig  auch 

e^zsr  p  =  const. 

an  und  untersuchen  die  Abhängigkeit  des  x  von  e  bei  gegebenem  xj 
und  e\ 

Es  ist 

-r-arj rf(x,).F(e\ 

wo 


F{c) 


(1) 

p-i 


m 


r        'McY 

Die  vorletzte  dieser  Gleichungen  differentürt,  giebt  wenn  kurz  F, 
i^,/  ...  statt  F(c),  F'(ü),  f(c)  ...  und  (  )  stott  (c'—c+a)  gesetzt 
wird: 


(Yf'^F' 


(2)     „       «(o'^c){(r~l)/'g-ar)+a((r~l)/'-ar). 

Um     -    zu  bilden,  differentiiren  wir  die  sich  aus  (1)  ergebende 
Formel 
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(;)" 


aP-\fP=^  R,ff^    WO     Ä  = 


r 


al*-l/P+l-}.(p~l)aP-2^/P  =  Rf\ 
da       7^/^— aP-l/P4-l 

Der  Factor  von  (c'—e)  in  (2)  ist  ein  Bruch,   dessen   Nenner 
—  {p  —  \)aP-^fP  und  dessen  Zähler  -= 

Gleichung  (2)  geht  über  in 

^'''^ji''^-nF\c)  ^  (c'- c)G(c)  +  H(c), 
,     worin 

G^(-) ö>^=^lP''  ' 

i/(c)  =  (r-l)/'-a/'. 

Ist  1)  c' — c  hinreichend  klein  und  H(c)  ^0,  so  ist  das 

Vorzeichen 

von  F\c)  =  dem  von  H{c) 


(3) 


Ist  2)  H{c)  ==  0,  so  ist  jenes  =  dem  von  G{c), 

[den  z\ 
1.  Fall:i)>2. 


Wir  unterscheiden  zwei  Fälle:  7)  «=  2. 


Haben/"  und/'  entgegengesetzte  Zeichen,  so  ist  (r-lj^n — ö<CO, 

/' 
haben  sie  gleiche,  so  (r  — 1)t7/>0. 

(Siehe  die  Bedeutung  von  ;>  §  33  (1)). 

f 
also:  Vorzeichen  von  (r — 1)^7-/—«  =»  dem  von/'y 

nach  (3)1)      „  „  F'(o)     =    „       „  /'. 
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2.  FaU:  p  =  2, 

Da  a  =  ^Tfi  ^  («•~l)/>  80  ist  H(p)  «  0, 

so  dass  also  (3)  2)  gilt 

Aus  Vorstehendem  lässt  sich  schliessen: 


(4) 


Ist  (c'-— (?)  sehr  klein  und  entweder  i?]>2  oder  />  =  2 
und  dabei  6r(c) . /'(c)  >>  0,  so  wird  der  Absolutwert  von 
(o;— arj)  in  §  33  (1)  grösser,  wenn  man  e  um  eine  unend- 
lich kleine  positive  Grösse  %  ändert. 

L  Folgesatz:  Ist  die  Bedingung  in  (4)  für  alle  c  zwischen 

(5)        \     c  und  tp  erfüllt,  so  ist  der  Absolutwert  von  (x^x^)  um 
f     so  grösser,  je  näher  c  an  w^  bei  constantem  x^  und  e\ 

Dies  gilt  auch  wenn  an  der  Stelle  c  das  p  nicht  constant  ist, 
sondern  e^  von  p  in  q  übergeht 

Denn  unter  der  Voraussetzung  in  (4)  ist,  wenn  das  F{c)  in  (1) 
mit  Fp{c)  bezeichnet  wird,  absolut: 

Fp{c+e)  >  Fpic) 
^rf(x^)Fp{c+e)  >  -rf(x^)F,(c) 
-rf(x^)Fpic+e)  >  -rf(x^)Fp(c+e) 
um  so  mehr  „  >>  —rf(xi)Fp(c)        (W.  z.  b.). 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  nicht  sagen,  dass  (x^x^)  absolut  um 
80  grösser  sei,  je  näher  c  an  w  liegt,  einem  entfernteren  c  kann 
eine  grössere  Annäherung  an  die  Wurzel  entsprechen, 
auch  wenn  c'— c  sehr  klein  ist 

Wir  haben  uns  bisher  mit  den  Problemen  der  näherungsweisen 
Bestimmung  und  Trennung  der  reellen  Wurzeln  von  einem  be- 
liebigen Werte  aus  beschäftigt. 

Im  nächsten  Artikel  wollen  wir  die  analogen  Probleme  für  die 
complexen  Wurzeln  in  Untersuchung  nehmen. 
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EL 


Sur  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
repr^sent^e  par  T^quation  XYZ  =  T*- 


Par 

Paul  Appell. 


Les  coordonn^cs  d'un  point  de  cette  surface  peuvcnt  s'exprimer 
en  fonction  de  deux  param^tres  u  et  t?  de  la  maniere  snivante : 

(1)  r«  y<5a*t«+aii 

a  et  a*  6tant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunit^,  c'est  k  dire 
T^rifiant  la  relation 

l+a+a«c=o 

Les  courbes  repr^sent^es  par  les  6quations  (1)  qaand  on  y  supposc 
u  ou  V  constant  sont  les  lignes  asymptotiqaes  de  la  surface.  Pour 
le  demontrer  nous  allous  faire  voir  que  le  plan  osculateur  k  la  ligne 
V  =>  Vi  est  tangent  k  la  surface.    Seit 

(2)  AX+BY-^-CZ+DT^O 

requation  du  plan  osculateur  k  la  ligne  v  =  v^  au  point  u  =  »,  •, 
r^quation 

devra  admettre  la  racine  triple  u  » t^.  II  faut  donc  que  u^  seit 
racine  de  cette  ^quation  et  de  ses  deux  premi^res  d^riv^es;  ce  qui 
donne  pour  d^tenniner  les  coefficients  A,  B,  C,  D  les  relations 
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^^«j+a«»4-j_^ga«ii,H-«»i-|-C'«'«i+»i  +  i>  =»  0 

Ajontons  ces  relations  membre  a  membre;  nons  en  d^dnisons 

Mnltiplions  la  denxi^me  des  relations  par  or,  la  troisiöme  par  a^  et 
ajontons  les  de  nouveau;  nous  avons 

Enfin  mnltiplions  la  denxi^me  par  a^,  la  troisi^me  par  a  et  igontons, 
noas  avons: 

L'^nation  (2)  dn  plan  oscnlateur  est  donc 

(3)  Xe-««i"-«*«'i  +  re-«'««i-«»i +-^e-»<i-''i  — 3T  =  0 

Or  il  est  facile  de  voir  que  le  plan  est  tangent  ä  la  surface.    En 
effet  requation  du  plan  tangent  ä  la  surface  au  point 

est 

XFiZi  +  FZiXi + ZX^  Fl  -  STTj*  =  0 

ou 

on  enfin 

Jf^-a«,-a*e,  ^  rc-o«!«»-«»^  -|-Ze-«i-''i  —3^—0 

ce  qui  est  justement  l'^quation  (3). 

La  ligne  v  ^  v^  est  donc  bleu  une  ligne  asymptotique  de  la  sur- 
ÜEice.  On  verrait  de  m§me  que  la  ligne  u  »  f«,  est  une  ligne  asymp- 
totique de  la  surface. 

Paris,  le  21  Mars  1877. 
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X. 


Zur  Kinematik  des  Auges. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.    Allgemeine  directe  Stellnngs&nderang  darch 
eine  Rotation. 

Bekanntlich  lässt  sich  ein  starres  System  dorch  Rotation  um  eine 
Axe  aus  jeder  Anfangslage  in  eine  beliebig  gegebene  Stellung  bringen. 
Die  Lösung  wird  gewöhnlich  constructiv  gegeben,  doch  eignet  sich 
gerade  für  diese  Aufgabe  die  analytische  Behandlung  besonders,  da- 
mit der  Einblick  nicht  durch  die  Vorstellung  einer  so  grossen  Man- 
nichfaltigkeit,  wie  jene  Bewegung  sie  darbietet,  bedingt  sei. 

Da  es  sich  nur  um  die  Stellung  handelt,  so  können  wir  einen 
Punkt  des  Systems  als  fest  annehmen.-  Dieser  sei  Anfang  der  im 
Räume  festen  Coordinaten  xyz  und  der  am  bewegten  System  festen 
^1^1^19  welche  durch  die  Relationen 


«  «carj+ciyi  +  cg«! 


(1) 


verbunden  seien.  Die  Axensystemo  der  xpM  und  x^y^z^  mögen  jetzt 
die  Anfangs*  und  Endstellung  repräsentiren.  Es  seien  also  als  con- 
stant  gegeben- die  Richtungscosinus 

gegen 


der  Axen  der 

^1 

Vi 

% 

(    "^ 

a 

«1 

a. 

die  Axen  der 

' 

b 

h 

h 

(    z 

c 

^ 

ö» 
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Die  Mchtangscosiniis  der  gesuchten  Rotationsaxe  seien  A^  B^  C  be- 
zfiglkh  anf  die  Axen  der  or,  ^,  «. 

Geht  nun  ein  Punkt  P  durch  Rotation  um  dieselbe  in  P^  über, 
und  sind  ar,  y,  z  die  Coordinatcn  von  P,  und  «j,  yj,  «^  die  von  Pj  in 
Bezug  auf  das  Baumsystem,  so  wird  derselbe  Punkt  P^  bezüglich  auf 
die  Axon  der  a-j,  y,,  is^  durch  die  Coordinaten  2;,  y,  9,  bezüglich  auf 
die  Axen  der  x^  y,  «  durch  die  Coordinaten  (c^,  y^,  «^  bestimmt. 
Folglich  ist  gemäss  den  Relationen  (1)  * 

yi  =  %+*,y+V    [  (2) 

«r^  =  ca;  4~  ^1^  "f*  ^9^     ' 

Nach  diesen  vorbereitenden  Festsetzungen  sind  die  Bedingungen 
der  Rotation  aufzustellen.  Erstens  müssen  P  und  P^  auf  einer  Ebene 
liegen,  die  normal  zur  Rotationsaxe  ist  Diese  schneide  letztere  in 
N  im  Abstand  =  u  vom  Anfangspunkt.  Ihre  Gleichung,  sofern  beide 
Punkte  sie  befriedigen,  lautet: 

Ax+By+Cz  =«    I  ^3^ 

Zweitens  muss  PN=^P^N  sein.  Bezeichnet  r  den  Radiusvector,  der 
vermöge  der  GL  (2)  für  P  und  P^  denselben  Wert  hat,  so  ist  be- 
diDgungslos 

PN^^P^N^^r^—u^ 

und  wir  brauchen  nur  zu  notiren: 

x^+y^  +  z^^x^^  +  y,^+z,^^r^ 

Drittens  muss  der  Winkel  PNP^  ==»  fi  f ür  alle  Punkte  (myz)  denselben 
gegebenen  Wert  haben.    Dies  wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 


(x-'Au){x^^Au)      {y--Bu){y^-'Bu)  ,  {z-Cu){z^'-Cuy  _ 
r*  —  M*  '  r^ — t*' 


TziTt 1 ^iäzirä r 12=72 cosfi 


oder,  entwickelt  mit  Anwendung  von  (3): 

fA^U^  «cos^ 

woraus : 

t«*(l— COSfi)  ==  aar,+yyi  +  ««i— («^^+y*+«*)cosf* 

das  ist  nach  (2)  und  (3): 

{Ax-\-By'^CzY{l  —  co^\k)  ='a;(aa;+aiy+a2»)  +  y(&n+^iy+V) 

^zicx-^-  cjy  +  cg«)  —  (flj2+y*+ «*)  COS  fA 

10* 
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Um  nun  aus  vorstehenden  Relationen  die  Werte  von  -4,  jB,  C 
xü  finden,  identificiren  wir  bloss  die  Coefficienten  der  letzton  Glei- 
chung.   Dies  giebt: 

-4*(1  — cosfi)  =  a  — cosfi 

-B*(l— COSfi)  «  ^1— ^COSfi 
C*(l  — COSfl)  =  C^  — COSfi 

,  2BC(1  —  cos  fi)  =  Z»2-f  ci 

2C4(1— cosft)  =  c  +0, 
2AB  (1  — cos  ii)  =  oi+b 


W 


Durch  Addition  der  3  ersten  Gleichungen  erhält  man: 

cos  fi  =  2    ^^^ 

durch  Division  je  zweier  der  3  letzten: 

Äib^+c,)  «  ^(c+a,)  =  C(ai+ft)  =  Z>  (6) 

und  zwar  ist 

oder  nach  (5) 

Hiermit  sind  die  3  ersten  Gleichungen  erfüllt;  da  aber 

=  (ft2+<?i«)4-(ci+«^2)— -(^A+öiö«)  —  (V1+V2) 
—  (5j+cj)(l  +  a  — 5^  — c,)  =-  2(5j+ci)(a— cosft) 

=  2^»(l-C0Sft)(i»2  +  Cj,) 

und  analog 
(«1  fÄ)  (Ä2+ ^1)  =  25^(1  -  cos  11)  (c+a^) 

ist,  so  folgt  nach  Multiplication  die  sechste  und  ebenso  die  übrigen. 
Daher  giebt  es  stets  eine  und  nur  eine  Rotationsaxe  und  einen  Bota- 
tionswinkel  11  bestimmt  durch  Gl.  (6)  (7)  (5),  welche  das  Axensystem 
aus  einer  in  die  andre  gegebene  Stellung  überführen. 

Will  man  umgekehrt  aus  gegebener  Rotation  um  gegebene  Axe 
die  resultirende  Stellung  finden,  so  hat  man  unmittelbar: 

a  =  ^«+(1  — ^*)cosfi;     5i  =  Ä«  +  (l— 5«)co8;i 
cg=  c^-l-Cl  — C*)cosfi 
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Yon  den  übrigen  Bichtongscosinus  sind  zunächst  die  Summen  dreier 
Pare  bekannt.  Die  Differenzen  derselben  Pare  werden  durch  die 
allgemeingflltigen  Relationen 

auf  eine,  z.  B.  <ii— 5,  zurückgeführt,  die  dann  allein  irrational  durch 

bestimmt  ist.  Setzt  man  fCür  a,  6^,  c^,  ^s'-h^?  ^"f*^)  ^4*^  iture 
Werte,  so  ei^ebt  sich: 

^  \  =  jB(7(1— cosf*)  +  -4sinfi     \ 

>  «=  04 (1  —  cosfi)  ±  B sinj*      >  (8) 

^  >  =  Aö(l  — cosfi)  iCsiuf* 


§.  2.    Abhängigkeit  der  Augenstellung  von  der 
Sehrichtung. 

Der  Augapfel  lässt  sich  als  eine  Engel  betrachten,  die  sich  in 
ihrer  Oberfläche  verschiebt;  ihr  Mittelpunkt  O  ist  daher  ihr  fester 
Punkt  Selbstverständlich  wird  die  Augenhöhle  immer  als  ruhend 
angenommen,  und  jede  Bewegung  des  Auges  bedeutet  eine  zu  ihr 
relative.  Alsdann  sind  überhaupt  3  unabhängige  Bewegungen  des 
Auges  denkbar,  von  denen  aber  dasselbe  nur  2  ausführen  kann.  Da 
nun  die  Sehrichtung  nach  2  Dimensionen  variabel  ist,  so  ist  durch 
sie  immer  die  AugensteUung  vollständig  bestimmt;  es  handelt  sich 
um  den  analytischen  Ausdruck  der  Abhängigkeit. 

Das  Listing'sche  Gesetz,  welches  die  Bedingung  enthält,  setzt 
eine  gewisse  Normalstellung  des  Auges  voraus,  auf  welche  alle  andern 
Stellungen  Bezug  haben.  Das  Gesetz  besteht  dann  darin,  dass  die 
Sehlinie,  d.  i.  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Linse  gehende  Radius, 
von  der  Normalstellung  aus  nach  jeder  andern  Stellung  hin  längs 
einer  Ebene,  und  diese  in  sich  selbst  gleitet,  oder  einfacher,  dass  der 
Augapfel  von  der  Normalstellung  aus  nur  um  Axen  normal  zur  Seh- 
linie rotiren  kann. 

In  der  Normalstellung  mögen  die  am  Auge  festen  Axen  der  a^, 
^1,  z^  mit  den  im  Räume  festen  Axen  der  ar,  y,  »  zusammenfallen, 
und  zwar  sei  die  Sehlinie  Axe  der  s^.    Wenn  dann  das  Auge  von  der 
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Nonnalstellting  aus  rotirt,  so  ist  C »  0,  daher  nach  (6)  I>  »  0,  «nd 
demzufolge  wieder  nach  (6) 

^»+^i==0;    c+a,=0  (9) 

femer  nach  der  dritten  Ol.  (4) 

Ci  «»  cosfi  (10) 

mithin  zufolge  (5) 

^2-«+*i-l  (11) 

Jetzt  erhalt  man  mit  Anwendung  von  (9): 

Zu  beiden  einzeln  addirt  (11)  giebt: 

1+0,  «  (l  +  c,)Ä,+V  =  (l  +  e,)a+V  (12) 

Endlich  findet  man  mit  Anwendung  von  (9),  dann  von  (12): 

—«1««  ==  «i<^  ==  *«+<?!«  =»  *»(1— a)  «  j^T^ 
Demnach  entspricht  der  Sehrichtung  (a^nc^)  die  Augenstellung: 


(13) 


1+^2'        '  1+^2' 


Das  so  specialisirte  Orthogonalcoefficientensystem  hat  folgende  Eigen- 
schaft, von  der  wir  Anwendung  zu  machen  haben.  Bezeichnen  L,  M, 
N  und  i",  3f",  jV"  die  Richtungscosinus  einer  beliebigen  (Jeraden 
gegen  die  Axen  der  x^  y^  z  und  bzhw.  der  arj,  y^,  «3^,  so  ist  nach  (13) 

M^'^^a^L+biM+CiN^M—b^K  (  (14) 

N*'  ^aiL+b^M+CiN^'-N+{l+c^)K     ) 
wo 

1  +  ü,  1  +  c, 

gesetzt  ist  Die  Grösse  K  möge  der  Modul  der  Greraden  in  Bezug 
auf  die  Sehrichtung  heissen.    Ist  derselbe  null,  so  hat  man: 

X"=i;    M"=M',    N^'^-'N  (16) 
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Dies  findet  statt  bei  allen  Geraden,  die  in  der  Ebene 

liegen  (oder  ihr  parallel  sind). 

§.  3.    Verfolgung  einer  geraden  Linie  mit  dem  Auge. 

Seien  P  und  P'  zwei  äussere  Punkte,  bei  deren  Anblick  das  Auge 
die  in  (13)  ausgedrückte  und  bzhw.  die  gleichbezeichnete,  durch  einen 
Strich  unterschiedene  Stellung  haben.  Unterscheidet  man  nun  durch 
2  Striche  die  Richtungscosinus  der  Augenaxen  beim  Anblick  von  F' 
gegen  diejenigen,  welche  beim  Anblick  von  P  stattfinden,  so  ist 

(17) 

Ä"=aia'+ft,6'+^üV  ^"=«i^i'+*A'-f^i<H';  V=«i«2'+M/+^i^2' 
(r"=a,a'+V'+^«^';  ^i"=<^2<h'+hh'+c^i'.  c/'=a,a,'+V,'+c,c' 

Führt  man  die,  beiden  Punkten  entsprechenden  Werte  (13)  ein  und 
setzt  zur  Abkürzung 

80  kommt: 

(19) 

* 1+^-1+^+^''''      '   -1-1  +  c,      1+7+^^*« 

ft,''  =  5,  +  ftj'— cÄ,  (1  +  Ca') 

c^'. l-e,-c,'+e(l+c,)(l  +  c/) 

Verfolgt  nun  das  Auge  die  Gerade  PP\  so  gleitet  die  Sehlinio 
an  der  Ebene  OPP'^  rotirt  also  um  deren  Normale.  Botirte  dann 
der  Augapfel  selbst  um  diese  Normale,  bewegte  er  sich  demnach 
ebenso  wie  er  sich  nach  Listing'schen  Gesetz  von  der  Normalstellung 
aus  bewegt,  so  würde  er  beim  Anblick  von  P'  in  einer  Stellung  an- 
kommen, welche  durch  3  Striche  unterschieden  sei,  und  für  welche 
gemäss  den  Gl.  (13) 

wftre.    Die  gedachte  Stellung  differirt  von  der  wirklichen  um  einen 
Winkel  8  bestimmt  durch  die  Gleichung 
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cosa  -  a"a«'+6"6"'+o"c*' 

-  a"-c'V+«i"r-^ "       — ^ 


1+0,"       "       1+c," 


(20) 


welcher  die  daza  nötige  Yerdrehnng  des  Aages  um  die  SeUinie  misst 
Fahrt  man  die  obigen  Werte  ein,  ao  kommt: 


eo3a=   ,,X^\tf\+'^''       ,-1 


(21) 


Sei  Po  ein  Punkt  auf  PP'   und  bezeichnen  a,  ^  die  Winkel 
POP\  POPq\  dann  sind  die  Richtungscosinus  von  OPq 

aa8in(«— '^)  +  Og^sin^  b^  sin  (a — 0) + b^  sin  d' 

^  "^  sina  '       *""  sin« 

(22) 
^2  sin  (or — ^) + c^'  sin  ^ 
^  sina 

Lässt  man  ^  um  8^  wachsen  und  entwickelt  die  verlüiderten  Rich- 
tungscosinus bis  auf  2.  Ordnung,  so  gehen  03,  ^3,  ^3  über  in 

(23) 

^(^~T*)+^*^^'    *8(l-^')+^43^,    ^(l-x)+^*^ 

wo  a^,  &4,  C4  die  Differentialquotienten  von  03,  ^3,  <;3  nach  ^  bezeich- 
nen. Setzt  man  nun  an  die  Stelle  der  Geraden  PP*  ein  unendlich 
kleines  Stück  derselben  von  Pq  bis  zum  consecutiven  Punkte,  so  er- 
hält man  nach  Substitution  der  Grössen  (22)  und  (23)  fOr  og,  &f,  c^ 
und  o,',  b^'y  c^*i 

2(1      COSd)-       (j^^j,     di^   -      ^^^^j,     W 
daher  ist  der  unendlich  kleine  Yerdrehungswinkel  für  das  Linienelement 


§.  4    Rotation,  welche  das  Auge  aus  einer  Stellung 
in  die  andre  führt. 

Bezeichnen  A^  B^  C  die  Richtungscosinus  der  Axe,  um  welche 
das  Auge  rotiren  müsste,  um  vom  Anblick  von  P  direct  zum  Anblick 
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von  P*  ZQ  gelangen,  in  Bezog  anf  die  Azen  der  x^  y^  z  nnd  A"j  B^\ 
C**  dieselben  in  Bezug  auf  die  Augenaxen  in  ihrer  Anfangsstellnng, 
80  kennt  man  zunächst  die  Werte  der  letztem  ans  (6),  (7),  nämlich 

I/'  r/'  £/' 


nnd  zwar  ist,  wie  sich  aus  (19)  ergiebt, 
V'+c.--(j^-jf^)M,'-W) 

3_a"— V— «»"=  4— «»(l+CiXl  +  cg') 

.  (ife-A)(ife-ij^)w-v.'' 

daher 


ö"- 


■(l  +  ci)(l+<r,')'  ~(l+c,)(l+c,') 

Da,  vie  man  hieraus  sieht, 

-       1+c      ^^-^ 
ist,  80  ergiebt  sich  der  Satz: 

Lässt  man  durch  Rotation  eine  Augonstellung  direct 
in  eine  beliebige  andere  ttbergehen,  so  ist  der  Modul  der 
Rotationsaxe  stets  null. 

Demnach  ist  gemäss  (16) 


(l+c,)(l+C4') 
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Diese  Rotation  weicht  offenbar  von  dem  stetigen  Verlaufe  der  Angen- 
bewegnng  ab.  Nimmt  man  aber  statt  der  Geraden  PP'  das  nnendlich 
kleine  Stttck,  wie  es  in  §.  3.  bestimmt  ward,  so  erhält  man  die  mo- 
mentane Rotation.  Die  Richtungscosinus  ihrer  Axe  seien  Aq^  Bq^  Cq  ; 
nach  der  am  Ende  von  §.  3.  angegebenen  Substitution  findet  man 
ohne  Schwierigkeit: 


EqA^  = 


l  +  Cj      ^4 


EqBq  ««= 


Il  +  Cj      C4 


-^0^0 


«8      «4 


(26) 


(27) 


«3  «4 

V-2(l+ci,)-V 

und  nach  Einführung  der  Werte  (22): 

J^o-^o  sin  a  «=  h^c^* — ^ A'+  h  cos  (a — d)  —  b^*  cos  ^ 
B^Bü  sin a  «  c^a^'^a^c^ —  oj  cos  (a — ^) + «2*  cos  0 

Sind 

die  Coordinaten  eines  Punkts  auf  der  momentanen  Rotaüonsaxe,  so 
stellen  die  Grl.  (27)  die  von  letzterer  erzeugte  konische  Fläche  in 
Parametern  u,  ^  dar.    Nach  Elimination  von  u  wird 


?       ^>{^8'+cos(c— ^)}  — V(Cg+COS^) 
y  _  q>'(cg+co8^)— 0,(^2'+ co8(«^—'^)} 


(28) 


woraus : 


-cg-j-cos^  «0; 


a^'x+b^'y 


-c,'+cos(ä— ^)  =  0 


utid  nach  Elimination  von  ^: 

«=1  sin*« 
ojOj'+ÄiV+^j^^a'  *=  COS" 


oder,  weil 
ist: 


»>+y»  -  { 


sma) 


oder,  wenn  a^y  b^^  e^  die  Richtungscosinus  der  Ebene  OPP*  bezeichnen: 
«*+y*  «=  (ao«+%+cb«)* 
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Setzt  man 

Cq  — »  C082j5 

Bod  geht  durch  die  Substitution 

ao(g?oC08j>+go8ini?)  —bf^yp 
"""  sin2/3 

^o(a?oCOB/?+ii^sing)  +  qoyo     }  (29) 

^  °"  8in2/? 

z  «— arQ8in/J4-«oC08/5 

zn  dnem  neuen  Coordinatensystem  über,  80  lautet  die  Gleichung  der 
konischen  Fläche: 

V+7-'  =  V  (30) 

Der  Ort  der  momentanen  Rotationsaxe  des  Auges, 
welches  eine  gerade  Linie  vorfolgt,  ist  also  ein  Kegel, 
dessen  Schnitte  normal  zu  einer  Axe  gleichseitige  Hy- 
porbeln  sind. 

§.  5.    Specielle  Augenbewegungen. 

Die  y  Axe  legen  wir  durch  die  Mittelpunkte  beider  Angen  und 
nennen  sie  horizontal,  die  x  Axe,  welche  durch  die  bereits  bestimmte 
t  Axe  mitbestimmt  ist,  Tertical. 

Verfolgt  das  Ange  eine  Yerticallinie,  so  besehreibt  die  Sehlinie 
eine  Ebene,  die  durch  die  x  Axe  geht;  der  Richtungscosinns  ihrer 
Normale  gegen  die  x  Axe  ist  also  null,  und  man  hat: 

^  ^  sinor  c^    c^' 

Der  Anfang  dieser  Yerticale  sei  in  der  yz  Ebene,  so  dass  auch  oj  »  0 
wird.    Dann  kann  man  setzen: 


Of  «  0;  b^  =  siny;  c^  =  cosy 

ff2'=»8ina',    &s' »  cos«  siny;    cj'«  cos  «cos 

und  erhält  nach  (17): 


,! 


(31) 


(32) 


cosM+cosy  „         sin  «cos  et  siny          „ 

'l-f-cosacosy'  ^            l+cosacosy'  ^ 

,  ^      sing  siny  „^   cosa+cosy  j  "  =  o 

^  l-)-co8«cosy'  ^        l  +  cosacosy*  * 

coso+cosy  ,,          sin^tfsiny               „ 
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Da  hier 

a'^ BS  cos«;     Ä'^=0;    <?*'=— sina 

ist,  so  ergiebt  sich  sogleich,  dass 

^      ^„       cosa+cosy  ,„«, 

cos 0  =  hl' «  r-i — ^ (33) 

*        l+costtcoay  ^    ' 

Für  ein  unendlich  kleines  Stflck  der  Yerticale  beginnend  in 

03  —  flin^;    bg  «  sinycos^;    cj  =»  cos/cos^ 

wird  nach  (24)  der  Yerdrehnngswinkel 

. siny9^ 

"      l-f-cosycos^  ^    ^ 

Die  Richtongscosinns  der  Botationsaxe  für  directen  Uebergang  vom 
Anfang  znm  Ende  werden  nach  (25) 


tgg                cot| 
^  =  — ^,     B ^,      c 

»^*»l  +  tg«^  +  cot«| 

die  der  momentanen  Rotationsaxe  nach  (27) 

sin^  cos  ^4- cos  y      ^  1 

**  ™      *  \        siny        / 
Letztere  beschreibt,  da  hier 

yJ-R 

«0  —  0;     Äo  =  co8y,     Co  •=  — siny;     /5  «  ^^— 
ist,  den  Kegel 

dessen  Axenstellungen  durch  die  Relationen 

y+R  ,       .   y+R 

.   y+R  ,  y+R 

z  «— «o8in^-^ — f-g^cos'  2 

erkennbar  sind.    Er  geht  in  den  geraden  Kegel 


(35) 


(36) 
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über,   wenn  }f «  B,   d.  i.  wenn  die  gesehene  Yerücale  durch  die 
y  Axe  geht. 

Die  Gerade,  welche  das  Ange  verfolgt,  sei  jetzt  horizontal  nnd 
zwar  der  y  Axe  parallel  (eine  beliebige  Horizontale  wflrde  optisch 
einer  beliebigen  Geraden  gleichbedeutend  sein,  weil  sich  letztere  immer 
vom  Auge  aus  auf  eine  Horizontale  projiciren  lässt) ;  ihr  Anfang  liege 
in  der  x»  Ebene.  Dann  gelten  die  vorigen  Resultate  mit  Yertauschung 
der  X  und  y,  sowie  der  a  nnd  6,  des  Index  1  und  fehlenden  Index-, 
an  die  Stelle  von  a,  y^  d-  trete  a\  y\  ^'.  Das  Ende  der  Yerticalen 
und  Horizontalen  sei  ihr  Durchschnittspunkt  P'\  um  diesen  sei  in 
ihrer  Ebene  ein  Kreis  mit  dem  Badins  t  beschrieben.  Ist  OP'  »  u, 
80  sind  die  Coordinaten  eines  Punkts  des  Kreises 

X  =  ua^''\'tto%q>\    y  =  «ij'+esinqp;    »  =  uc^'  (37) 

und  sein  Badiusvector 

%  =  yf»«+««4-2u«(Vcosg>+V8in9))  (38) 

IHe  Identität  von  P'  fQr  beide  Gerade  ergiebt  die  Belationen: 

sin«  »  cos  «'sin/  i 

cos« sin y  «=  sino'  >  (39) 

cosacos/  —  cosa'cos/  ' 

woraus: 

cos/  sin/cosy 

cos««— j^;     sm«  =» — -^ — - 

.      cosy         .     ,      sinycosy'         V  (40) 

cosa'«— ^;      sm«'= — ^-T — —        I 

Jfc*  =  1  —  sin'y  sin  V 

cosysiny'        ,  ,      cosy'siny          ^      cosycosy'       ,^^. 
^'= — j^— ^»     V- — i — ;     V jt~^      (41) 

Verlegt  man  in  (36)  den  variabeln  Punkt  Pq  nach  P',  so  dass  d  in 
er  übergeht,  so  wird  fQj:  die  Yerticale 

sin/cosy  _cos/+fccosy  1 

"^ ;;ir-'     ^0-        ^;tsiny       '     ^=^"n         ^^> 

fülr  die  Horizontale 

_8inyco8/           _co8y+A?cos/  1 

^0  -       ^.^      ,    A)  -      „,^8iny.      ,     Q ^      (43) 
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Diese  2  Rotationsaxen  für  momentane  Ycrtical-  und  Horizontal- 
bewegung des  Sehobjects  vergleichen  wir  mit  derjenigen,  welche  einer 
Bewegung  in  beliebiger  Richtung  gemessen  durch  q>  entspricht  Neh- 
men wir  zum  Ausgangspunkt  geradliniger  Bewegung  bis  P',  also  an 
der  Stelle  des  Punkts  P,  den  Punkt  (37),  so  ist  far  o,,  ö^f  <^  2u 
substituiren 

»  »     — 

Für  ^  =s  ft  gehen  ag,  ^s,  c^  über  in  a^',  h^\  c^',  und  04,  ^4,  04  in 

a^'cosa — a^      ^g'cosa  —  b^      c^*GQ^a  —  Cg 

sina       '  sin«       '  sina 

wo 

.,__,,         .       tt  +  €(a,'cos<p+V8i^*v) 
cosa  =  a2V+*2V  +  ^2<?2  -  — ^- ^^^—^ ~ 

sina  =  -  Vi  —  {0%  cos g? 4" *«' si^^ <P)* 
oder,  wenn  zur  Abkürzung 

cosiJ>  «=  ag'cosy+Vsing» 


gesetzt  wird, 


t*+«C08T(;         .  fsini^ 


und  man  erhält: 

a«' cos  1/;— cos®        ,        Vcosti;  —  sing>  ,     ,  . 

^  sm^  '       *  sin^  »       4      -Ti        T 

Bezeichnen  A{q>\  B(q>\  C((p)  die  Richtnngscosinus  der  momentanen 
Rotationsaxe  für  Bewegung  des  Sehobjects  in  der  Richtung  9,  so 
findet  man  nach  Einsetzung  der  vorstehenden  Werte: 

je;,  s\n'ilß,B(ip) «  oj'cost/;  —  (l+<?2')C08(jp  =  a^'b^*sinq>  — -  (14-*?»'— oj'^jcosqp 
£oSin!/>.C(9)  =  b^'cosq)  —  a^'smtp 
(E^Binilß)*  =»  2(l+<?2')sin*V'  —  cg'^cos  V 

oder 

cosy 
^(y)  =x  — i  {(cosy+ÄJCOsyOsiD^  — sinysiny'cosy'cos^} 

cos  v' 
B(g))  =  — r~{  sin  y  sin  y' cosy  sin  9  — (cosy' +*  cosy)  COS  ^} 

C{q>)  «=  -r^ (sin  y  COS  y' COS  9  — sin  y' COS  y  sin  9)) 
jVaa^JS'^sin^ 
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Grössen  die  üfoereiustimmend  mit  (42)  and  (43)  ffir  9)  =  R  nnd  ^  =  0 
bzbw.  in  A^B^Cq  nnd  ÄqBq'Cq   ttbergehen. 

Bei  yariireudem  g>  bewegt  sieb  die  momentane  Rotationsaxe  längs 
der  Ebene: 


sin  y' cos  )^ 

cosy'-|-"^co8y 
sinjf 

—  ib 


cosy«|-A;cosy' 
siny 


=  0 


sin  y  cos  y' 

wie  sich  durch  Elimination  ton  eos^  und  sin^  ergiebt. 

Die  hier  behandelten  Fragen  schienen  mir  die  n&chstliegenden, 
auf  deren  resnltirende  Formeln  eine  weitere  analytisdie  Untersachnng 
sich  stützen  könnte. 
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XI. 

Propri^t^s  nouvelles  de  la  tangente 
et  de  la  normale  aux  courbes  du  second  degrö. 

Pwr 

Georges  Doetor, 

Professeur  k  la  Facult^  des  scienccs  de  TUDivenit^  catholiqne  de  Paris. 


1.    D^flnitioii  de  la  moyeiiiie  harmonique  par  diff6renee.     Oa 

sait  qu'nne  quantit^  A  est  dite  moyenne  harmoniquo  entre  les  denx 
qaantit^s  a  et  a',  lorsqu'elle  satirfait  ä  la  relation 


i-i(i+a- 


Kons  dirons  qn'une  quantitä  B  est  la  moyenne  harmonique 
par  diff^rence  entre  h  et  b\  lorsqu'elle  v^rifie  T^galitö 


Ces  relatioDS  existent,  pour  les  courbes  du  second  degr6,  entre 
la  tangente  et  les  distances  des  deux  foyers  k  la  normale  corre- 
spondante,  et  entre  la  normale  et  les  distances  des  dcnx  foyers  k  la 
tangente  correspondante.  Elles  s'obtiennent  par  ane  constniction  g^o- 
m^trique  fort  simple  et  par  un  raisonnement  tr^s  facile. 

2.  Rotations  et  Constniction  de  la  flgrure.  En  nn  point 
M{x^  y)  de  Tellipse 

menons  la  tangente  MT  et  la  normale  MN  (le  lectenr  est  pri6  de 
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fÄire  la  figure),  qui  rencontrent  lo  grand  axe  2a  de  Tellipse  respec* 
tivcment  en  T  et  jV,  et  posons 

(2)  MT  =  7;    MN  «  N. 

Ensuito  des  dcux  foyers  F  et  F^  abaissons  snr  la  tangento  les 
perpendiculaires  FF  et  F'F\  puis  sur  la  normale  les  perpendiculaires 
FQ  et  jF"Q'.  Si  nous  rcpr^sentons  ces  lignes  par  p  et  p\  q  et  5', 
nous  auroQS  evidemment 

(3)  p'^FF^MQ,    p'  ^  F'F'  ^^^  MQ'-, 

(4)  5  «  FQ  =  MF,    q'  «  F'Q'  ^  MF', 

Joignons  le  point  de  contact  M  aux  foyers  F  et  2^  et  posons 
les  rayons  vectenrs 

(5)  FM=r,    F'M=r\ 

3.  Rapport  des  distances  des  deax  foyers  ft  nne  tangrente,  et 
des  m^mes  foyers  ft  la  normale*  Los  doux  rayons  vecteurs  FM  et 
F'M  ^tant  ^galement  incliu6s  snr  la  tangente  MT,  les  deox  triangles 
rectangles  MFF  et  MF'F'  sont  semblables  et  donnent 


FF 

MF 

MF 

F'F'  " 

^  MF'  ^ 

MF'' 

on, 

en 

tenant 

compte 

des  notations  (3), 

(4)  et 

(5), 

m 

P' 

-q'-r 

/• 

Ainsi,  Dans  Tellipse,  los  distances  des  deux  foyors  ä 
ane  tangente  sont  entre  elles  comme  les  rayons  vecteurs 
men6s  au  point  de  contact;  et  les  distances  des  deux 
foyers  k  une  normale  sont  dans  le  mSmc  rapport. 

4.  Propri6t^  harmonique  de  la  tanfente.  Les  deux  triangles 
TFF  et  TF'F',  6tant  semblables,  foumissent  la  proportion 

TF  _  FF  _  MF 
TP'  ""  F'P'  "■  MF' ' 
qui  peut  s'^crire 

MT—MF        MF 

MT+MF'~  MF'" 

ou,  en  ayant  ^gard  aux  notations  (2)  et  (4), 

T-q  _q 
T+q'^^' 
On  en  tire  T^galitö 

Tq'-q^^Tq'\-qq', 
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qoi  revient  k 

T(q'-q)  =  2qq\ 

Divisant  par  2qq*T    et  intervertissant  les  membres,  ou  obtient  la 
relation 


(H) 


r^Hä    «')• 


Donc,  daus  ToUipse,  la  tangepte  est  la  moycnne  har- 
moniqne  par  diff^rence  entre  les  distances  des  denx 
foyers  k  la  normale  correspondaate. 

5.  Propri^t^  harmoniqne  de  la  normale.  Les  doux  triangles 
semblableß  MQF,  MQ'F'  donnent 

NCl         FQ        MF         FF 


NQ'       F'Q!       MF'       F'F'' 

qu'on  peut  6crire 

MN—MQ        FF 


MQ'  —  MN'^  F'F'' 
et,  en  vertn  des  notations  (2)  et  (3), 

on  en  tire  T^galitd 

Np'-pp'==PP'-Np, 
qni  revient  k 

mp'+p)  =  2pp\ 

Divisant  par  2pp'N  et  intervertissant  les  membres,  on  tronve  la 
relation 

n  s'ensnit  qne,  Dans  Tellipse,  la  normale  est  la  moyenne 
harmonique  entre  les  distances  des  denx  foyers  k  la 
tangente  correspondante. 

6.    Prodttit  des  distanees  des  denx  foyers  k  an«  tangrente*    Si 

nons  faisons  toamer  le  trap^ze  FF'F'F  antour  dn  c6t6  rectangulaire 
FF\  poar  le  rabattre  en  FF^CD^  nous  formons  le  trap^ze  isoc^le 
CDFF\  dont  les  diagonales  seront  les  droites 

FMC  =  F'MD  =  r+r'  =  2a. 

Or  on  sait  que,  dans  tont  trapdze,  la  somme  des  carr^s  des  diago- 
nales est  6gale  k  la  somme  des  carr^s  des  c6tes  lat^ranz,  augment^e 
da  double  rectangle  des  bases.    Nous  avons  donc  la  relation 
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2FC^  =  2fF^'{'2FD,F'C, 
oo 

2(2a)2  =  2  (2c)« +  2. 2p.  2p'; 

divisant  par  8  et  intervertissant  les  membres,  ob  obtient  la  relation 

jpp'  =  a« — c«, 
qni  reyieut  k 

(IV)  pp'.=  h\ 

Oq  cn  conclut  qne,  Dans  rellipsc,  le  produit  des  distan- 
ces  des  deux  foyers  ä  nne  tangente  est  constante  et  ^gal 
aa  carr6  du  demi  petit  axe. 

7.     Produit   des   distanees   des   deux  foyers    ft  nne  normale. 

Dans  le  triangle  MFF*  prolon^eons  les  perpendiculaires  FQ^  F*Q\ 
abaiss^es  des  foyers  sur  la  normale  MN^  jusqn'ä  la  rencontre  en  R 
et  R'  des  c6t6s  oppos^s  MF'  et  MF,  Nous  formons  le  trap^ze  iso- 
c^le  FRF'R\  dans  lequel  les  deux  bases  sont 

FR^2q,      F'R'^2q\ 

qui  a  FI'  pour  diagonale  et  F'R  =  r'—r  pour  c6t6  latdral.  Nous 
a?ons  donc  la  relation 


OD 

2FF'^  = 
4c» 

=  2(r'- 
=  (r'- 

■r)»+4gg'. 

Mais  les  valeors 

(6) 
donnent 

r'  = 

■      ex 
r'—r- 

cx 

r  =z  a 

a 

2cx 

II  vient  par  suite,  en  substituaut,  en  divisant  par  4  et  en  interver- 
tissant les  membres, 

Or  Tequation  (1)  de  Fellipse  donne 

^2  g.i  y2 

on  a,  par  cons^quent, 

(V)  3«'=^- 

Tel  est  le  produit  des  distanees  des  deux  foyers  ä 
une  normale. 
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8.    Segnnents  d^termiii^  |«r  la  tangrente  sur  Taxe  foeal.   La 

tangente  MT  est  la  bissectrico  de  l'angle  au  sommet  M^  ext^riear  an 
triaDgle  MFF'\  par  snite  eile  divisc  la  base  FF*  en  parties  propor- 
tionnelies  aox  c6tes  MF  et  MF'  de  Tangle.    Ob  a  donc  l'^alit^ 

FT       F'T 


MF^ 

'  JWF" 

oa 

FT 

r 

F'T 

F'T- 

-FT 
— r 

2e 
2cx:a 

a 

X 

On 

en 

tire  les  valeurs 

(VI) 

FT 

ar 

F'T  = 

X 

9.  Loniniear  de  ia  tangente.  Daus  le  triaugle  MFF\  la  droite 
MT  6taut  la  bissectrice  de  Taugle  ext^rieur,  ou  a 

MT^  —  FT.  F'  T—  MF,  MF', 
ou 

et,  comme,  en  vertu  de  (1),  ou  a 

il  vieut 
d'oü 

(VH)  T^^v;^. 

10.  IncUnaison  de  la  tangente  sur  les  rayons  Teeteun.  Appe- 
lons  y  rangle  PMF,  que  fait  la  tangente  avec  Tun  ou  Tautre  des 
rayons  vecteurs.    Le  triangle  MFF  nous  donne 

FF=A£FsmMPF, 
ou 

p  «=»  rsiu}^. 

On  aurait  de  meme 

p' «  r'siny, 

d'oü  on  tire 


sinV-^ 


qui,  en  ^gard  k  (lY),  donne 

(Vni)  8iny  =  -^. 
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Par  le  memo  triaugle  rectangle  MPF  on  a 

JfP=:  MFco^y^ 
oa 

q  =  rCOSy; 
comme  on  a  de  memo 

g'=,  r'cosy, 
i^  vient  en  multipliaiit 

cobV  =  S' 

TT 

et  en  vertu  de  (V) 

(IX)  cosy: ^^ 


b^TT' 

11.  Projections  de  la  tangente  sur  les  rayons  Teetenis.  Cette 
projcction  ^tant  Tcosy,  on  obtient,  en  rempla^ant  T  et  cosy  par 
leurs  valeurs  (VII)  et  (IX), 

on 

(X)  ycosy  =  ^. 

12.  Seirmenta  ^^termin^s  par  la  somiale  sar  la  dlstanee  iToeale. 

Dans  le  triangle  MFF^  la^  normale  MN  est  la  bissectrice  de  Tangle 
au  sommet  M\  par  cons6qnent  on  a 

FN       F'N 
MF  ""  MF'  * 
on 

FN      F^       FN-\-F'N      2c       c_ 

T    ^    t'    '^      T+T^      "*  2a  '^  a* 
On  en  tire  de  suite 

(XI)  FiV«^,     F'N=—. 

13.  longruenr  de  la  normalf  •    Le  triangle  IfFF'  donne  de  suite 

]^«  —  MF.MF'-'FN.F'N, 
on 

,      cW        (a»— ö«)rr' 

a*  a* 

d'oü 

(XU)  iv«.-y;y. 

a 

14  Projeetion  de  la  normale  smr  les  rayons  reeteunr.  Cette 
projection  est  i^siny.  Mettant  b,  la  place  de  N  et  siny  leurs  valeurs 
(Vm)  et  (XII),  on  trouve  que 
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iV^sinv  =  -  yrr,  -7= , 


ou 

(XIII)  iVsiny«^*. 

Donc  la  projection  de  la  normale  sur  les  rayons  toc- 
teurs  est  constante  et  ^gale  ä  la  troisi^me  proportion- 
nelle  entre  le  dem!  grand  axe  et  le  domi  petit  axe  de 
Tellipse. 

15.  Bistanee  du  eentre  de  Tellipse  \  une  tanireiite.  Gette 
distance,  que  nons  repr^seuterons  par  Z>,  Joint  les  milienx  des  cdtes 
lat^ranx  dans  le  trap^ze  FPP*F^\  on  a  donc 

OD=z^{FP+F'F'), 
ou 


Hais  les  relations  (lY)  et  (I) 


donnent 


!>*  =  -r  =  —r^      ^  a  «  __  =  _-  ; 
r  tT  r  IT 


d*oü 

n  vient  par  snite 

""   2y»7  ~2yiy* 

ou 

(XIV)  J^=7^- 

Si  nous  maltiplions  cette  expression  par  la  valeur  (XII)  de  la 
normale,  nons  obtenons  la  relation  remarqnable 

(XV)  ND  «  hK 

Ainsi,  Dans  Tellipse,  le  produit  de  la  normale  par  la 
distance  du  eentre  ä  la  tangente  corrcspoudante  estcon- 
stante  et  ^galo  an  carr^  du  demi  petit  axe  de  la  coarbe. 

16.  Bistanee  da  eentre  de  Tellipse  ft  nne  normale.  Nons 
dösignerons  cette  distance  IM  par  d,    Puisqne 

IM^MP'--IP\ 
IM^IP—MP, 
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il  vient,  en  observant  qae  iP' »  IP  et  en  ajontant, 

2/Af=3£P'— ilfP, 

d'oü  on  tire 

Mais  les  relations  (Y)  et  (I) 

doDQent 
d'oü 

II  vient  par  suite 

cy(r' — r)  cy        2ex 

o^yrr*         2Äy  rr'     « 
OU 

(XVI)  €f ^. 

Multiplions  cette  expression  par  la  valenr  (YII)  de  la  tangente, 
noQs  obtenons  le  produit 

ayVrr'      c^xy 


Td  ==  — r • 7=  t 

00 

(XVU)  Td  -  ^. 

17.  La  comparaison  des  egalit^s  (IV)  et  (XY)  fait  voir  d'abord  qae 
(XYni)  ND^pp*', 

de  m^me  le  rapprochement  des  valeors  (Y)  et  (XYII)  proave  qae 
(XIX)  Td  =  qq;. 

Donc  on  peat  dire  que: 

Daus  Tellipse  1^  la  taugente  est  la  quatri^me  pro- 
portionnelle  entre  les  distances  du  centre  et  des  deux 
foyers  ä  la  normale  correspondanto; 

2^  la  normale  est  la  quatri^me  proportionnelle  entre 
les  distances  du  centre  et  des  deux  foyers  ä  la  tangente 
correspondante. 
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Puisque 

on  voit  que  g'  et  —  5  sont  les  racines  de  r^quation 

qui  donne  par  snite 

(XX)  2'«€^+yrf*  +  2W,     q — c?+yrf«+m 
De  m§me,  comme 

p  et  p*  sont  les  racines  de  requation 

u«— 2Dt*+iV^I>  =  0, 
qui  donne 

(XXI)  p  =  D—yD^-ND,      p'  =  D'\'-Vd^'-ND, 

18.  Segrment  de  la  tanipente  compris  entre  le  polnt  de  contaet 
et  le  petit  axe  de  rellipse.  Soit  T*  le  point  oü  la  tangente  MT 
rencontre  Taxe  des  y  et  posons  MT* «  T'.  L'6qnation  de  la  tan- 
gente au  point  M{x^  y)  de  Tellipse  ^tant 


a»  ^  52         1» 
donne  pour  Tordonn^e  k  Torigine 

Or  par  les  triangles  semblables  on  a 

MT+MT*       MT 
OT        ~"    y  ' 
ou 

on  en  tire 
d'oü  ü  vicnt 

T*       b^-y^       a%^—ahß       iV 
T  ~      y«      -        «V        ~oy 

Rempla^ant  T  par  sa  valenr  (VII),  on  obtient 

Ott 

(XXII)  T'  =  ~i^'. 

ay 
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Multipliant  cette  valeur  par  cette  (YII)  de  r,  on  trouvo  qne 

(XXUI)  TT'  =  rr\ 

Ainsi  le  point  de  contact  d^termine  snr  la  tangente 
comprise  entre  les  axes  deux  segments  dont  le  prodnit 
est  6gal  an  produit  des  rayons  vectenrft  men^s  au  point 
de  contact 

D^nenrs  la  portie  de  la  tangente,  qm  est  comprke  entre  les 
axes,  a  pour  valear 

'  \bx  '  ayj  abxy  ahxy 

OU 

(XXIV)  r4-r==^y;^. 

19.  Segment  de  la  normale,  eomprls  entre  le  point  de  contaet 
ei  le  petlt  axe  do  l*ielll|Me.  S<Mt  N'*  le  point  oü  la  normale  MN 
rencontre  Taxe  des  y  et  posons  MN*  =  N\  L'^quation  de  la  nor- 
male an  point  M{xy  y)  de  Tellipse  ^tant 


-X — y—c« 

«       y 

donne  pour  JT  •»  0 

y-     '^ 

La  valeur  absolae  de  ON'  est  donc 

ON'^^. 

Or  les  triangles  semblables  noss  donnent 

MN'         MN 
cy-    y    • 

y^  1% 

on 

N'         N. 

j,%j^c*^b^' 

on  en  tiro,  pmsqne  6*-j-o*  =  a* 

(9)                                            N'  =  ^^N. 

Rempla^nt  N  par  sa  yalenr  (XII),  on  tronve  qne 

a^  h  r— 

on  bien 
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(XXV)  N'=^V^'' 

Multipliant  cette  valeur  par  celle  (XII)  de  iv;  on  obtient  la  relation 

(XXVI)  NN'  =  rr\ 

Donc  le  point  de  contact  d6termine  aar  la  normale 
comprise  entre  les  doux  axes  deux  segmeuts  dont  le  pro- 
duit  est  ^gal  au  prodait  des  rayons  vecteurs  men^s  an 
point  de  contact. 

La  partie  de  la  normale  qui  est  comprise  entre  los  axes  est 

ou 

(XXVU)  N'  —  N^-^  Vrr'. 

20.  '  La  comparaison  des  formales  (XXIQ)  et  (XXVI)  fait  voir  qne 

(XXVffl)  TT'  =  NN\ 

Cette  relation  estg^n^rale;  eile  existe  ponr  tonte  esp^ce 
de  conrbe,  qni  est  rapport^e  k  des  axes  rectangulaires; 
comme  ü  est  d'ailleurs  facile  de  le  d^montrer  directement. 

21.  n  serait  ais6  de  tronver  des  propositions  analognes  ponr 
rhyperbole  et  la  parabole  et  d^termincr  la  natnre  des  modifications 
qne  doivent  lenrs  ^nonc^s  dans  les  deux  cas. 

Gependant  nons  tenons  k  ddmontrer  ponr  rb3rperbole  les  pro- 
pri^t^ft  harmoniqnes  de  la  tangente  et  de  la  normale,  propri6t^s  qne 
nons  avons  Stabiles  aux  n^  4  et  5  ponr  Tellipsc. 

Soient  -T  et  2^  les  foyers  d'une  hyperbole  et  ar,  y  les  coordonn^ 
d'nn  point  M  de  la  conrbe.  Appelons  tonjonrs  T  et  N  les  longneors 
de  la  tangente  et  de  la  normale  mcn^es  an  point  3f,  et  designons 
encore  par  p  et  p'  les  porpendicnlaires  abaiss^es  des  foyers  snr  la 
tangente;  par  q  et  q*  celles  men^es  snr  la  normale. 

Concevons  une  ellipse  homofocale  k  Thyperbole  et  passant  par 
le  mSme  point  M.  La  tangente  k  Thypcrbole  scra  la  normale  k  cette 
ellipse,  et  la  normale  de  Thyperbole  deviendra  la  tangente  k  l'ellipse. 

n  s'ensnit  qn'il  suffii-a  de  changer  iV^  en  T,  ^  et  p'  en  q  et  q' 
dans  la  formale  (III),  ponr  tronver  la  relation 

qni  convient  k  Thyperbole. 
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Nous  yoyoQS  ainsi  qne 

Dans  rhyperbole,  une  tangeute  est  la  moyenne  har- 
monique  entre  los  distanccs  des  deux  foyers  ä  la  nor- 
male correspondaute. 

Si  dans  la  formnle  (II)  nous  rempla^ons  T  par  JV,  q  et  ^  par 
p  et  p\  nous  anrons  pour  lliyperbolo  la  relation 

Donc,  dans  Thyperbole,  une  normale  est  la  moyenne 
harmonique  par  diff^rence  entre  les  distances  des  deux 
foyers  k  la  tangente  correspondaute. 

22.  Si  Ton  vcut  ^tendre  les  memes  formules  k  la  parabole,  il 
Boffira  d'y  supposer  le  foyer  F*  transport6  ä  Tinfini.     Dans  ce  cas 

p*  et  &  deviondront  infinis,  -,  et  -  s'annuleront  et  il  en  r^sultera 
r=2g,      N^2p. 


xn. 
Propositions  sur  les  coniques. 

Par 

Georges  Doetor. 


1.  Th^oriftme  L  Dans  T^llipse,  le  produit  des  taugen- 
tes  des  demi-angles,  que  fönt  les  rayons  yecteurs  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  avec  Taxe  focal,  est  con- 
stant  et  egal  au  rapport  dos  deux  Segments,  dans  les- 
qnels  chaque  foyer  divise  le  graud  axe-,  et 

Dans  rhyperbole,  le  quotient,  des  tangentes  des 
demi-angles,  que  fönt  les  rayons  yecteurs  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  ayec  Taxe  transyerse,  est  con- 
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stant  et  ^gal  au  rapport  des  deux  Segments,  dans  les- 
quels  chaque  sommet  divise  la  distance  focale. 

Soient  F  et  F'  les  deux  foyers  d'une  coniqae  k  centre  et  M  un 
point  qnelconqae.de  la  conrbe. 

PosMs  les  rayons  vecteurs  MF=  r,  MF'  ==  r\  la  distance  focale 
FF*  =  rc  et  les  angles  MFO  =  «,  MF'O  =  «S  O  6tant  le  centre 
de  la  coniqne. 

Si  nons  repräsentons  par  2p  le  p^rim^tre  da  triangle  MFF*^^  ce 
triangle  nons  donnera 

**"8i«  =-  K        2p(2;,-2r)       '        **^8*«  =  V       2p (%>- 2»-'^)      ' 
OQ,  en  obsesvant  qne  2p  =  r+^^+^fe, 

i/(r^*-^2c-2r^)(r+r*+2c-~4g)     1 /(2c+r-r0(r-f-r'— 2c) 
tangi««^      (^^-+2c)(r+r'+2(?— 2r)  f   {2H-r'-r)(»4-r'+2c)' 

.        .   ,     1  /(r+r-+2c~2»')fH-r-+2c?^4^     1 /(2(?+r'-r)(r+r'-2c) 
tangja-j/     (^^*_^2c)(r+r'-f2c-2r')        Y  (2c+r^r*){r+r'+2c)' 

Multipliant  et  divisant  ces  deux  expressions  entre  elles,  on  ob- 
tient  les  relations 

,    .       ,  r+r'  — 2c 

(1)  tangi«  tangi«'  =  ^^^»^^c 

/ON  tang^tt  _  2c+r— r' 

^^^  tang^a'  ""  2c+r'— r' 

Si  la  coniqne  est  nne  ellipse,  ayant  2a  ponr  grand  axe,  on  anra 
r+r'  «  2a;  dans  ce  cas  la  formule  (1)  devient 

(I)  tangia  tang*«'  «  ^^  «  ^jTp  -=  3^* 

oü  A  et  A*  d^signent  les  sommets  de  la  conrbe,  qni  sont  voisins  des 
foyers  respectifs  F  et  F\ 

Si  an  contraire  la  coniqae  est  nne  byperbole,  dans  la  quelle  2a 
est  Taxe  transvcrse,  on  anra  r'—r  =  2a;  dans  ce  cas  la  formule  (2) 
devient 

tangi«         c  — a       AF        A'F' 


(H) 


tangi«'        c+a       AF*       A*F 


Ott  A  et  ^  dÖMgnent  encore  les  sommets  de  la  conrbe,  qui  sont 
voisins  des  foyiär«  respectifs  F  et  F, 
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2.    Th^ortme  II.    Dans  tonte  pttrabole, 

1®  Tordonn^o  y  du  point  de  conconrs  de  deux  tan- 
gentcs  est  la  moyenDe  arithm^tique  entre  les  ordonn6s  y*  et 
y"  des  poiuts  de  contact  de  ces  deux  tangentes; 

29  Tabscisse  x  du  point  de  conconrs  de  denx  tangen- 
tes est  la  moyenne  g^om^triqne  entre  les  abscisses  x'  et  x" 
des  points  de  contact  de  ces  deux  tangentes. 

.  Les  tangentes,  men^es  par  les  points  (x%  y')  et  (x'',  y")  k  la 
parabole  T*  =  2pX^  sont  repr6sent^es  par  les  ^quaüans 

Yy'^p(X+x% 

Si  ces  denx  tangentes  so  rencontrent  an  point  (x^  y)^  on  devra  avoir 

(3)  yy'=p(«+x'\ 

(4)  yy^'^^pix+xn. 

Ces  denx  derniöres  6galit6s  penvent  s'^crire 

(5)  2yy' ^2px']-2px'^2px'{'y'^, 

(6)  2yy"^  2px+2px''=^  2paJ+y"», 

attendtt  qne,  les  denx  points  (x',  y*)  et  (x*\  y")  ^tant  sito^s  snr  la 

parabole,  on  a 

2px'  «  y'«    et    2px**  ==  y**K 

Retranchant  (6)  de  (5)  on  obtient  la  relation 

2y(y'—y*')  -  y'«-y"»  «=  (y'+y")(y'— y"). 

IMyisant  par  2{y* — y'%  on  tire  de  celle-ci  la  formnle 

(HI)  y  =  ^^^. 

qni  d^montre  la  premi^re  partie  de  notre  6nonc6. 

Les  denx  ^gallt^s  (3)  et  (4),  6tant  divis^es  membre  ä  membre, 
noQS  donnent 

yL      ^+<^* 

y^'^x+x"" 

QU,  en  observant  qne  y'  =  y2px'  et  y"  —  '^2px'\ 
De  cette  relation  on  tire 
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et,  par  snite, 

«{Vi'— yi")  = «'"/«"— «"Vi'  =  Vx^c^x'-^Vx^'), 

Divisant  par  Va?'— y«",  on  trouve  que 

(IV)  X  =  Viv^, 

ce  qui  d6montre  la  seconde  partie  de  notre  proposition. 

3.  Les  formales  (III)  et  (IV)  nous  permcttent  de  calculer  rapi- 
dement  les  coordonn^es  des  points  oü  les  deux  tangentes  issues  d*un 
point  ext6rieur  (ar,  y)  touchent  la  parabole. 

£n  effet  la  premi^re  (III)  pcut  s'^crire 

(7)  y'+y"  -  2y, 
et  la  seconde  (IV)  revient  ä 

V2px\2px*'  -=  2px, 
ou  k 

(8)  yy'  =  2p«. 

Les  ordoun^es  y'  et  y**  sont  donc  les  racincs  de  r^qaation  du 

second  degr^ 

y«  — 2yr+2paj  =  0, 

qui  donne 

Y^y±Vy^  —  2px, 

On  a  ainsi 

(V)  y'  «  y+Vy'-^px,     y"^y-  V?-2px. 

Si  nous  ^levous  ces  deux  valeurs  an  carr6,  nous  obtiendrous 
yi2  _  2yi  -  2px + 2y  Vy*  —  2px, 
y'2  ==.  2y2— 2|)«— 2yyy»— 2pa;; 
et,  par  suite,  en  observant  quo  y'*  =  2px*  et  y"*  =  2pa;", 


a;'  «  y*~"^  .  y 


fVy^-2i.a:, 


(VI) 

On  a  ainsi  les  abscisses  des  points  de  contact  des  deux  tangentes 
issues  du  point  (a;,  y). 
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4    KouTelle  d^monstration   des  denx  th^or^mes  d^Apollonius 
de  Pertr».    Consid6roDs  Tellipse 

rapport^e  ä  denx  diam^tres  coojugu^s  2a*  et  25',  comprenant  entre 
eux  an  angle  6, 

Coupons  cotte  ellipso  par  un  cercle  concentrique 

(10)  x^+y^+2xyC0se  =  Jtl 

Nons  aurons  r^qnation  aux  cordes  communes  men^es  par  le  centre, 
en  formant,  avcc  ces  denx  ^qnations,  F^quation  da  second  degr^  ho- 
mogene en  a;  et  y 

qoi  pent  s*6crire 

(11)  «>(l-^I)+2a:yC0SÖ+y*(l-^')  "0. 

Le  cercle  (10)  passera  par  denx  sommets  oppos^s  de  Tellipse  (9;, 
Bi  les  deax  diam^tres  d'intersection  (11)  se  confondent,  c'est-ä-dire 
Ä  le  Premier  membre  de  r^qnation  (11)  est  an  carr^. 

Ainsi,  si  Ton  a 

(12)  (l-^^(l-^')-coB»ö  =  0, 

le  cerde  (10)  sera  bitangent  ä.  Tellipse  (9)  et  le  diamötre  de  co  cercle 
scra  an  axe  de  la  coniqae. 

Les  deox  demWaxes  a  et  &  de  Pellipse  (9)  satisfont  donc  k  la 
relation  (12) ;  en  d'aatres  termes  les  carr^s  a*  et  b^  des  denü-axes 
de  notre  ellipse  (9)  sont  les  racines  de  requation  (12). 

Cr  celle-ci  pent  s'^crire 

Par  cons^qaent,  en  verta  des  relatious  qui  existent  entre  les  coeffi- 
cients  et  les  racines  de  räqaation  da  second  degr^,  on  a  de  suite 

(TD)  a»-f  ft»  =  a'^+Ä'^ 

(Vni)  a«&«  «  a*H'^sm% 

ce  qui  d^montre  le  th^or^me  d'ApoUonias  poar  Tellipse. 
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Oll  ptocöderaft  exacf^m^t  de  !&  m6me  maui^re  pocir  lliypcrbole. 

Cette  d^monstration  fort  ing^nieuse  est  donn^o  dans  quelques 
Ecoles  et  Lyc^es  de  Paris;  nous  regrettons  d'ignorer  le  nom  de 
Tanteur.  Elle  m^rite  d'^tre  signal6e  k  Tattention  des  professeurs, 
autant  pour  sa  grande  simplicit^,  que  pour  son  ^l^gance  et  surtout 
pour  son  orlginalite. 

Paris,  16  Juin  1877. 
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XIII. 
Der  Punkt  der  gleichen  Paralleltransversalen. 

Von 

Emil  Hain. 


I. 

Durch  einen  Punkt  P  des  Coordinatendreiecks  ABC  ziehen  wir 
zu  BC  eine  Parallele,  welche  AC  in  Ab  trifft.  Psei  durch  die  Coordi- 
naten  pa  hestimmt  Der  unendlich  entfernte  Punkt  von  BC  ist:  0,  c, 
—5.    Sonach  ist: 

AbAc  ^  hph  +  cpc       — bpa       —  cpa 
Ab  ^  cpa  0  hpb'\-cpc 

Ae^hpa  bpb-^-Cpc  0 

Trifft  PA  die  BC  in  P«,  teilt  IJa  mit  Pa  die  BC  harmonisch  und 
schneidet  AUa  die  AbAc  in  $a;  dann  liegen  die  $a  in  einer  Geraden. 
Es  ist: 

Pa  =  0    pb        pc 

IJa^O     pb     — pe 
5ßa  ^  Pa  {hpb  —  cpc)     pb{hpb  +  cpc)      — pe{^b + cpc) 

Die  5ßa  liegen  in  der  Geraden  j!)6pc(^6-{-(?pc),  welche  der  naübllc^ 
der  Harmonikaien  von  P,  parallel  ist. 

Wir  finden  femer: 


.    .      «^       /2P      2Ppa\    2P 
A,Ac:BC^[---^^:- 

a{bpb-{-cp^ 


AbAc  = V 

£apa 
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Setzen  wir  ZAbAb  =«  «* ,  so  ist  der  Ort  der  Punkte ,  für  welche  die 
Summe  der  Parallcltransversalstrecken  constant  ist,  die  Gerade: 

2a(m — b — c)xa  ==«  0 

Für  m  «=  a+*+ö  wird  diese  Gerade  die  Harmonikale  des  Punktes 
h^c^.  Die  Geraden  a(m  —  l  —  c)  geben  durch  den  Schnittpunkt  der 
beiden  zu  einander  parallelen  Geraden  a,  aib-^-c).  Somit  gilt  der  Satz: 

Für  die  Punkte  einer  zur  Geraden  a{jb-\-c)  parallelen  Geraden 
ist  die  Summe  der  Paralleltransversalen  constant. 

Auch  kann  leicht  bewiesen  werden,  dass  die  Punkte  A^Ae  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen.    Er  hat  die  Form : 


^Qhe 


Zgaa  iTa^  +  2  £gbe  XbXc  =^  0 
gaa  =  apbpeihjyb-^cpc) 
■  Pa\_{apa+hpb){apa-\'Cpe)-{'hcphVe\ 


IL 

Setzen  wir  AhAc  =  ^  so  haben  wir  die  Gleichungen: 

aipa  +  h(t  —  a)ph  -|-c(<  —  a)pc  =»  0 
a{t  —  h)pa'\-  htph  +  c{t — h)pc  *=  0 
a{t  —  C)pa  4"  *(^  —  c)ph  +  Ctpe  =  0 


£s  ist  also: 


t        t  —  a    t — a 

t—h        t         t—h 
t  —  c    t  —  c        t 

*■"  Zhc 


-0 


Setzen  wir  tZapa  =  ir,  wo  m?  symmetrisch  in  Bezug  auf  das  Dreieck; 
so  haben  wir  die  Gleichungen: 


woraus 


;)a  =  «? 


ahpb'\-acpc  =  w 

^  hc{ah  -\-ac—  hc) 


1  al  ac 
1  0  bo 
1    bc      0 


Es  gibt  also  einen  Punkt  T,  welcher  der  angenommenen  Bedingung 
entspricht;  er  ist  ein  Punkt  4.  Ordnuni;  und  heisst  der  Punkt  der 
gleichen  ParaUeltransversalen. 
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III. 

Werden  über  den  Seiten  dos  Dreiecks  ABC  Quadrate  errichtet, 
so  bilden  die  den  BC  parallelen  Quadratseiten  ein  dem  Urdreieck 
ähnliches  Dreieck.  Der  Homologiepunkt  beider  ist  der  Grebo'scho 
Punkt  G^=a,  Trifft  GA  die  BC  in  Ga ,  ist  J  das  Inkreiscentrum 
des  Urdreiecks;  so  haben  wir: 


Ga  =  0 

b 

c 

J=l 

1 

1 

JGa  =  h  —  c 

c 

— Ä 

GhGc^  —  bc    -^ca    -^ah 

JGa  trifft  GhGc  in 

2ahc      b{ca-\'Cb  —  ab)        cibc-^-ba  —  cd) 

Verbinden  wir  diesen  Punkt  mit  yl,  so  erhalten  wir  die  Gerade: 

0       c{J)c-\'ba — ca)       — b{ca'\-ch  —  ab) 

Diese  Geraden  schneiden  sich  im  Punkte: 

Q  ^  a{bc  '\-ba  —  ca)  {ca  -}-  ci  —  ab) 

AVenu  wir  auf  der  andern  Seite  von  AJ  den  Winkel  QAJ  auftragen, 
80  dass  der  neue  Schenkel  die  BC  in  Ta  trifft;  dann  treffen  sich  die 
ATa  im  reciproken  Punkte  von  Q,  in  T=e  bc^ab-^-ac  —  bc).  Die  Con- 
structiou  dieses  Punktes  ist  also  folgende: 

Man  construirt  über  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  entweder  nur 
nach  Aussen  oder  nur  nach  Innen  Quadrate.  Die  den  BC  parallelen 
Quadratseiten  bilden  ein  Dreieck  ÄB'C\  Die  AA'  sehneiden  sich 
in  G.  J  sei  das  Inkreiscentrum  des  Urdreiecks.  AG  trifft  BC  in 
ffa,  JGa  die  GbGc  in  A^,  Die  AA^  schneiden  sich  in  Q.  Man  trägt 
den  Winkel  QAJ  auf  der  andern  Seite  der  AJ  auf,  so  dass  der  neue 
Schenkel  die  BC  in  Ta  triff!    Die  Al'a  begegnen  sich  in  T, 


IV. 

A*  sei  die  Mitte  von  BC^  U  der  Punkt  T  für  das  Mittendreieck. 

Die  Normale  von  U  auf  B'C  treffe  B'C  in  ^l'„,  BC  in  A».    Dann 
gibt  die  Figur: 

TT  Af  ^  oÄ-j-ac — bc 

**  a  '  ab-j'-ac-^bc 

A'  C7+  VA^  =  - 
a 

12* 
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Der  Punkt  der  tjleiclien 

Paralleltransversalen 

UA 

-f(.- 

ab-\'ac  — 
ab-^-ac-^- 

U=b^c^ 

F 

a 

2bc 
2be 

Der  Punkt  i*c*  wird  erhalten,  wenn  man  die  Abschnitte,  welche  die 
Winkelhalbirenden  auf  den  Seiten  bilden,  mit  einander  vertauscht 
und  die  neuen  Teilpunkto  mit  den  Gegenecken  verbindet. 

Trifft  also  AJ  die  BC  in  Ja  und  ist  BQ  =  C/a,  so  schneiden 
sich  die  AQa  in  Q  =  b^c^  ^  ü.  Hierdurch  ist  also  auch  eine  Con- 
struction  des  Punktes  T  gegeben.    Sie  ist  folgende: 

Man  ziehe  durch  A  die  Parallele  zu  BC.  Diese  Parallelen  bilden 
das  Dreieck  8©(£.  Man  ziehe  in  diesem  Dreieck  die  Winkelhalbiren- 
den, dadurch  wird  93S  in  ^  geteilt.  £U  sei  ein  solcher  Punkt  der 
SS,  dass  SOa  =  S3a.    Die  ASXa  treffen  sich  im  Punkte  £l=T. 

FOr  SI^S  als  Fundamcntaldreieck  ist  nämlich 

0  =  (?l(ä:)*.(«8)^ 

Die  Seitennormalc  von  O  auf  S3S  ist  also: 

(?ie)2.(a»)2.X 

i^5m  |gf  • 

j;A.2a.(26)».(2c)«  =  8F 

1  =  -:^.-^- 

Aabc    £  bc 
Die  Seitennormale  von  O  auf  S3S  ist  also: 

a     £bc 

Verlängert  man  diese  Seitennormale  über  O,  bis  sie  die  BC  in  Ta 
trifft;  so  ist: 

Die  Gerade  TU  hat  die  Form: 


I  a*Ä*    aft(ca-|-c5  —  ab) 


=  a^b  —  e) 
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Nun  ist  a\b^c)  der  Umkreispol  der  Geraden  J  — c,  d.  h.:  Die  Ver- 
bindungsgerade  des  Punktos  der  gleichen  Paralloltransversalcn  und 
desselben  Punktes  des  Mittendreiecks  ist  die  Harmonikalo  des  reci- 
proken  Umkreispolcs  der  Yerbindungsgeraden  aller  Synunetriepunkte 
erster  Ordnung.    Es  ist  ferner: 


ca      ca{hc  -}-  Ja — ca) 
aa     db{ca  -\-cb  —  ab) 


a^ib  —  b) 


Sonach  liegen  der  Schwerpunkt,  der  Punkt  der  gleichen  Parallel- 
transversulcn  und  derselbe  Punkt  für  das  Mittendreieck  in  einer 
Geraden.    Die  Seitennormalen  von  T,  U  sind: 

2F  ab+  ac—bc      2F   Je 
a     ab-^-ac-^bc        a      £bc 

Die  Mitte  von  TU  ist  der  Punkt  b-\'C^  ein  Punkt  der  Geraden  b—c. 
Die  Gerade  aller  Symmetriepunkte  erster  Ordnung  halbirt  den  Ab- 
stand des  Punktes  der  gleichen  Paralleltrausversalen  von  demselben 
des  Mittendreiecks. 


Zur  Einführung  des  Punktes  7'  in  die  Elemente  dürfte  folgende 
Ableitung  dienen: 

AbAc  ==  BcBa  =  CaCb  =  t 
BBaiBC^t'.AC 

at  at  ac  —  at 

BBq  =  V»      CCa  =  — *      BCa  — 

b  c  c 

aht-\'act  —  abc 

TCa :  BaCa  =  AB :  BC 

TCa+TCb  =»< 

Die  Auflösung  der  letzten  Gleichung  gibt  den  Wert  von  t.  Als  Uebungs- 
aufgaben  seien  folgende  erwähnt: 

Ist  eine  Dreieckseite  die  mittlere  Proportionale  der  beiden  andern 
und  die  Summe  dieser  beiden  Seiten  gleich  der  dreifachen  Mittel- 
scite,   80  ist  die  Paralleltransversale  halb  so  lang  als  die  Mittelseite. 

In  keinem  Dreieck  ist  die  Paralleltransversale  das  harmonische 
Mittel  zweier  Seiten. 
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Die  Fläche  eines  Dreiecks,  in  welchem  eine  Seite  die  mittlere 
Proportionale  der  beiden  andern  ist,  verhält  sich  zum  Quadrat  der 
Mittelseite  wie  der  Inkreisradius  zur  Paralleltransversalen. 

Ist  in  einem  Dreieck  eine  Seite  das  harmonische  Mittel  der  beiden 
andern,  so  ist  die  zweifache  Mittelseite  gleich  der  dreifachen  Parallel- 
transversale  und  die  Verbindungsgerade  des  Schwerpunktes  mit  dem 
Punkte  der  gleichen  Paralleltransversalen  läuft  zur  Mittelseite  parallel 


XIV. 

Isogonal  entsprechende  Gerade  des  Dreiecks. 


Von 

Emil  Hain. 


Die  Gleichung  einer  Geraden  in  trimetrischcn  Punktcoordinaten 
bezogen  auf  das  Fundamcntaldreieck  ABC  sei: 

Sie  treffe  die  BC  in  Aj^,  dann  ist: 

Ci  =      h^      —Ol        0 

Nehmen  wir  auf  der  BC  einen  solchen  Punkt  Stj  an,  dass: 

AiB  =  %C,    AiC=^^B 

so  liegen  die  Äj   ebenfalls  in  einer  Geraden.    Ihre  Gleichung  wird 
auf  folgende  Weise  gefunden: 

Ziehen  wir  von  A^  die  Normalen  auf  -4C,  AB  und  bezieichnen 
wir  dieselben  mit  -4j(6),  A^{c),]  so  gibt  die  Figur; 
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A.C,2F 


Ai(c)  «-  A^B  smß  ' 


A^B.2F 


ac 


Nott  ist  aber  auch  wegen  A^^O  c^  —  ^i*. 

Sonach  ist: 

ab  hc^  —  cb^         ab 

A^B  _      —b^      ^  ^B 
ac         bc^  —  cb^  ac 

*  bci  —  cÄj  '  -^  bci  —  cbj^ 

Bezeichnen  wir  die  Normalen  von  Slj  auf  AC,  AB  mit  ^i(b)^  Äi(c); 
80  erhalten  wir: 

a,(Ä)  «  a.Csiny  =  ^^^^^^ 


oder: 


«iW  --  -  T  •  j^z:^.    «1 W  -  T  •  io,  -  cJ, 


Wir  bekommen  also: 

=  0  c«&,      —b^Ci 

^  0         c^Oi^i     —  b^c^a^ 

Die  iRj  liegen  somit  in  der  Geraden  a\ci.    Ist  %  «  2?ö/?c  ,  die  Har- 
monikale  des  Punktes  P^pa]  so  ist  a\cj^^a*pa. 

Projiciren  wir  die  Figur  AA^^^,  so  erhalten  wir  für  den  Schwer- 
punkt S  des  ursprünglichen  Dreiecks  ABC  einen  beliebigen  Punkt 
P^Pa-  Dann  trifft  AP  die  BC  in  Pa,  der  Projection  der  Mitte  von 
BC^  dem  Punkte  5«.    Die  Harmonikale  von  5,  die  Gerade: 

wird  die  Harmonikale  von  P.    Diese  trifft  die  BC  in  17«.     Da  iS« 
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in  der  ursprüDglicben  Figur  die  Mitte  der  Strecke  Ai%^  war,  so  sind 
jetzt  die  Punkte  A^^  bezüglich  PaHa  harmonisch  conjugirt  Wird 
XY  durch  ZT  harmonisch  geteilt,  so  ist: 

wenn 

-T^Ä-a,      l^^ya,     Z'^Za 

Es  ist  dann: 

X  ^  P«  ~  0        ph        pe 

Y=IIa=0         Ph     —pc 

Z=A^  =  0        ci     — Ji 

S  =  &p6-|-cpc,      V  =  ^i>  —  ^cj     J;«=5ci  — c*i 

Man  erhält: 

Die  Äj  liegen  in  der  Geraden  h^c^ph^pc^  Diese  wird  also  auf 
folgende  Weise  construirt: 

Die  Geraden  o, ,  AP  treffen  die  BC  in  ^^ ,  Pa.  Ua  sei  harmo- 
nisch zu  Pa  bezüglich  BC,  Ferner  trenne  8i  die  PaUa  harmonisch 
von  A^,  Die  SC^  bilden  die  Gerade  b^c^pi?pc^,  —  Für  |ia  =  1  wird 
&iCj|)6*l?c^ -=  ÄjCi.  Jo,  üi  seien  die  Punkte  PaHa  für  den  Fall 
P=  J=l.  Dann  halbirt  AJa  den  Winkel  ^.  Da  AJa  senkrecht 
zu  Ala  ist  und  A^fi^  die  Strecke  Ja/ä  harmonisch  teilt,  so  wird  auch 
der  Winkel  A^A^^  durch  AJa  halbirt.  Ist  also  die  Gerade  a^  ge- 
geben, so  hat  man  folgende  Construction  der  Geraden  h-^c^i 

Die  Halbirungslinie  des  Winkels  A  treffe  die  BC  in  Ja.  Die 
Halbfrungslinie  des  Aussenwinkels  von  A  schneide  die  Gegenseite  in 
/o.  Wenn  nun  die  Gerade  a^  die  BC  in  A^  trifft,  so  trage  man  den 
Winkel  A^^AJa  auf  der  andern  Seite  von  AJa  auf,  so  dass  der  neue 
Schenkel  die  BC  in  Hi  schneidet.  Die  Sj  liegen  dann  in  der  Ge- 
raden b^c^, 

Wien,  Juni  1877. 
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XV. 

Ueber  Interpolation. 

Von 

Neil. 


Die  Lösung  sehr  vieler  Probleme  der  Mathematik,  Mechanik, 
Astronomie  und  Geodäsie  lässt  sich  in  hohem  Grade  durch  Anwen- 
dung Yon  Tafeln  erleichtem,  in  welchen  die  Zahlenwerto  gewisser 
Functionen  für  eine  Anzahl  numerischer  Werte  der  Veränderlichen 
angegeben  sind.  Nun  ist  es  nötig,  aus  den  Zahlen  der  Tafel  die 
Werte  der  Funötion  auch  fttr  solche  Werte  der  Variabelen  oder  des 
Argumerts  der  Function  abzuleiten,  welche  in  der  Tafel  nicht  ent- 
halten sind.  Die  hierzu  nötige  Kechnung  nennt  man  das  Interpoliren. 
Die  Formeln,  welche  man  zu  diesem  Zwecke  entwickelt  hat,  lassen 
das  Gesuchte  in  aller  nur  wünschenswerten  Schärfe  finden. 

In  den  Tafeln,  in  welchen  die  Functionswerte  zusammengestellt 
werden,  lässt  man  die  Argumente  stets  nach  gleich  grossen  Inter- 
vallen fortschreiten;  zeigen  dann  auch  die  Functionen  gleiche  oder 
doch  beinahe  gleiche  Difterenzen,  so  gestalten  sich  die  Interpolations- 
rechnungen am  einfachsten,  indem  dann  gewisse  Aenderungen  des 
Arguments  proportionale  Aenderungen  der  Function  zur  Folge  haben. 
Bei  den  Tafeln  der  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonome- 
trischen Functionen,  welche  tagtäglich  gebraucht  werden,  ist  diese 
Anordnung,  und  zwar  mit  voUem  Rechte,  getroffen.  Nun  gibt  es 
ausser  den  genannten,  noch  eine  sehr  grosse  Anzahl  anderer  Func- 
tionen, von  welchen  Tafeln  zu  besitzen,  für  den  Mathematiker  von 
grossem  Interesse  wäre.  Wollte  man  auch  diese  Tafeln  so  ein- 
richten ,  dass  bei  den  Interpolationsrechnungen  nur  die  ersten 
Differenzen  der  Functionen  in  Betracht  kämen,  so  müsste  man  den- 
selben meist  eine  beträchtliche  Ausdehnung  geben.    Die  sehr  grosse 
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Arbeit  der  Berechnnng  solch'  ausgedehnter  Tafeln,  so  wie  die  bedeu- 
tenden Drackkosten  solcher  Yoluminöser  Werke  würden  dann  aber 
in  gar  keinem  Verhältnisse  zu  dem  Zwecke  stehen.  Hier  muss  sich 
der  Kechner  schon  gefallen  lassen,  ans  den  Tafeln  von  geringerem 
Umfang,  die  Functionswerte  mit  Berücksichtigung  der  höheren  Dif- 
ferenzen zu  entnehmen. 

Bei  der  Anlage  solcher  Tafeln  ist  vor  allem  zu  entscheiden,'  auf 
wie  viele  Decimalstellen  die  Functionswerte  angegeben  werden  sollen. 
Denn  dieselben  sind  (ganz  vereinzelte  Fälle  ausgenommen)  stets  Irra- 
tionalzahlen, welche  die  betreffende  Function  um  so  genauer  dar- 
stellen, auf  eine  je  grössere  Zahl  von  Stellen  sie  berechnet  sind. 
Doch  wird  man  hier  nicht  weitergehen,  als  der  vorgeschriebene  Grad 
von  Genauigkeit  unbedingt  verlangt.  Dann  hat  man  noch  festzusetzen, 
nach  welchem  Intervall  man  die  Argumente  will  fortschreiten  lassen. 
Je  grösser  man  das  Intervall  nimmt,  um  so  weniger  umfangreich  wird 
die  Tafel,  aber  auch  um  so  umständlicher  werden  beim  Gebrauch 
derselben  die  Interpolatiousrechnungen. 

Durch  diese  Arbeit  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  bei  zweckmässig 
eingerichtetem  Interpolatiousapparat  die  Tafeln  vieler  Functionen  nur 
eine  geringe  Ausdehnung  erfordern  und  doch  jeder  Wert  der  Function 
sich  ohne  allzu  weitläufige  Rechnung  daraus  entnehmen  lässt 


§2. 

Wir  wollen  zunächst  ein  von  der  bisher  üblichen  Interpolations- 
mcthode  verschiedenes  Verfahren  entwickeln,  bei  welchem  statt  der 
Differenzen  der  Functionswerte  gewisse  andere  Zahlen  zur  Anwendung 
kommen  und  wobei  sich  ausserdem  die  Logarithmentafel  mit  Vorteil 
gebrauchen  lässt 

Sei  f(p)  eine  Function  irgend  einer  Variabclen  p  und  stelle  y 
einen  Zuwachs  von  p  vor,  so  hat  man  nach  dem  Taylor'schen  Satze: 

wenn 

u.  s.  f.  gesetzt  wird. 

Geht  man  nicht  über  die  dritte  Potenz  von  y  hinaus,  indem  man 
voraussetzt,  dass  die  Reihe  so  convergent  sei,  dass  die  vierten  und 
höheren  Potenzen  keinen  merklichen  Einfluss  mehr  ausüben,  so  kann 
man  den  obigen  Ausdruck  auch  in  folgender  Form  anschreiben: 
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Setzt  man  darin 

SO  wird 

Durch  die  Benutzung  der  gewöhnlichen  Logarithmentafel  unter  Hin- 
zuziehung der  Tafel*)  der  Logarithmen  für  Summe  und  Differenz 
lässt  sich  das  zweite  Glied  zur  Rechten  ziemlich  leicht  berechnen. 

Die  Anwendbarkeit  dieses  Verfahrens  soll  nun  in  mehreren  Fällen 
erläutert  werden. 

§3. 

In  einer  Abhandlung  über  die  Wurfbowegung  im  wider- 
stehenden Mittel  in  diesem  Archiv,  Theil  XLVI,  Nr.  XX.  kommt 
ein  Ausdruck  vor,  welcher  dort  die  Lambdafnnction  genannt  wird, 

Dämlich:  

^(p)  -l>Vl+P*+lognat(p+Vl+p«) 
Hier  ist 

Nach  §  2.  findet  sich 

«=3p(lVp*)'      ^- 2(1 +  ;,«)'    ^=2yi+? 

Für  den  besonderen  Fall  p  =  0  wird 

a  =  oo,    i  «  0,  c  =  2; 
dafür  ist  aber  auch  ^ 

A(p)  -  0,     A'(p)  «  2,    A'^ip)  «  0,  A^(p)  «  2, 
daher 

^(y)  =  2y+iy3_(i+j^2)2y 

Die  folgende  Tafel  enthält  die  Werte  der  Lamdafunction  auf  5 
Decimalstellen.  Zugleich  sind  überall  die  zugehörigen  Werte  von 
loga,  log&  und  logc  angegeben. 


*)  Die  vom  Verfasser  bearbeitete  Tofel  der  fUnfstcUigen  Logarithmen, 
dritte  Anflöge,  Dnrmstadt,  Vering  von  J.  P.  Diehl  1870  entb&lt  unter  andern 
<nne  Tafel  der  Logarithmen  für  Summe  and  Differenz,  in  welcher  man  zn  irgend 
einem  logx  den  zngehOrigen  log(l-|-ir)  angegeben  findet,  welche  daher  für 
die  obige  Rechnung  sehr  bequem  ist. 
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I.    Tafel  der  Lamda-FttBction. 


^(p+y)  =  ^{p)  +  [l+(l+«y)6y]ry 


m 

0.1 
0.2 
0.3 
0^ 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 


O.UOOOO 
0.20038 
0.40265 
0.60888 
0.82085 
1.04023 
1.26854 
1.50713 
1.75717 
2^1969 
2.29559 
2.58561 
2.89043 
3.21061 
3.54663 


3.89893 


OD 

0.51856 
0.20482 
0.00833 
9^636 
9.72700 
9.61119 
9.50459 
9.40494 
9.31096 


9.22185 
9.13709 
9.05631 
8.97918 
8.90546 


8.83490 


—  00 

69465 
98297 
13866 
23657 


0.30103 
0.30319 
0.30955 
0.31974 
0.33321 


30103 
34358 
37088 
38722 
39553 


9. 
9. 
9. 
9. 

9^ 

9.39794 
9.39597 
9.39076 
9.38316 
9.37381 


9.36318 


0.34949 
0.36780  2. 
0.38762  2. 
0.40845 
0.44716 


0.451542. 

0.47323 

O.49472I2 

0.51591 

0.53668 


0.55697 


2.0 

1 

2 

2.3 

2.4 


1.5 
2.6 
7 
2.8 
2^ 
3.0 


3.89893)8. 
4.26786  8. 
4.65374'8. 
5.0568718, 
5.47747  8.58042  9.31402 


;.8349U 
1.76731 
1.70248 
1.64024 


9.36318 
9.35164 
9.33947 
9.32688 


5.91577i8. 
6.37196  8. 


52288 
46746 
6-84620;8.41404 
36250 
31272 


7.33865,8. 
7.84944  8. 


8.37869 
8.92651 


9.30103 
9.28799 
9.27498 
9.26205 
9.24923 


8.26460 
8.21804 


9.4929918.17296 
10.07823,8.12927 
10.68230  8.08689 


ll.30528'8.04576 


0.55697 
Ö.57675 
0.59600 
0.61471 
0.63288 


0.65051 
0.66768 
0.68424 
0.70036 
0.716O0 


9.23657  0.73120 
9.22408  0.47596 
9.21178  0.76081 


9.19968 
9.18778 


9.17609 


0.77426 
0.78782 


080103 


Für  |7  »  0  benutzt  man  die  folgende  Formel: 

logA(y)  «  log(l  +  iy«)+0,30103+logy 
logi  =  9.22185  —  10 

Die  Tafel  enthält  die  Werte  von  ji(p)  nur  bis  zum  Argument />^  3. 
Grössere  Werte  kommen  in  der  Anwendung  selten  vor.  Sollte  dies 
dennoch  der  Fall  sein,  so  findet  mau  im  §  10.  Methoden  angegeben, 
wodurch  diese  und  die  umgekehrte  Aufgabe  auf  verhältnissmässig 
leichte  Weise  gelöst  werden  können. 

Die  Lamdafunction  für  negative  Argumente  findet  sich  ebenfalls 
negativ,  d.  h.  es  ist  allgemein: 


§  4. 

Den  Gebrauch  der  in  dem  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Tafel 
wollen  wir  an  einigen  Beispielen  zeigen. 

1.    u4(0,729548)  soll  berechnet  werden. 

Hier  setzt  man  p  -=  0.7  und  y  =  0.029548 
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9.50459 
:  8.47053 


-  7.97512 

■ 

=  0.00408 

=  9.37088 

=  8.47053 

7.84549 

-0.00304 

=  0.38762 

A(0.7)  =  1.50713 

-=  8.47063 

-f   0.07264 

loga 

+logy 

logay 

log(l+ay) 

+\0gb 

+logy 


lOg{l+(l+ay)by 
+logc 
+logy 
logO.072642  =  8.86119 

2.    ^(2,76348)  soll  bestimmt  werden. 

p  =  2.7,  y  =  0,06348 

loga  =  8.17296 
logy  «  8.80264 

logoy  =»  6.97560 

log(l+ay)  =  0.00041 

logi  =  9.21178 

logy  =  8.80264 

8.01483 

log(l+(l-fay)&y)  =  0.00447 

+log(j  =  0.76031 

+logy  =  8.80264 

logO.36933  «  9.56742 


^(0.729548)  «  1.57977 


>4(2.7)  =  9.49299 

+      0.36933 

^(2.76348  =  9.86232 


3.    Soll  auch  noch  ui(0.04352)  gesucht  werden,  so  ist  j? 
y  =  O.04352 

logy  =r  8.63869 

loga:»  =  7.27738 

logJ  =  9.22185 

6.49923 

log(l-Hy«)  «  0.00014 

0.30103 

+logy  =  8.63869 

log^(y)  -  8,93986    folglich    -4(0.04352)  «  0,08707 


=  0, 
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§5. 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  nämlich  zu  einem  gegebenen  A(x) 
das  zugehörige  x  zu  bestimmen,  können  wir  jetzt  leicht  lösen.  Wir 
erhalten  aus  unserer  Gleichung 

A(p+y)^A{p) 
^^  c{\+{X  +  ay)by-i 
Setzt  man   A{p-\-y)  «  A{x)  und  versteht  unter  A(p)  den  nächst- 
kleineren in  Tafel  I.  stehenden  Wert  der  Lamdafunction,  so  ist,  wenn 

man  y'« —  nimmt,  y'  als  ein  erster  Näherung3wcrt  für 

c 

y  zu  betrachten,  dies  gibt  uns 


^        l  +  a+ay)by 
Vernachlässigt  man  hier  vorerst  das  Glied  ay  gegen  1  und  setzt  y* 
statt  y^  So  erhält  man  einen  genaueren  Wert  für  y^  den  wir  durch 

y"  bezeichnen,  also  y^^  =  ^  ;  .  , ;   mit  diesem  können  wir  jetzt  den 

Wert  von  y  genau  erhalten.    Wir  haben  daher  zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  die  folgenden  Gleichungen: 

,       A(x)-^A(p) 

y 


1  +  V 

y  -  l+{l+ay'')öy'' 

Sei  z.  B.  A{x)  =  6.25235,  so  gibt  die  Tafel  den  nächst  kleineren  Wert 

^(2.0)  =  5.91577 
^(a:)  — ^(2,0)  -  0.33658 

logO.33658  «  9.52709  log(l+ay")  ==  0.00107 

— logc  —  0.65051  +logh  =  9.30103 

logy'  =  8.87658  +log/  -  8.87009 

+log*  «  9.30103  8.17219 

logiy'  «  8.17761  logH+a+ayW)  =  0.00641 

log(l-Ky')  =•  0.00649  logy'  -  8.87658 

logy"  —  8.87009  logy  =  8,87017 

-f  loga  =  8.52288  y  «  0.07416 

logay"  -  7.39297  «  =  P+If  =*  2.07416 
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Ad  HL    Fände  sich  in  diesem  Falle  log^  noch  beträchtlich  Terschiedcn 
von  logy",  so  würde  man  logy**  statt  logy  schreiben  nud  die 

Rechnung  nach  der  Formel  y  =  i  i  q  r — <»^~ä  widcrholen. 

Wenn  das  gegebene  ^(x)  <^  0.20033,  so  findet  man 
y'  =  iA^) 
y' 


»  = 

y' 

y  = 

1-Hy"* 

l.  B.    y/(x)  =  0,08707 

log^(a!)  =  8.93987 

log/»  =  7.27740 

+logi  =  9.69897 

4-logJ  =  9.22185 

logy'  ^  8.63884 

6.49925 

logy'»  =  7.27768 

iog(i-Hy"*)  =  0.00014 

logi  =  9.22185 

logy' =8.63884 

6.49953 

logy  »  8.63870 

log(l-H»'*)  =  0.00014 

X  =  y  =  0.04352 

logj,"=  8.63870 

Hier  stimmen  ^"  und  y  vollständig  überein,  so  dass  die  letzte 
Wiedei  holung  der  Rechnung  ganz  überflüssig  war. 


§6. 

Um  die  Anwendbarkeit  unserer  Methode  des  Interpolirens  in 
einem  anderen  Falle  zu  zeigen,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  eine 
Tafel  zu  construiren,  aus  welcher  man  den  natürlichen  Logarithmen 
irgend  einer  Zahl  auf  6  Decimalstellen  genau  entnehmen  kann. 

Der  Taylor'sche  Lehrsatz  gibt  die  Beziehung: 
oder,  wenn  man  nicht  über  die  dritte  Dimension  hinausgeht  und 


*}  Die  nRtürlichcT)  Logarithmen  sollen  stets  durch  lg,  die  brigg'schen  durch 
log  bezeichnet  werden. 
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setzt* 

Wie  aus  dieser  Formel  zu  ersehen ,  kommt  hier  wiederholt  die 
Aufgabe  vor,  zu  einem  gegebenen  logx  (wo  stets  x<CV)  den  zuge- 
hörigen log(l  —  x)  zu  bestimmen.  Vermittelst  der  Tafel  für  Loga- 
rithmen der  Summe  und  Differenz  lässt  sich  wohl  diese  Aufgabe 
lösen,  denn  es  ist 


l0g(l  —  rr)  =  log  (-  -  1  j  +loga; 


Wegen  des  wiederholten  Auftretens  derselben  würde  jedoch  die 
jedesmalige  Umformung  allzu  umständlich  sein;  wir  geben  daher  am 
Schlüsse  dieser  Abhandlung  eine  Tafel,  woraus  man  zu  irgend  einem 
gegebenen  logo;  den  zugehörigen  log(l — x)  ohne  weiters  entnehmen 
kann. 

Diese  Tafel  (Y)  bedarf  keiner  besonderen  Erklärung,  da  sie  in 
ihrer  Einrichtung  mit  der  Mehrzahl  der  gebräuchlichen  Logarithmen- 
tafeln übereinstimmt,  und  daher  nach  ihren  Ucberschriften  jedem 
Sachverständigen  klar  sein  wird.  Nur  das  hat  man  zu  beachten, 
dass  bei  dem  wachsenden  Argument  A  die  Functonen  B  abnehmen. 
Die  Tafel  ist  als  absolut  vollständig  zu  betrachten-,  denn  wenn 
loga;>>  9.69897 —-10,  so  sucht  man  ihn  unter  B  auf  und  erhält  in 
dem  zugehörigen  A  den  log(l— x). 


§  7. 

Wir  lassen  nun  die  Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  folgen. 
Sie  enthält  die  Logarithmen  einer  jeden  zweistelligen  Zahl  auf  6 
Decimalstellen.  Die  Tafel  enthält  femer  die  brigg'schen  Logarithmen 
der  Grössen  a,  h  und  c^  so  dass  jetzt  die  in  §  6.  entwickelte  Formel 
unmittelbar  angewandt  werden  kann. 
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lgnat(;>+^)  =  lgnat;j  +  [l  — (l--ay)6y]cy 


IgP 


10:2.302585 
11J2.397895 
122.484907 
1312.564949 
14:2.689057 


loga      log  6    I    logc 


8.8239118.6989719.00000 
8.78252'8.65758!5.95861 
8.74473|8.61979|8.92082 
8.7099718.58508  8.88606 
8.67778,8.55284  8  85387 


152. 

1612. 

1712. 

18|2. 

19|2. 

20 

211,3. 

223. 

233, 

243. 


7080508. 
7725J*98. 
8332138. 
890372i8. 
,94443918 


995732 
044522 
091042 
185494 
178054 


64782  8.5228«  8.82391 
.61979;8.49485  8.79588 
59346  8.46852,8.76955 
.568648,44370!8.74473 
5451618.42022  8.72125 

52288!8.397948.69897 
50169|8.37675  8.67778 
48149'8.35655  8.65758 
46218  8.33724  8.63827 
,44370  8.3187618.61979 


2513.218876 
2613.258097 
27,3.295837 
28^.332205 
2913.367296 


30j3.4O1197; 
313.433987; 
323.465736 
33'3.49650Sl 
S4I3.526361 


8. 
8. 
8. 
8, 

8^ 

8.42597|ä 
|a40894'8. 
8.39254;8, 
'8.37675;8. 
3^36151:8. 

8.34679|8. 
8.3145518. 
8.31876  8. 
|8.30539i8. 
18.2924318, 


.30103,8.60206 
.28400;8.58503 
,267618.56864 
.25181  ;8.55284 
^3657 18.53760 
,22l85  8.'52288 
,2076r8.50864 
19382  8.49485 
180468.48149 
.16749:8.26852 


Ig^        loga 


35,3.5553488 


3613.583519 
378.610918 
38,3.637586 
39i3.663562:8 


\ogb    I    logc 

l549'Ö8l5593 
142678,44370 
1307718.43180 
n919'8.42022 
10791 ,8^0894 
09691,8.39794 
08619'8.38722 
07572  8.37675 
065508.36653 

05552,8^5655 

45|3.806662|81 707018.04576  8.34679 
46  3.82864118.1611518.03621  8.33724 
47;3.850148i8.1518l|8.02687,8.32790 
48,3.8712018.14267,8.01773  8.31876 
49'3.891820|81337 118.00877 18.30980 


403.688879:8. 
4ll3.713572!8. 
423.737670'8. 
43i3.761200i8, 
44i3.784190|8. 


28084,8. 
267618, 
25571 18. 
24413'r8, 
23284,8. 
,22185,8. 
.21112,8, 
.200668, 
.1904418 
.18046|8 


50{3.912023|8. 
513.931826  8. 
523.951244  8 
538.9?0292|8. 
54!3.988984  8. 


,12494!8. 
11684;7 
107917 
.099637 
.0904817 


55j4.0O7333|8.08355,7. 

075727. 

,06803|7. 

.0604817, 

ObSm^l 

604.094345!8.04576i7, 


56j4.025352 
57  4.043051 
584.000443 
4.077537 


9586118. 
,950788. 
.943108. 
.935548. 
;92812|8. 
.92082'ä 


25964 
25181 
24413 
.23657 
^3915 
.22185 


^gP         log«      log  6       logc 


60|4.094345|8  04576  7.92082  8.22185 

61  k.  1 10874|8.03858!7.91364i8.21467 

62  4.127134,8.03152  7:90658  8.20761 
63 
64 


4.*143135!8!02457|7.*89963J8!20066 
4.158883|8.0l773i7.89279  8.19382 


6514.174387i8.01100|7.88606 

-^  ' 8.00436  7.87943 

7.99783  7.87290 
7.99140  7.86646 
7.98506  7.86012 


4.189655 
4.204693 
4.219508 
4.234107 


69 

70 

71 

72 

73  ,..._.., 

7414.304065  7.95468 


18709 
18046 
17393 
16749 
16115 


4.248495,7.97881 
4.2626807.97265 
4.276666i7.96658 
4.290459,7.96059 


4.317488,7.94885 
94310 
,93742 
93181 
92628 


4.330733'7 
4.343805'7 
4.356709,7, 
4.369448,7, 


,8538718. 
.8477118. 
.84164'8. 
8356518. 
8297418. 


15490 
14874 
14267 
13668 
13077 


7.8239118.12494 

7, 
7 
7 


.81816 
.81248 
.80688 


8.11919 
8.11351 
8.10791 


4.3820277.1 
4  394449:7.1 


4.41884117.1 
4.430817,7.^ 


92082,7, 
9154217, 
4.406719,7.91009  7, 
9048317, 
89963,7, 


,8013418.10237 
7958818.09691 
79048|8.09151 
785168.08619 
77989i8.08092 
77469|8.07572 


''i 


logo       log  6       logc 


85|4.442651 '7.89449  7.7695518.07058 
86|4.454347|7.88941i7.76447,8.06550 


87  4.46590817.88439 
884.477387  7.87943 
89  4.48863617.87452 


4.499810 
4.510860 
4.521789 
4  532599 
4.543295 


7.86967 
7.86487 
7.86012 


95  4.558877 
964.564848 

97  4.574711 

98  4.584967 
99,4.595120 


7.75945  8.06048 
7.75449 18.05552 
7.74958  8.05061 
7.74473,8.04576 
7.78993  8.04096 
7.73518  8.03621 

7.85543j7.73049|8.03152 

7;85078|7.^2584!8.Ü2687 

7.84619 

7.84164 

7.83714 

7.88268 

7.82827 


7.7212518.02228 
7.71670  8.01773 
7.71220'8  01323 
7.707748.00877 
7.70333'8.00436 


00000:8.30103  100  4.605170:7.82391  7.6989718.00000 

991408.29243  — 

,9829718.28400 
.9746918.27572 
,96658|8.26761 


Ignat  1000=6.907755 

10000=9.210840 

100000=11.512925 

1000000=18.815511 

10000000=16.118096 

„       100000000=18.420681 

„     1000000000=20.728266 


Ignat  {p  —y)  =  lg natp  -  [1  +  (1  +  ay)hy]cy 
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Die  Interpolation  für  solche  zweistellige  Zahlen,  denen  noch  ein 
Decimalbnich  angehängt  ist,  lässt  sich  jetzt  leicht  ausführen,  wobei 
man  zweckmässig  nach  folgendem  Schema  verfähii.  Zur  besseren 
ücbersicht  ist  dabei  gesetzt  worden: 

Schema. 


log«  = 

log(l-i)  = 

+logy  = 

+logc  = 

loga'  == 

+logy  - 

log(l-a')  = 

logc'  = 

+logft  - 

log;)  = 

+logy  = 

+.'  = 

logi'  = 

log(i>+y)  = 

Man  geht  mit  loga'  in  die  durch  A  bezeichnete  Spalte  unserer  Tafel  V. 
ein,  entnimmt  das  zugehörige  2/,  welches  =log(l-— a')  ist.  Ganz 
ebenso  erhfilt  man  log(l — h'). 

Vertauscht  mau  in  der  §  6.  entwickelten  Formel  y  mit  —  j^,  so 
geht  sie  über  in: 

Dieselbe  findet  sied  auch  im  Fuss  der  Tafel  II.  angegeben  und 
liefert  dann  eine  grössere  Genauigkeit  als  die'crstere,  wenn  der  der 
zweistelligen  Zahl  angehängte  Bruch  >>  \  ist.  Die  Rechnung  wird 
ganz  nach  dem  gleichen  Schema  ausgeführt,  man  schreibe  nur  (l+'i') 
statt  (1 — a'),  ebenso  (1+^')  statt  {\—-b')\  auch  hat  man  schliess- 
lich c'  von  log/>  zu  subtrahiren. 

Ist  die  Zahl,  zu  welcher  der  Iguat  gesucht  werden  soll,  nicht 
zweistellig,  so  multiplicire  oder  dividire  man  dieselbe  mit  derjenigen 
Potenz  von  10,  so  dass  eine  zweistellige  Zahl  entsteht,  z.  B. 

lgO.()G9378  «  lg69.378  —lg  1000 
lg578432     «  lg57.8432-f  IglOOOO 

Die  Logarithmen  mehrerer  aufeinander  folgender  Potenzen  von 
10  sind  am  Schlüsse  der  Taf.  II.  angegeben. 


§8. 

Durch  mehrere  Beispiele  wollen  wir  den  Gebrauch  der  Tafel  II. 
erläutern. 
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logc' 

=.  7.90434 

logp 

=  3.583519 

+c' 

=  0.008023 
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1.  lg 36.29  soll  gesacht  werden. 

Man  setzt  |?  =  36,  y  —  0.29 

loga  =  8.26761  log(l— &')  =  9.99824 

•4-logy  =  9.46240  +logc  =  8.44370 

loga'  =  7.73001  +logy  «  9.46240 
log(l— a')  =  9.99766 
+\ogb  =  8.14267 
+logy  =  9.46240 

logZ»'  =  7.60273  lg36.29  =  3.591542 

Anf  8  Decimalstellen  genau  ist  lg  36.29  =  3.5915  4222,  daher 
obiges  Resultat  noch  in  der  6.  Stelle  richtig. 

2.  lg  15.89  soll  gesucht  werden. 

Man  setzt  7>  =  15  und  y  =  0.89  und  erhält  loga' «  8.59721, 
log i'-=  8.45474  und  logc' =8.76075,  c'  =  0,057644,  lg/)  =  2.708050, 
folglich  lgl5.89  =  2.765694. 

Auf  8  Dccimalen  ist  lg  15. 89  =  2.7656  8998,  daher  unser  Resultat 
om  4  Einheiten  der  6.  Stelle  zu  gross.  Da  nun  aher  15.89  =  16—0.11, 
80  setze  |>='16,  y  =  0.11  und  benutze  die  im  Fuss  von  Tafel  II. 
stehende  Formel,  so  erhält  man  loga' =  7.66118,  log i'=  7.53823, 
logc' =7.83876,  c'=  0,006899,  lg ;)=- 2.772589,  daher  lg  15.89  «- 
2.765690,  welches  Resultat  noch  in  der  6.  Stelle  richtig  ist. 

Die  Ursache,  warum  das  letzte  Resultat  genauer,  ist  leicht  ein- 
zusehen.   Denn  die  dieser  Rechnung  zu  Grunde  liegende  Reihe  (§  6) 

convergirt,  wenn  y  sich  der  Einheit  nähert,  nicht  rasch  genug,  um 
das  Glied  mit  y"  zu  vernachlässigen,  wie  hier  geschehen  ist.  Da- 
gegen ist  nach  der  zweiten  Formel  y  um  so  kleiner  zu  nehmen,  je 
weniger  der  der  zweistelligen  Zahl  angehäugte  Decimalbruch  von  1 
verschieden  ist 

3.  lg  10.5  ist  zu  bestimmen. 

Hier  wäre  es  gleichgültig,  ob  man  nach  der  ersten  oder  zweiten 
Formel  rechnet,  weil  in  beiden  Fällen  y^O.b  zu  setzen  ist.  Doch 
wird  die  zweite  Formel  etwas  mehr  Genauigkeit  gewähren,  weil  für 
;)  =  11,  die  Werte  von  a,  b  und  c  etwas  kleiner  sind  als  für  /)=»  10. 
Wir  setzen  daher 
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|)— 11,     y«0.5 

log«  «  8.78252  log(l+*')  «-  0.01005 

-j-logy  =  9.69897  +log(j  -  8.95861 

loga'=  8.48149  +logy  -  9.69897 

log(l+a')  «  0.01296  logc' «  8.66763 

+log6  =  8.65758  Igp  «  2.397895 

+logy  =-  9.69897  c'  =-  0.046519 

logj'«  8.36951  lg  10.5  =  2.351376 

Auf  8  Stellen  ist  lg  10.5  «  2.3513  7526,  also  der  Fehler  gleich 
i  Einheiten  der  6.  Decimalstelle.  Diess  ist  iudes  auch  der  un- 
günstigste Fall,  der  überhaupt  eintreten  kann,  weil  für  solche  Zahlen, 
wie  11.5  oder  12.5  u.  s.  f.,  wo  y  —  i  zu  nehmen  ist,  die  Werte  von 
a,  &,  c  stets  abnehmen,  für  andere  Zahlen  dagegen  immer  y  kleiner 
als  i  gesetzt  werden  kann. 

Es  lässt  sich  daher  behaupten,  dass  durch  die  Tafel  IL,  obwohl 
sie  nur  den  Raum  einer  Seite  in  Anspruch  nimmt,  die  Aufgabe  ge- 
löst ist,  den  natürlichen  Logarithmen  irgend  einer  Zahl  durch  eine 
leichte  Rechnung  auf  6  Decimalstellen  zu  bestimmen,  wobei  im  un- 
günstigsten Falle  die  letzte  Stelle  höchstens  um  eine  Einheit  unsicher 
sein  wird.  Nach  der  gewöhnlichen  Methode  des  Interpolirens  hätte 
man,  um  ein  gleiches  Resultat  zu  erzielen^  die  5  ersten  Differenzen 
in  Rechnung  ziehen  müssen,  was  jedenfalls  viel  umständlicher  gewesen 
wäre. 

§6. 

Die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe:  Zu  einem  gegeben  Igrr 
die  zugehörige  Zahl  x  zu  bestimmen,  bietet  nun  auch  keine  Schwierig- 
keit. Man  addirt  oder  subtrahirt  lg  10»,  wo  n  so  zu  wählen  ist,  dass 
die  solcher  Weise  entstehende  Zahl  zwischen  den  Grenzen  2.302585 
und  4,605170  enthalten  ist.  Setzt  man  dann  lgaj±lglO"«lg(|?+y) 
und  versteht  unter  \gp  den  nächst  kleineren  Wert  der  Tafel,  so  er- 
hält man  jetzt  (siehe  §  5.)  die  successiven  Näherungswerte  von  y 
wie  folgt: 

y    =z  ^ 


tl  = 


i-V 
y' 
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Setzt  man  lg(i?+y)— lgi>  -=  «,  y'h  =  /?,  y"a±=y  und  (1— y)*y"-=-  ^, 
so  wird 

Die  Rechnung  lässt  sich  zweckmässig  nach  folgendem  Schema  aus- 
führen: 


lg(p-|-y)  = 

logy"- 

-lgp  = 

4-logo  = 

a  => 

logy  = 

log«  = 

log(l-y)  = 

— logc  -= 

4-logft  - 

logy'  — 

+logy"  - 

+log6  - 

logJ  — 

log/»  = 

l0gj,'  = 

log(l-/J)  = 

log(l-«)  = 

logy"  = 

Iogy  = 

»  =  (p+y)' 

löT« 

k 

Man  könnte  auch  Igx  +  lglO*  « lg(i?— y)  setzen,  und  würde 
dann  unter  \gp  den  nächst  grösseren  Wert  der  Tafel  verstehen,  dann 
hätte  man 

igp— lg(l>— y) 


'^'=  o 


/=-^ 


1+V 

9" 


l+(l+ay")6/ 


Hier  setzt  man  a  =  lgp  — lg(p — y)  und  schreibt  (l-\-y)  statt 
(1— y),  ebenso  (1+jS)  nnd  (1+3)  statt  (1— /J),  (1— <);  im  übrigen 
ist  die  Bechnong  ganz  nach  dem  gleichen  Schema  auszuführen ,  nnd 
man  hat  schliesslich: 

<r=»(p— y).10T» 
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Beispiel. 

\gx-- 

=  7.370860 

lglOO  = 

=  4605170  ■ 

hip+y)  ■- 

=  2.765690 

log  15  = 

=  2.708050 

ot  = 

=  0.057640 

loga: 

=  8.76072 

—logc 

=  8.82391 

logy' 

=  9.93681 

+logft 

=  8.52288 

log/J 

=  8.45969 

logd-« 

=  9.98730 

Jogy" 

-  9.94951 

log/  = 
+loga  = 

logy 

log(l-y)  = 

+\ogb  z 

+logy'' '- 

logÄ  > 

logy'  = 

log(l-d)  = 

logp' 

y- 
p+y~ 


:  9.94951 
=  8.64782 
'-  8.59733 
:  9.98247 
:  8.52288 
.  9.94951 
8.45486 
9.93681 
:  9.98744 
-  9.94937 
:  0.88996 
=  15.88996 
'  1588.996 


Rcckuen  wir  dasselbe  Beispiel  auch  nach  der  zweiten  Methode: 

logl6  =  2.772589  logy  =  7.66124 

— log(p— y)  -  2.765690  logd  =  7.52839 

logy  =  9.04145 

y  =  0.110015 
p—y  =z  15.889985 


a  =-  0.006899 
log/ =9.04291 
log/5  «  7.52786 


logy  «  9.04145 


X  =  1588.9985 


Dieses  Resultat  ist  genauer  als  das  erstcre,  weil  hier  y  beträcht- 
lich kleiner  ausfiel  als  dort 


10. 


Die  in  §  3.  mitgeteilte  Tafel  gibt  die  Werte  der  Lamdafunction 
nur  bis  zu  dem  Argumente  ;>  =  3.  Für  grössere  Werte  von  p  ent- 
wickelt man  ^(p)  am  zweckmässigsten  in  eine  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  p  fortschreitende  Reihe,    Nach  dem  früheren  ist: 

clAip)  ==  2  VT+p^dp  =  2jp|[/l  +  \(lp 

^M   \       9    7   li_i     ^  1      .      13  1.3.5      ,       \ 

dAp)  =  2pdp  (1+^,  -  2:v+2iv-2.4:6.8p«+  - ! 

Wird  integrirt  und  die  Constante  durch  C  bezeichnet,  so  ist 
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A(p)  -  C+p^+]gp+  ^,  -  3  L  +  __  _  ... 
Um  den  Wert  von  C  zn  bestimmen,  haben  wir  anch 

Ap)  ~  pVT+P+ig(p-\-VT+i')  -  p'  (i  +pf 

+igp+ig[n-|/i+y 

AP)  =l'<l  +  ^,-2ip-.+  ■••)+'«P+K2+2j-.-4-i+ ...) 

Die  Vcrgleichung  mit  der  obigen  Reihe  gibt 

C  -  i+lg2  =  0.5+0.6931  4718  =  1.1931  4718 
Die  obige  Reihe  schreiben  wir  jetzt  in  folgender  Form  an : 

^(p)  =  l.l93U7+p*+lgp+[l-(l-j|i)4j5]^, 

Setzt  man  darin  «  =  ^,  ß  =  i,  Y  =  h  so  wird 

Ap)  -  1.193147 +p*+lg^+  [l-(l-^>.)|i]  J^i' 

hier  ist 

loga- 9.61979,    log /3  =  9.39794,    log  y  =  9.09691 

Um  die  Anwendung  dieser  Formel  zu  erläutern,  nehmen  wir  p  =-  7 
Die  Tafel  II.  gibt  lg 7  ==  lg 70 -lg  10  =  1.945910 


log[l-(l-p)|i]  =  9.99780 
+log*,  -  8.30980  ^j^gy  ^  9  pg^gi 


logof  «-  9.61979 

1 


7.92959 

l_-A=,  9.99629 

+log^  =  9.39794 

+log-s,  =8.30980 
logO.0025381  =  7.40451 

+log-,  =.  8.30980 

7.70403 
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1.193147 
-hj2  =  49.0 
+lgp  ==    1.945910 
+         0.002538 
A{7)  «  52.141595 
Ist  bei  der  umgekehrten  Aufgabe  das  gegebene  >4(a;)>>12,  so 
kommt  es  zunächst  darauf  an,  einen  Näherungswert  für  x  zu  be- 
stimmen. 

In  der  Reihe  A(x)  =»  «H- 1,193  ...  +lgaj+g^  —  ...  übersteigt 
das  Glied  x^  die  Summe  der  folgenden  Glieder  beträchtlich,  so  dass 
Vu^Ca;)  schon  als  ein  Näherungswert  von  x  betrachtet  werden  könnte; 
doch  erhalten  wir  sogleich  einen  etwas  genaueren  Wert,  wenn  wir 
schreiben  x  =  V^(a;)  — 1.193  ...  —  Iga;  und  dabei  lg 3  für  \gx  setzen, 
da  dies  der  kleinste  hier  vorkommende  Wert  von  x  ist.  Bezeichnet 
man  die  successiven  Näherungswerte  von  x  durch  x%  x*\  x'"y  so  findet 
sich  hiernach: 

a;'=»V^(a;)  — 2.305 

x"  =  V^(a;)  - 1.193147  — Igoj' 

x-^  )/^(a:)-1.193147-lgx"-  [l  -  (l  ~  ^.)  ^J  jr, 

x"*  wird  hier  meistens  nur  wenig  von  x'  verschieden  sein,  und  ist 
dann  als  der  richtige  Wert  von  x  zu  betrachten.  Im  anderen  Falle 
würde  man  in  der  letzten  Formel  af"  an  die  Stelle  von  a?"  setzen  und 
die  Rechnung  wiederholen. 

Sei  z.  B.  Ax)  =  73.173644 

a?'  =  1/70869  =  8.4;     lg  8.4  =  2.128232 
x"  =  V  69.852265  =  8.3578 
Iga;"  kann  man  mittelst  Tafel  II.  bestimmen,  oder  man  multiplicirt 
x"  mit  2.3025851. 


log«  = 

:  9.61979 

+log^j  = 

.  8.15582 

7.77561 

(.-^.)- 

9.99734 

+log^  = 

:  9.39794 

+log^,= 

=  8.15582 

log[l-(l-^,)^,]=  9.99846 

-f-logy  =  9.09691 

+log;;i  «  8.15582 


logO.0017832  =  7,25119 


7.55110 
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1.193147 

+lgx"=  2.123196 

+      .0.C01783 

3.318126 

73.173644 


a^=  69.855518 

aj^=  8.35796 

Dieser  Wert  von  x'"  ist  so  wenig  von  «"  verschieden,  dass  wir 
hier  x  =^  ad^  nehmen  können. 


§  11. 

Zum  Schlüsse  soll  noch  gezeigt  werden,  wie  mittelst  einer  Tafel 
von  sehr  geringem  Umfang,  das  als  Gammafunction  bezeichnete  Euler- 
sehe  Integral  fOr  jede  Zahl  leicht  berechnet  werden  kann.  Daßselbe 
ist  definirt  durch: 

r(n)^    y  Ä*-ie-*rfaj«=y    [logH*     dx 

In  seinen  Exercices  de  calcnl  integral  entwickelt  Legendre  fol- 
gende Reihe  zur  Berechnung  dieser  Function: 

Jogr(l+n) log(l+n)-f  5in+jB,n*-  B^n^+B^n^^-B^n^ 

Die  Bedeutung  der  Coefficienten  B  geht  aus  den  folgenden  Gleichungen 
hervor: 

B^  «  3f(l-jr),      B^  =  iMiS^-l),      Bj  =  iMiSs-l), 

B,^iM{S^^l)... 
Dabei  ist: 

M  »0.43429  44819 

K  »  0.57721 56649    (Constante  des  Integrallogarithmus) 

»8  =  j^8~r2*"'"3*  '  4*  *"  "* 
_        1     ,1^    ,1^    I  L  i_ 


L+L .L .L 


^4   =  14 +94  "+-04  "Tili- •• 
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Die  Zahlenwerte  der  B  sind  nach  Legendre: 


i/j  =  0.18361  29037  6840 
Bi  -  0.14004  56532  118 
B^  =  0.02925  07326  917 
B^  =  0.00893  81315  34 
B^  =  0.00320  75040  58 


Bq  =0.00125  53326  86 
i?7  =0.0005180064  42 
Bq  =0.00022  13466  62 
Bq  =0.00009  69148  80 
jy,o  =  0.00004  31938  49 


j^n  =  0.00001  95112  17 
i?i2  =  0.00000  89061  69 
/<is  =  0.00000  40995  17 
2^14  =  0.00000  18999  80 
1^,5  =  0.00000  08856  20 

Setzt  man  in  obiger  Reihe  l-\-n  '^  p^  so  geht  sie,  wenn  man  noch 
Kürze  halber  logH[/>)  durch  JXp)  bezeichnet,  über  in: 

np)«-logp  +  i^i(/>-l)H-i^2(p-l)«— i^,(/>-l)M-^4(p--l)* 

-i?5(p-l)H... 
Dnrch  wiederholte  Differentiation  findet  sich: 

f'(p) j+B,  +  2BoJp^l)-^3B,(p^l)^+^B,(p^l)^ 

-5/^5(/>-l)*+... 


AI 


l)^-^20B,(p-l)^ 
+  302^e^p-l)^- 


23/ 
r(p)^-y-eB^+2iB^(p--l)--^B,(p^l)^  +  120B,(p-^l)^ 

--210B^(p-iy  +  .,. 

Vermittelst  dieser  Reihen  erhält  man  die  folgende 

Tafel  der  Differentialquotienten  der  Gammaftenetion. 


1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
2.0 


r(p) 


—0.2506  8158 
—0.1840  3443 
—0.1255  2843 
—0.0734  7867 
—0.0266  5897 
+0.0158  4739 
- -0.0547  4171 
- -0.0905  7119 
—0.1237  7020 
.-0.1546  8882 
- -0.1836  1290 


f"(p) 


+0.714  3858 
—0.622  4739 
- -0.550  4149 
- -0.492  6000 
- -0.445  3067 
- -0.405  9794 
- -0.372  8122 
—0.344  4966 
—0.320  0638 
—0.298  7825 
—0.280  0913 


rip) 


—1.044  093 
—0.808  421 
—0.641  903 
-0.520  486 
—0.429  573 
—0.359  942 
—0.305  558 
-0.262  353 
—0.227  512 
—0.199  042 
—0.175  504 
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Die  Berechnung  dieser  Zahlcnwerte  warde  übrigens,  wenn  jt  sich  der 
Zahl  2  nähert,  sehr  beschwerlich  sein,  weil  in  diesem  Falle  die  obigen 
Reihen  langsam  convcrgiren.  Es  genügt  indessen,  diese  Werte  von 
p  -  1.0  bis  /j  =  1.5  zu  kennen,  weil  die  folgenden  sich  daraus  ab- 
leiten lassen.  Denn  nach  der  Theorie  der  Gammafunction  bestehen 
folgende  Gleichungen: 

r(l+a:).n;i-a:)  =  ^-^—    und     IX2+x)  =  {\+x)T\\+x) 

Vertauscht  man  in  der  letzteren  Formel  —x  mit  x  und  multiplicirt 
sie  mit  der  ersten,  so  wird 

fYl   I     \    n«*        ^       {\-'x)xTt 
In  diese  \-\-x  =  p  gesetzt,  so  geht  sie  über  in: 

Wird  dicso  Gloichnng  logarithmirt  und  daun  wiederholt  differcntiirt, 
80  erhält  man  folgende  Ausdrücke : 

Setzt  man  z.B.  />  ==  1.1,  so  wird  3— j)  =  1.9  und  (/>— 1)ä  =  arclS^ 
Dafür  linden  sich  folgende  Werte; 

/•'(1.9)  =  0.3387  23247  ^-rCLl) 
/'(1.9)  «  0.9212  5640  — /"(l.l) 
/«'(1.9) «  0.609  3785  +/'*'(1.1) 

Für  jp  =  1.5  wird  auch  3— j?  =  1.5;  (p  — 1)ä  =  arc90^  Dadurch 
werden  in  der  ersten  und  dritten  Gleichung  die  Werte  zu  beiden 
Seiten  des  Gleichheitszeichens  identisch  gleich.    Die  zweite  Gleichung 

gibt  dagegen: 

/"(1.5)  =-  —  83f+  itm^  /"(1.5) 
daher 

/"(1.5)  =  iM(7c2  — 8)  =  6^2^-3/    (siehe  unten). 

Setzt  man  in  den  3  Gleichungen  j)  »  1,  so  erhält  man: 

/'(2)  =  Jtf-t-/(l)4-QO~QO 

/"(2)  =  -  M—f\\)  +  OD  -  00 
/"'(2) «  2ili  ^/'^Cl)  +  00  —  00 
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Das  Aufsachen  der  wahren  Werte  dieser  onbestimmten  Ausdrücke 
nach  den  bekannten  Kegeln  ftthrt  zu  folgenden  Besultaten: 

/'(2)  «  M+f'(l) 

Diese  Werte  lassen  sich  noch  vereinfachen,  denn  die  in  diesem  Para- 
graph angeftthrtten  Reihen  für  /'(;)),  /"(p),  f^ip)  gehen,  wenn  man 
darin  p  =  l  setzt,  in  die  folgenden  einfachen  Ausdrücke  über: 

/'(l)=-ilf+5i 
/'{!)  =  M+2B, 

Werden  dieselben  oben  eingesetzt,  so  erhält  man 

Nun  ist  bekanntlich 

K  =  l  +  ^.+p+i«+  ..  =  Ä«    nnd    MS,^M+2B, 

daher 

iMn^  «=  231Si  «  2Jf+4ß, 
wodurch  endlich 

/'(2)  «  2B, 

§  12. 

Ein  Blick  auf  die  Tafel  der  numerischen  Werte  der  Differential- 
quotienten der  Gammafunction  (§  11}  zeigt,  dass  der  erste  derselben 
anfänglich  negativ  ist,  zwischen  p=rlA  und  1.5  durch  Null  geht, 
und  dann  positiv  wird.  Daher  erreicht  die  Function,  weil  der  zweite 
Differentialquoticnt  zugleich  positiv  ist,  innerhalb  der  angeführten 
Grenzen  ein  Minimum.  Legendre  findet,  dass  dieses  statthabe  bei 
dem  Werte 

p  =-  1.4613  21451 

und  das  Minimum  selbst 

r(p)  «  0.88560  31944 

Wir  lassen  jetzt  die  Tafel  zur  Berechnung  der  Gammafdnction 
folgen.  In  derselben  sind  die  Werte  dieser  Function  nur  von  p  =  1 
bis  p  =>  2  enthalten,  was  vollständig  genügt  um  r(p)  für  jedes 
andere  p  leicht  abzuleiten. 

Die  Grössen  a,  &,  c  sind  mittelst  der  in  §  11.  mitgeteilten  Ta- 
belle fttr/'(p),  f"(p),  f^ip)  berechnet  worden  (siehe  §  2.). 
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Der  Umstand,  dass  der  erste  Differentialquotient  innerhalb  der 

Grenzen  der  Tafel  sein  Zeichen  ändert,  hat  auch  eine  entsprechende 

Modification   des  Interpolationsverfahrens  zur  Folge,   wie   dies   bei 

beiden  Teilen  der  Tafel  im  Kopf  und  Fuss  derselben  angegeben  ist 

lU.    Tafel  der  logarithmisehen  Werte 

der  Gammafanetion. 


log^p+y)  =  lognp)-[l-(i-ay)b!i]in,       1 

p 

logntp) 

Joga 

logS 

log« 

1.0 

1.1 

1.2 
1.3 
1.4 

0.000  0000 
9.978  3407 
9.962  9225 
9.953  0203 
9.948  0528 

9.68769 
9.63640 
9.58966 
9.54679 
9.50726 

0.15378 
0.22819 
0.34092 
0.52530 
0.92179 

9.39912 
9.26490 
9.09874 
8.86616 
8.42584 

1.461631    9.947  2392  |              (Minimalwert) 

lognp-ti)  =  loglTi>)+Ci+(i+ay)*y]<'y 

loglTp+jr)  =  logITp)  +  [l  +  (l  -  ay)Jy]cy 

P 

loglXp) 

loga 

log» 

logc 

1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
2.0 

9.947  5449 
9.951 1020 
9.958  3912 
9.969  1287 
9.983  0693 
0.000  0000 

9.47061 
9.43648 
9.40458 
9.37465 
9.34647 
9.31987 

1.10752 
0.53214 
0.27916 
0.11159 
9.98487 
9.88237 

8.19996 
8.73832 
8.96699 
9.09262 
9.18946 
9.26390 

loglXp-y)  =  logrtp)  -  [l-(l  +  «y)iy]cy        | 

Um  die  Grammafnnction  fQr  ausserhalb  der  Tafel  liegende  Argu- 
mente zu  berechnen,  kann  man  folgende  Formeln  benutzen: 
Gammafunction  für  positive  Zahlen 

fi  bedeutet  einen  echten  Bruch 
m  irgend  eine  ganze  positive  Zahl 

IT,»)  -  lm+^) 

IT2+^)  =  (i+,»)lTi+^) 
ii;3-|-^)  =  (i+,»)(2+^)iTi+p) 

1X4+,»)  =  (l+,»)(2+,»)(3+,.)IXl+,») 

iT»H-,»)=  (i4-f»)(2+f»)...(».-iH-,«)iKi+,.) 

Fflr  n  -^O  folgt  daraus 
I\m)  —  1.2.3...(i»— 1) 
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Gammafunction  für  negative  Zahlen 
(1—.«)*» 

(l-;')/»(l+^)(2+^) 

/r-m-^)  =  -i=:ll"L^JL^2-i») 

(l-MXl+M)...(»»-f;i.) 
TafonilT:tnlrn.'°''^'+''^    ""'   ^°"  ^"«^^""^   '^-''-  - 


§  13. 

oinißf  Li!S''"'v:"    ''"'  ^""^'•^"  Paragraphs  sollen  wieder  duaL 
einige  üeispicle  erläutert  werden. 

1.    Gesucht  wird  logD:i.068).    Hier  setzt  nmn  ^  =  1,  y  ==  0.068 
loga  =  9.68769 
+logy  =  8.83251 

8.52020 

log(l— ay)  =  9.98537 

+logi  =  0.15378 

+logy  =  8.83251 

8.97166 
log(l-(l-«y)jy)  =  9,95728 

-flog«  »  9.39912  jogi^i)  ==  0.000  0000 

+logy  =  a83251  -0.015  4494 

logO.0154494  -  8.18891  ,ogm.068)  =  9.984  5506 

das  ^wL\^Srf"  ^f""  "*  108^(1068)  =  9.984  552  985,  daher 
das  obige  Resultat  um  24  Einheiten  der  7ten  Decimale  fehlertaft. 

im  FuM  dnr°T'"!r  ^  °  ^•^'  ä'  =  0.032,  und  rechnet  nach  der 
»m  FUSS  des  ersten  Teils  der  Tafel  III.  angegebenen  Formel,  so  wird 
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loga  ==  9.63640 

+logi/  «  8.50515 

logay  =-  8.14155 

log(l+ai^)  «  0.00598 

+log&  «=  0.22819 

-l-logi/  «  8.50515 

.    8.73932 

log(l+(l+ay)Äy)  -  0.02320 

-flöge  ==  9.26490  loglTd.l)  =  9.978  3407 

+logy  «  8.50515  +  0.006  2123 

log 0.00621 23  =  7.79325  logr\1.068)  =  9.984  5530 

Da  dieses  Resultat  noch  in  der  siebenten  Stelle  richtig  ist,  so 
wird  man  stets  diejenige  der  beiden  Formeln  anwenden,  für  welche 
das  y  am  kleinsten  wird. 

2.  Es  soll  logn(1.489)  bestimmt  werden. 

Nach  der  Formel  im  Kopf  vom  ersten  Teil  der  Tafel  III.  ist 

p  =  1.4,   y  =«  0.089 
„       „        „        „    Fuss  vom  zweiten  Teil  der  Tafel  III.  ist 

p  «  1.5,   y  «  0.011 

Legt  man  die  letzteren  Werte  zu  Grunde,  so  findet  sich 
logr(1.489)  =  9.947  3952,  was  bis  auf  1  Einheit  der  siebenten  Stelle 
richtig  ist 

3.  logn7.31374)  soll  berechnet  werden. 

Nach  den  Formeln  des  §  11.  ist  zu  setzen  m  =  7.  fi  =  0.31374, 

Il[m+.ci)  =  (l+^)(2+^)(3+fi)(4+.u)(5+^)(6+f  ).Il:i+/i) 

'l+|4  =  1.31374  « iH-y,    daher  p  =  1.3   und   y  =  0.01374 

logm+fi)  =  9.952  0570 
log(l+fi)  «  0.118  5094 
log(2+/i)  =  0.364  3145 
log(3+^)  «  0.520  3184 
log(4+/i)  «  0.634  8539 
log(5+/i)  =-  0.725  4003 
log(6+^)  =  0.800  2867 

logn[7.31374)  -  3.115  7402 
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§  14. 

Was  nun  die  umgekehrte  Aufgabe  betrifft,  zu  einem  gegebenen 
IXx)  das  zugehörige  x  zu  bestimmen,  so  hat  man  zunächst  zu  unter- 
suchen, ob  es  hier  nur  eine  oder  mehrere  Lösungen  gibt  Liegt 
I\x)  zwischen  den  Grenzen  0.8856  und  1.0  oder  loglXx)  zwischen 
9.947...— 10  und  0.0,  so  zeigt  ein  Blick  auf  Tafel  IIL,  dass  es  2  Werte 
von  x  gibt,  welche  sich  auch  (siehe  §  5.)  leicht  bestimmen  lassen. 

Um  auch  in  anderen  Fällen  darüber  in's  Klare  zu  kommen, 
stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Curve  zu  construiren,  deren  Glei- 
chung ist:    y  «  IXx), 

Nach  den  Formeln  des  §  11.  findet  man  leicht  folgende  Werte: 


r. 

y 

X 

y 

X 

y 

0.0 

OD 

2 

1.0 

6 

120 

0.5 

1.7724 

3 

2.0 

7 

720 

1.0 

1.0 

4 

6.0 

8 

5040 

1.4616 

0.8856 

5 

24.0 

9 

40320 

Die  Curve  (s.  Fig.)  erstreckt  sich  auf  der  positiven  Seite  der 
Ordinatenaxe  mit  2  Aesten  NCB^  NDF  in's  Unendliche;  für  den 
ersten  derselben  ist  diese  Axe  eine  Asymptote.  Der  Abscisse 
^Jlf=1.46...  entspricht  die  Ordinate  MiV=0.88...,  welche  den 
kürzesten  Abstand  der  Curve  von  der  Abscissenaxo  angibt  Für 
negative  Werte  von  x  sind  die  y  teils  negativ  und  t^ils  positiv  und 
zwar  von  0  bis  —1  stets  negativ-,  von  — 1  bis  ~2  immer  positiv 
u.  s.  f.  Für  jede  ganzzahli^e  negative  Abscisse  ist  y  =  oo  d.  h.  die 
Curve  besteht  auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  aus  einer 
unbegrenzten  Zahl  von  Zweigen,  welche  durch  Asymptoten  getrennt 
sind,  die  in  den  Abständen  —1,  — 2,  —3,  ...  der  F-Axe  parallel 
laufen.  Die  Scheitel  N\  N*\  N*"^  ...  dieser  aufeinanderfolgenden 
Zweige  nähern  sich  fortwährend  der  Abscissenaxc ,  denn  es  ist 

M'N'  =  -  3.54 ...,     M"N"=  2.31 ... ,     M'^N'"  =  —  0.89 ... , 
M^N^^  «  0.24... ,     AfyN^  «  —  0.05. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  jedem  positiven  y,  welches  >>  0.8856  zwei 
positive  Werte  des  x  entsprechen,  wovon  der  kleinere  zwischen  0  und 
1.46...,  der  andere  zwischen  1.46...  und  od  liegt.  Ausserdem  gibt  es 
dafür  noch  eine  unbegrenzte  Zahl  negativer  Werte.  Negativen  Werten 
des  y  entsprechen  dagegen  nur  negative  Abscissen,  ebenfalls  in  un- 
begrenzter Zahl. 
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Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  zu  einem  gegebenen  I\x)  die 
beiden  positiven  x  zu  bestimmen.  Hier  sind  vor  allem  genäherte 
Werte  zu  suchen  und  dieselben  dann  noch  zu  verbessern.  Da  indes 
die  Ermittelung  derselben  sehr  zeitraubende  Yersuchsrechnungen  er- 
fordern würde,  so  teilen  wir  hier  eine  abgekürzte  Tafel  mit,  die  sehr 
rasch  zum  Ziele  führt. 

IT.    Tafel  xam  Aufsuchen  der  N&herangswerte  des  x^ 
wenn  \QgI\x)  gegeben  ist« 


ö:ooöü 

0.0001 


^ 


00 

4.00 


0.000213.70 
0.00033.52! 
0.00043.40 


0.0005  3.30 


10 


O.Ol 
0.02 
0.03 
0.04 


0.0006 
0.0007 
0.0008 
0.0009 


3.22 
3.16 
3.10 
3.05 


0.00103.00 


0.001 
0.002 
0.003 
0.004 


0.05 
0.06 
0.07 
0.08 
0.09 


0.10  0.9Ö 


3.00 

2.701 


30 


2.52  {^ 


2.40 


0.005i2.3U 
0.006|2.22 
0007'2.15 
0.008^2.09 
0.009|2.04 


0.010'2.O0 


J5 


2.00 
1.69 
1.52 
IJ 


1.29 
1.21 
1.14 
1.08 
1.03 


0.1 
0.2 


0.98 
0.66 


u.a;o.48 

0.4;0.35 


0.0,0.25 

o.6;o.i7 

0.7'0.11 
0.8i0.07 
0.910.03 


l.O'O.OO 


9) 

;:5 


roö.- 


l.5|9 
9 


000 
978 
963 
,953 
,948 
,948 
951 
,958 
,969 


2.010. 
2.1J0. 
2.210. 
2.310. 
2.410. 


.öoo! 

,020 
0421.^^ 


575  a 


3.6 
3.7 

3.8 
8^9_ 
4.0  0. 


094i 


2.50. 
2.6  0. 


|2.7 

2.8 
2.910 

3.o;o: 

3.10. 
3.20. 
3.310. 
3.410. 
3.50. 


,124 
.155 
.189 
.224 
262, 
301 1 
342 
,385 
.429 
.474! 


30 
31 
34 
35 
38 
39 
41 
43 
44 
45 


^-'522; 


>5 


4.1 
4.2 
43 
4.4 


4.5  1 
4.6il 

4.7  1 
4.811 
4.911.; 


5.0 
5.1 
5.21 
5.3|l 

5^!l, 

5.51: 

5.61. 
5.7il. 
5.81, 
5.9J2 


6.0;2. 


52^ 
570 
620 
672 
724 
778 
833 
890 
947 
006 
066 
126 
188 
251 
315 
880 
446 
513 
581 
649 
719 
789 
861 
933 
005 
079 


*3 


48 
50 
52 
52 
54 
55 
57 
57 
59 
60 
60 

63 
64 
65 
66 
67 


2:079 

2.154 
2.229 
2.305 
2.382 


2.459 
2.537 
2.616 
2.696 
2.776 


2.857 
2.939 
3.021 
3.104 
3.188 


8.272 
3.357 
3.442 
3.529 
3.615 


3.702 
3.790 
3.879 
3.968 
8.4  4.057 
8.54.147 


Vi 


.3 


B.5 
8.6 
8.7 
8.8 


4.147 
4.238 
4.329 
4.420 


8.914.513 


9.0 
9.1 
9.2 
9.3 
9.4 
9.5 
9.6 
9.7 
9.8 
9.9 


4.606 
4.699 
4.792 
4.887 
4.981 


5.077 
5.172 
5.268 
5.365 
5^2 
10  5.660 


20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 

_?? 
lOOi 


17.085 

30.947 

46.310 

62.784 

80.142 

98.233 

116.952 

136.218 


155.970 


Sei  z.  B.  loglXo;)  =  3.115  9572,  so  liefert  uns  diese  Tafel,  indem 
man  auf  die  gewöhnliche  Weise  interpolirt,  für  x  die  beiden  Nähe- 
rungswerte: 0.00077  und  7.314. 

Den  ersten  können  wir  leiclit  genauer  erhalten.  Denn  bezeichnet 
man  die  successiven  Näherungswerte  durch  «',  x*\  x*"^ ...,  so  gibt  uns 


^e  Gleichung  r(fi)  =  -  J\l+^)  den  Wert  /t 


Im  Zähler 
setzen  wir  x'  an  die  Stelle  von  fi,  während  der  Nenner  das  gegebene 

TeüUI.  14 


Digitized  by 


Google 


210  Nelli   üeber  Interpolation. 

r(x)  ist,  daher  x" «  — nY~~'  "°^  ebenso  scf'  ==  U)  *'  ^^^ 
letztere  Wert  mrd  meist  schon  genau  sein,  so  dass  wir  ihn  »  x 
setzen  können. 

Nehmen  wir  danach  x  =  0.00077,  so  gibt  Tafel  III. 

logH(1.00077)  =  9.9998072 

daher  «"=0.000765715.  Die  fernere  Rechnung  liefert  «=.0.000765717, 
welcher  Wert,  wie  man  sieht,  von  «"  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 
Wie  der  andere  Wert  von  x  genauer  gefunden  werden  kann,  soll  im 
folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden. 


§  15. 

Die  Gleichung  n(w+f4)  =  (l+/i*)(2+f4)...(m-l+|tt)m+^)«I1[x) 
gäbe,  wenn  der  Wert  von  x  =  7.314  genau  wäre,  m  =  7  und  f4=0.314. 
Die  ganze  Zahl  m  i8^  hier  richtig  bestimmt,  das  (i  dagegen  bedarf 
noch  einer  Correction,  welche  durch  J^t  bezeichnet  werden  soll,  so 
dass  dann  also  x  ^  m-^-ii-^-^fi. 

Nimmt  man  von  obiger  Gleichung  die  Logarithmen  und  beachtet, 
dass 

logJn;i+^)  =-log(l+fi)+5,fi  +  i?,/i2-^8fi'+i^4^* -... 
so  erhält  man 
lognm+^)  =  log(2+fi)  +  log(3  +  fi)  +  ...  +  log(m-l  +  ^)  +  Ä,^ 

+4Z/4tt»-5i?6/i* 

Da  in  unserem  Falle  fi  nur  näheruugsweise  bekannt  ist,  so  setzt 
man  jetzt 

d\ogr(m-\-ti)  =  logr(a-)  — logIl[«i  +  ^) 

und  schreibt  J^i  statt  ilfi 

loglT«)  —  loglTm+fi) ^ 


dli:= 


Die  Beihe  im  Nenner  schreiben  wir  in  folgender  Weise 
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and  setzen  zur  Abkürzung 


ß' 


«        25«        .   _^       f.        6-Bg 


Die  Lösung  der  Aufgabe  ist  daher  durch  folgende  Gleichungen  ge- 


^^  = 


logAg)  —  losIXm+  n) 


ä^+ä^+-s=f+i.+^+".'-».-l+«.'V.-/' 


+  «5f*m-M)H-... 


Dabei  ist 


logM=  9.637784 
logoi  =  8.94326 
logcfg  =  8.20514 
log«5  =  7.55943 
logttj  =  6.94063 
logffg  «  6.33168 


log«, 


11 


5.72668 


ß  =  0.183613 
/?,  -  3.19184 
/^a  =  2.22931 
/3ä  «  2.07719 
ft  =  2.03016 
/Jö  «  2.01254 
|3ii  =  2.00538 


a;  =  m-f-|*4~^/* 


In  unserem  Beispiel  ist  »»«=7,  fi  =  0.314,  logr(m+^)  =  3.1159572, 
\ogI\x)  —  \ogIXm+fi)  ==  —  0.0002170 


Jkr:(2  +  tt)=  0.187681 
Jlf:(3+ft)  =  0.131048 
jjf:(4+fi)==  0.100671 
Jf:  (5+^)  =  0.081726 
JW:(6+f4)  =  0.068782 
0.569908 


ß  =  0.183613 

«i.«*(ft— /*)  «-0.079298 

«3l^'(/?8  — ^)  =-0.000951 

«5f*^(i^5— ^)  «  0.000020 

«7f*^(/^7  —  f*)  =  0.000000 


0.263882 


0.000217 


0.00026026 


^f*  =  —  0.833790 
^  +  ^^  =  0.31373974 
a;  =  7.3137397 

Hier  hätte  man  x  =«  7.3137400  finden  sollen  (siehe  Beispiel  3.  §  12.). 
Der  Fehler  0.0000003  ist  so  klein,  dass  er  nicht  in  Betracht  kommt. 
Wenn  in  einem  solchen  Falle  der  echte  Bruch  ft  nur  wenig  kleiner 
ist,  als  1,  so  convergirt  die  Reihe  «iftd^i— ft)  +  a8l**(/^8— f*)  +  ... 
sehr  langsam,  und  müssten  deshalb  viele  Glieder  derselben  berechnet 
werden.    Man  kann  sich  diese  Bechnang  erleichtem,  indem  man  für 

)4* 
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m  einen  nm  1  grösseren  Wert  nimmt  nnd  fftr  ft  seine  Ergänzung  zu 
1  setzt;  m — (i  ist  jetzt  dieselbe  Zahl,  die  vorher  durch  w+fi  be- 
zeichnet wurde,  also  ist  in  den  vorigen  Formeln  fi  mit  — ^  zu  ver- 
tauschen.   Die  erste  Gleichung  wird  daher 

1^1  — fi)  lässt  sich  nicht  direct  aus  Tafel  III.  berechnen,  daher  setzen 
wir  in  der  Formel 

I\li)^llXl  +  li)  (siehe  §  11.) 

(1  — jüi)  an  die  Stelle  von  ^  und  erhalten 

Al~f*)«i:^n2-^f) 
dies  oben  eingesetzt  gibt: 

f1[m-fi)-(2-^)(3-fi)...(m-l-/i)a2-fi) 
Die  anderen  Formeln  gehen  über  in: 

logfTf»— /i)— loglT«) 


^  ^  "^  —  lr6/i&(/J5  +  ^)-... 

Beispiel.  loglTa;)  =  0.7069847.  Die  Tafel  IV.  gibt  uns  den 
Näherungswert  für  x  zu  3.867.  Anstatt  also  jetzt  tn  =  3  und  fx  =  0.867 
zu  nehmen ,  machen  wir  w  =*  4  und  fi «  0.133 ,  so  dass  also 
m—^  =  3.867.  Es  findet  sich  danach  Fim-fi)  =  1.867.  2.867 /T[l. 867); 
\ogIXm—n)  =  0.7067004 ;    loglKm-fi)  —  log  A«)  = — 0.0002843 

3/ :  (2  —  ^)  =  0.23262  a^(i  {ß^  +  fi)  =»  0.03880 

M:  (3 — /t)  =  0.15148  « a^'C/^a +<*)'=  0.00009 

ß  =  0.18361  «5^^(fe-t-f )  ^  0-00000 

""0.03889 

JyL 5^^^  =  -  0.0005376 ,  x  =  3.8675376. 

Zur  Erzielung  gleicher  Genauigkeit  hätte  man  bei  Anwendung 
der  früheren  Formeln  mindestens  die  doppelte  Anzahl  der  Glieder 
jeuer  Beihe  berechnen  müssen. 
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V.    Tafel 

um  den  Lograrithnien  Ton  (1 — x)  zu  finden,  wenn  der 
Lograritlime  Ton  x  gregeben  ist, 

als  Auhang  zu  dem  Aufsatzo  über  Interpolatiou. 


Anmerkung. 
Den  Zahlen  il.  und  B  ist  die  negative  Kennzififcr  — 10  anzuhangen. 


log  X  =  ^ ,         log(l  —  x):=zB 


AB      Oll 


5.019.09 
1 

2' 
3 
4  

5.51' 
6i 
T 
8 
9 


2       8 

J ^-1 


6 


OOO  ♦ÖQOi *999; *999  ♦999 ;*999i 


99(J 
995 
993 
991 
989 
986 
983 
978 
973 
965 


996 

995 

995 

995 

995 

994 

994 

994 

994 

994 

993 

993 

993 

992 

992 

991 

991 

990 

99(> 

998 

989 

989 

988 

988' 

988 

'998;  ♦998:' 
"9951  995| 
9941  994 


=997;  ♦997 
"995  995 


986!  986 
982'  982 
978,  977 
972  971 
965!  964 


"985 
981 
977 
971 
963 


985  985| 


9811 
97G 
97Ö 
96ä 


976| 
969! 
961 


992 
990 
987 
9S4 
980 
975 
969 
960 


7.0  9.99  957 
ll  945 
2    931 


956 
944 
930 


913  911 
8911  888 


9.54 
943 
928 
909 


P.51 

7! 
8 

91 

8.09.99  5641' 


862 
827 
782 
725 
654 


823 
777 
719 
646 


856 
819 
771 
712 
637 


^1  ß      0- 


958 
941 
926 
907 
883 


95: 

941 

924 

9051 

880! 


853 
814 
766 
705 
629 


8491 
810| 
761 
698 
620 


951 
939 
923 
903 
877 
846 
806 
755 
691 
611 


950 
937 
921 
900 
875 
842 
801 
749 
684 
602 


992 
9901 
987 
984 
980 
974 
968 
959 
949 
936 
919 
898 
872 


993 
992 
990 
^87 
983 
979 
974 
967 
959 

'948 
934 
917 
896 
869 


8381  835 
796  792 


744 
677 
593 


738 
669 
583 


I 


998 
992 


983 
979 
973 
966 
958 
"947 
933 
915 
893 
8^ 
831 
787 
731 
662 
574 


logx=/?,        log(l^x)  =  A 
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XVI. 
Miscellen. 


1. 

Note  ttber  eonjngirte  Tuigrenten. 

Der  Zweck  nachfolgender  Note  ist  za  beweisen: 

a)  dass  die  Summe  der  Krflmmungsradien  zweier  con- 
jngirten  Normalsclinitte  einer  Fläche  constant  ist,  und 

b)  dass  je  zwei  conjugirte  Tangenton  einer  Fläche  die 
Richtungen  zweier  conjugirton  Durchmesser  der  betref- 
fenden Punktlinie  besitzen. 

Mit  Zugrundelegung  jener  Bezeichnungen,  welche  Hoppe  in  seinen 

„Principion  der  Flächentheorie"  eingeführt  hat,  muss,  wenn  it  «=  — 

das  Richtungsverhältuiss  und  g  den  Krümmungsradius  eines  beliebigen 
Normalschnittes  bedeuten,  sein 

Beziehen  sich  k'  und  g*  in  derselben  Weise  auf  jenen  Normalschnitt, 
dessen  Tangente  zur  Tangente  des  früheren  conjugirt  ist,  so  findet 
bekanntlich  die  Gleichung  statt 

E-\-F{k-^k*)'^Gkk'  =  0. 

Da  nun 

e+2fk+gk^  e+2/k'+gk'^ 

^-rQ  '^  E+2Fk+Gk»'^F+2Fk'+Gk'* 

und  weil  femer,  wie  leicht  zu  erweisen. 
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E+  2Fk  +  Gk*  =  (F+  Gk)  (k'-k') 
und 

E+  2Fk'+  Gk'^  «  (F+  (?^'')  (ifc'—  iL), 

80  muss  sein 

2/F^eG+giF(k+k')-{-Gkk''\ 
^       F^+GiF(k  +  k')+'Gkk''\ 

Nach  Snbstitation  des  Wertes 

F(k'^k')+Gkk'  =  —  E 
kommt 

,       eG^2fF+gE 

^+^ EG^F^      ' 

Bezeichnen  p^  nnd  q^  die  Hanptkrttromungsradien,  so  gelten  bekannt- 
lich die  Gleichungen 

11    ^eG-^/F+gE 

nnd 

1  EG—F^ 

Setzen  vir  diese  Werte  ein,  so  erhalten  wir 

d.h.  die  Summe  der  Krümmungsradien  zweier  conjugirten 
Normalschnitte  ist  gleich  der  Summe  der  entsprechen- 
den Hauptkrümmungsradien,  also  für  einen  Punkt  der  Fläche 
constant.  —  Der  unter  b)  angeführte  Satz  ist  eine  einfache  Folge  des 
eben  bewiesenen  Satzes.  Unter  PuuktUuio  verstehen  wir  nämlich  die 
Dupin'schc  „Indicatrice",  deren  Gleichung  lautet: 

wo 

6  =  Edu^  +  2Fdudv  +  G  ^l;^ 

in  welcher  Form  sie  bloss  eine  andere  Ausdrucksweise  des  Euler'schen 
Satzes  bildet,  wobei  ö  die  doppelte  constanto  Entfernung  der  Schnitt- 
ebene von  der  Berührungsebene  bedeutet*). 

Die  Quadrate  ihrer  Axen  sind 

a^  BS  dg^ ,     b^  =  ÖQ2, 


*)  Siehe  meinen  Aufsatz  über  Panktliaien  in  dicker  /iSeit«chrif(. 
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Nnn  ist  bekannt,  dass 

folglich 

S«  ist  ein  beliebiger  Halbmesser  der  Punktlinie.    Wenn  also 

so  muss  sein 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  jener  Radien  der  Punkt- 
linie, welche  zweien  conjugirten  Normalschnitten  ent- 
sprechen, ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Axeu, 
also  constant.  Das  ist  aber  die  bekannte  Eigenschaft  zweier  conju- 
girten Halbmesser  einer  Linie  2.  Grades,  folglich  stimmen  die  Rich- 
tungen zweier  conjugirten  Tangenten  mit  denen  zweier  conjugirten 
Durchmesser  der  Punktlinie  tiberein. 

Königgräz,  am  24  April.  1877.  F.  Hoza. 


Ort  der  Punkte  eonstauter  Berfthrungssehnen  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt^). 

Mit  dieser  Aufgabe  beschäftigten  sich  die  Herren  Gruuert^) 
und  Schlö milch*)-,  die  Envcloppe  der  Sehnen  consfantcr  Länge,  die 
Polarreciproke  erwähnten  Ortes  entwickelte  und  untersuchte  Herr 
Dr.  Ed.  Weyr^)  vermittelst  der  Liniencoordinaten.  Die  Auflösung, 
welche  ich  hier  mitteile,  ist  ganz  einfach.  Mit  Zuhilfenahme  eines 
eindeutigen  Parameters '^)  w,  können  wir  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes 

Ä'=y2__2^x— <za;2«0  (1) 


1)  Erschien  in  Stadnicka-6  „Casopis  mnthcmatiky  a  fysiky".  Prag, 
Bd.  VI.  pg.  139. 

2)  Grnncrt  „Archiv  für  Miith.  und  Phys."     Bd.  47. 

3)  Schlömilch    „Zeitschrift  für  Math,  und  Phys."      Jahrg.  XIV.  pg.  158. 

4)  ibid.     Jahrg.  XVII.  pg.   164. 

5)  Siehe  Dr.  Em.  Wejr  „knzcloscc^kach  a  jich  kruach  zakfivcnoski''' 
(Kegelschnitte  und  deren  Krflmmungskreise)  in  Studnicka-s  Casopis  matb.  a 
fys.  Bd.  IL  pg.  65.,  sowie  desselben  Abhandlung  Über  Kegelschnitte,  Sitznngsb. 
d.  k.  bChm.  Gescllsch.  d.  Wissensch.  ISjlO  1872.     Prag. 
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durch  nachstehendes  Gleichnngspaar  ersetzen 

2p 


tt* — q 
2pu 


(2) 


WO 


y=*t?^^ 


p  =  ux\ 


somit  ist  aach  die  geometrische  Deutung  des  Parameters  ersichtlich. 
Aus  einem  Punkte  A  können  wir  zwei  Tangenten  ziehen.  Die  Para- 
meter der  BerOhrungspunkto  u^ ,  t^  erhalten  wir  aus  der  Gleichung 
der  Tangente,  welche  wir  zu  diesem  Behnfe  entwickeln  wollen.  Die 
Gleichung  der  Secante  als  Verbindungslinie  u^u^  zweier  Curven- 
punkte  ist 


X 

2p 

2p 

«i*-2 
2ptt, 

X    y       2p 

= 

1     «1    V-9 

0    1     «,+«, 

=  0 


(3) 


Für  uj  =  u,  =»  t«  geht  die  Gleichung  der  Secante  in  die  der  Tan- 
gente im  Punkte  u  über,  in 


2tty— (tt»+g)aj— 2p  —  0 


(4) 


Diese  Gleichung  gibt  uns  eine  Relation  zwischen  dem  Parameter 
des  Berührungspunktes  und  der  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
auf  der  Tangente  an.  Nehmen  wir  nun  den  Punkt  A(x,y)  auf  der 
Tangente  als  fest  als  gegeben  an,  so  können  wir  aus  der  61.  (4)  die 
Parameter  der  Berührungspunkte  finden  als  deren  Wurzeln  nach  u. 

Ordnen  wir  demnach  die  Gleichung  (4)  nach  den  Potenzen  von 
u,  so  erhalten  wir  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  A  und  den 
Parametern  der  Berührungspunkte  u,,  u^  nachstehende  Relationen: 


«i+ti,«^ 


«1«« 


ga;-f-2p 


(5) 


wo  t«j,  ti,  sich  wie  erwähnt  als  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  nach  u 
ergeben. 

Mit  Hilfe  des  Gleichungspaares  (5)  können  wir  nur  unsere  Auf- 
gabe lösen.  Es  sei  die  gegebene  Länge  der  Berührungssehne  u^u^ 
gleich  e,  so  ist 
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^   ,      ,  (^i-^2)*+(yi-y2)*«^*  (6) 

£s  ist  aber 

oder  wenn  wir  den  Zähler  in  Factoren  zerlegen  und  die  Identität 

0^  —  W2)*  ^  0*1  +  tti)2  —  4Mj «2  (7) 


benutzen 


—  a-o  =-  2o  ''"^^i+^^'>^^^+"»)^  — ^^^ 


Aehnlich  erhalten  wir 

yi     y«     2^  ^^2^3     V-J     ^^•K-2+g)^-25^ir+^' 

und  mit  Hilfe  der  61.  (7) 

Vi—Vi  ==  2i>  -^(^i^+g)V(^i  +«»)*  -4ii[7«^. 
K<*2+<?)*— 22(ttj^  +  tt,) 

Fohren  wir  diese  Werte  für  {x^  —  t^)  und  (yi—yj)  in  die  Gl.  (6) 
ein,  so  erhalten  wir 

(8) 
wo  wir  der  Kürze  wegen  setzen 

Führen  wir  nun  aus  den  Gleichungen  (6)  die  Werte  für  uyu^  und 
(t*i+"2)  iß  <^iö  Gleichung  (8)  ein,  womit  wir  anzeigen,  dass  «i  und 
ug  die  Berührungspunkte  der  vom  Punkte  A  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten  sind,  und  dass  c  nach  Gl/  (6)  die  gegebene  con- 
staute  Länge  der  Berührungssehne  ist,  so  erhalten  wir  für  den  Ort 
die  Gleichung 

(9)      [v^-x{qx+2p)\{y^  +  {qx+pY\^  ;2{(^^_^^)2_^^}2_^  : 

oder  setzen  wir  kurz  1 


K^^  y^ — qx^  —  2px 
H={qx-\-p)*  —  qicy, 
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80  ist  die  Gleichung  des  Ortes 

JCL  — A«fr««0  (10) 

Ist  nun  die  Berflhrnngssehike  zwar  constant  aber  anbestimmt,  so 
erhalten  wir  eine  ganze  Schaar  solcher  Curveh.  welche  zusammen  ein 
Curvenbüschol  vierter  Ordnung  bilden,  welche  einen  gemeinschaft- 
lichen Doppelpunkt  auf  der  X  Achse  haben  in  der  Entfernung 

, ?  =  -« 

ü 

vom  Anfangspunkte,  wo  a  die  halbe  grosse  Achse  des  gegebenen 
Kegelscbnittes  bedeutet. 

Aus  der  Form  der  Gleichung  des  Ortes  folgt,  dass  der  verlangte 
Ort  die  Kegelschnitte 

in  den  Punkten  berührt,  in  welcher  dieselben  den  Kegelschnitt  H 
schneiden,  was  wir  auch  analytisch  nachweisen  können.  Es  sei  B 
z.  B.  einer  der  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte 

ir  =  o,  jy=o, 

d.  L  seine  Coordinaten  genügen  ihren  Gleichungen.  Bezeichnen  wir 
die  Gleichung  des  Ortes  (10)  kurz 

F=0, 

so  ist  die  Richtungsconstanto  der  Tangente  eines  beliebigen  Punktes 
derselben  gleich 

K»  r   T-l-  VT.   OjaiTö' 

(11) 


^1 



EtL-\-KLi- 
K„L-i-KLi- 

-2l*HH, 

mul 

an 

der  Carre  K  ist 

dx 

(12) 

Der  Punkt  B  liegt  nun  auch  auf  der  Curve  F,  da  seine  Coordinaten 
den  Gleichungen 

genflgen,  somit  auch  der  Gleichung  (10)  nämlich 

F  «  0. 

Führen  wir  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  die  Gleichung  (11), 
so  erhalten  wir,  nachdem  wir  früher  mit  L  gekürzt  haben 
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dx  ^        K^' 

d.  h.  die  Curven  K  und  F  haben  im  Punkte  B  eine  gemeinschaft- 
liche Tangente.  Aehnliches  ergibt  sich  für  die  Durchschnittspnnkte  der 
Curven 

welche  auch,  wie  schon  erwähnt  wurde,  Punkte  der  Curve  F^  d.  i. 
des  gesuchten  Ortes  sind.  K.  Zahradnik. 


3. 

y 

Summirung  einer  Beihe.  1 

Beispielsweise  sei  von  einer  Methode  der  Summirung  Gebranch 
gemacht,  die  sich  vielfach  anwenden  lässt.    Die  gegebene  Beihe  sei     j 

Nun  ist 

00 

daher,  wenn  man  a^=b  =  h'\'\  setzt, 

0 

0  0 

oder,  nach  Substitution  e-«  =  », 

1 
E  h-^=  I  v-^dv 

^  ! 

Aehnlich  findet  man: 

1 

*=1  •/ 
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XVII. 
lieber  das  Dreieck. 

Von 

Max  Greiner. 


In  dieser  Abhandlung  sollen  insbcsouders  die  dem  Dreiecke  ein- 
aud  «nbeschriebenen  Kreise  und  die  Eigenschaften  einiger  merkiwür- 
diger  Punkte  des  Dreiecks  einer  näheren  Untersuchung  unterzogen 
werden,  unter  besonderer  Bezugnahme  auf  die  Sätze  über  Pol  und 
Polare  des  Dreiecks. 

Man  betrachte  nun,  um  den  vorkommenden  Gleichungei^  und 
Ausdrücken  eine  möglichst  einfache  Form  zu  geben,  die  Seiten  des 
Dreiecks  als  Tangenten  eines  aus  dem  Goordinatenanfang  beschrie- 
benen Kreises;  so  werden,  wenn: 

die  Gleichung  dieses  Kreises  ist,  und  a-j,  yi\  arg,  y^;  ^a»  ys  <iio  Coor- 
dinaten  der  Berührungspunkte  sind,  die  Gleichungen  der  Dreiecks- 
seiten die  folgenden: 

A  «  itT^-\'yyi  —  r^  =  0 

wobei  die  Bedingungsgleichungen: 

^'+yx'-^,^+y,'-H'+y^^-r'^ (D 

stattfinden. 
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Die 

Gleichungen  der  Seiten  in  der  Normalforra  sind  also: 

..  ^-0. 

-  =  0,              =0 
r           '         r 

und  die  der  Aussenwinkelhalbirendcn  sind: 

A'  = 

5  +  C=0 

i?'  = 

A-i-C=0 

C'  = 

A-{-B  =  0 

(2) 


Diese  Aussenwinkellialbirenden  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Eckon 
a',  b\  c'  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreiecke  anbescbriebenen  Kreise 
sind;  deren  Gleichungen  erhalten  werden,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass: 
XiU^+Xi^B^+X^^C^—2k^l^AB-'  2XiksAC—2kiX^BC  —  0  =  F(x,y) 

überhaupt  die  Gleichung  irgend  eines  Kegelschnitts  ist,  der  die  Seiten 
des  Dreiecks  (Fig.  1.)  berührt  (Pol  und  Polare  des  Dreiecks  (16)), 
und  nun  die  Grössen  A^,  Ag,  Ag  so  bestimmt,  dass  dieser  Kegelschnitt 
bezüglich  die  Mittelpunkte  a',  h\  c'  erhält. 

Für   den   Mittelpunkt    dieses   Kegelschnitts    hat  man   aber  die 
Gleichungen: 

iF'W^O   und    ir(y)=0 
oder: 

X^x^iX^A  -  X^B  —  AsC)  +  Xix^i—  X^A  +  X^B  -  X^C) 

Aiyx(Ai^  -  X,B  -  A3C)  +  A,y,(-  A^^  +  A^B  -  X^C) 

Setzt  man: 

X^A  —  X^B  —  X^C  =  ku 

—  Aiil+AgJ?— A3C«=  At? 

—  Ai-4  — A2B+A3O«  kw 

so  folgen  durch  Addition  je  zweier  dieser  Gleichungen  die  Beziehungen: 

X^A  «  k'(v+w) 

XiB=^k'{u+ic) 

A3C  «A;'(i*  +  t;) 
ferner: 

Aja-iw+^a^a^+^s^s'^  =  0 
Aiy,w+A2y2v4-^8y3"^  ==  0 

Berechnet  mau  hieraus  die  Grössen  A^u,  A^t?,  X^w  und  setzt  der 
Kürze  halber: 
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(3) 


80  hat  man: 

Die  Werte  für  m,  v,  tr,  in  die  vorigen  drei  Gleichungen  eingesetzt 
ff  eben  i 

woraus  sich  ergeben: 


^ 

9& 

Qi 

i,  =  ^ 

B 

0 

Pi 

C 

Pi 

0 

oder; 

^t  =  ^ 


0 

-d  jj 

9s 

iJ  p, 

9« 

C  0 

^  =  f* 


0  Qi 

A 

P8  0 

D 

Ps  Pl 

C 

h  =  f*Pi(— M  +  Ps^  +  PaC^) 

^t  =  f*p8(Pi^  — Ps^+Pa^') W 

^8  =  ^P3(Pi^+  P«^—  P3^') 
Hierdurch  sind  die  Grössen  A^,  Ag,  Ag  so  bestimmt,  dass  ^,  B^  C 
die   Dreieckscoordinaten    für    den    Mittelpunkt    des    Kegelschnittes 
{F{x,y)  «0)  sind. 

Will  man  also  die  Gleichung  desjenigen  Kreises,  der  die  Seite  A 
des  Dreiecks  abe  direct  und  die  Seiten  B  und  C  in  ihren  Verlan» 
gerungen  berührt,  so  hat  man  in  die  Gleichungen  (4)  statt  der  Grössen 
il,  B,  C  die  Dreieckscoordinaten  des  Punktes  a'  einzuführen.    Nun 

ist  aber: 

Ä''=0,    G,''==0 


folglich: 
deshalb: 
und  somit: 


Aa^  +  Ca'  =  0,       Aa'  +  Ba'  =  0 
^l=-^'Pl(pl+P2  +  P8) 


(4a) 


^2=*/*'p2(pi  +  Pa~P3) 

^3  =  f*'p3(p2--P2  +  P8) 

Ebenso  ergeben  sich  die  Werte  von  A^,  Ag,  A3  für  die  beiden 
andern  dem  Dreiecke  anbeschriebenen  Kreise,  und  man  erhält,  indem 
man: 

Pl+P2  +  P3^<^0 

—  Pj  +  P2  +  P8'=<'l 

Pl— P2+P8  =  <^2 

P1+P2  — P3  ==  H 

15» 


(5) 
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setzt,  als  GleicbuDgeu  jener  drei  Kreise  die  folgenden: 

(C) 

—  2<r2<y3P898i?C  =  0 
Ä,  =  a8V^*+<JoV^'  +  <^iW^''  +  2M3PiP2^^-2tfia3PiP3ilC 

+2aQ<fiQ^QjiBC  =  0 

Ä-g  =  <y2'^i«^3+aiVi^2^tfoW^'-2cri(y3PiM^+2<ro(y2PjM^ 

+2aoC^9i9^BC  =  0 

Verbindet  man  nun  diejenigen  Punkte,  in  welchen  jeder  der  drei 
Kreise  a',  *',  c'  die  verlängerten  Dreiecksseiten  berührt,  so  entsteht 
ein  Dreieck  -.4",  i^',  C",  dessen  Eigenschaften  nun  näher  zu  unter- 
suchen sind. 

Die  Seite  -4"  kann  man  sich  auch  als  Polare  der  Ecke  a  bezüg- 
lich des  Kreises  a*  aufgefasst  denken  und  erhält  somit  deren'  Glei- 
chung, wenn  nian  sich  aus  der  Gleichung: 

Faix,  y)  =  0 

jenes  Kreises  die  Gleichung  seiner  Polaren  bezüglich  eines  Punktes 
0  ableitet: 

und  als  Punkt  0  die  Ecke  a  des  Dreiecks  ABC  wählt,^  wofür: 

Bq  =  0    und    Co  =  0 
ist. 

Auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  die  Gleichungen  für  B"  und  6'", 
so  dass  man  hat: 

i/"=(y3M  +  tfoP2^+^iP3^  =  Ö (7) 

C"=  a^QiÄ  +  ß^Q^B+dQg^C  =  0 

Zufolge  (5)  hat  mau  auch: 

^"=  aoM+K-2p3)pj5+((To-2ß2)p3C'=  0 

A"  =  Co  (QtA  +  Q^B  +  g^C)  ~  29,P3  (B  +  C)^0 

A"  -=  öo  i^iQi^i  +  9i^2  +  P3^d)  +  yiQiyi  +  Qi'Js  +  Va^s)  —  »•^«^o) 

~2p,P3(2^  +  C)=0 


Da  aber  nach  (3): 

Qi^i  +  Qi^i+Q^i^^  . 

9iyi  +  Qs!/i  +  Qm  =  ^ 
so  folgt: 

^"==-2p,p3(^  +  ^)~»-V  =  0     . 
ebenso :  1 

i^"==~2piP3(^+C)~rV  =  0     J 


.    .(8) 
.    .   (9) 
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Zufolge  der  Gleichungen  (2)  ergibt  sich  nun,  dass  die  Geraden 
A'\  B'\  C"  bezüglich  parallel  sind  mit  A\  B\  C\  was  auch  un- 
mittelbar hervorgeht,  y^enu  man  berücksichtigt,  dass  die  Ereispolaren 
A'\  B'\  C"  der  Ecken  a,  b^  c  des  gegebenen  Dreiecks  senkrecht 
stehen  auf  den  Geraden  aa\  hb\  cc\ 

Daher  der  Satz: 

Das  Dreieck  Ä^B"C**  ist  ähnlich  und  ähulichliegcnd  mit  dem 
Dreiecke  A'B'C  der  Aussenwinkelhalbirenden  des  gegebenen  Drei- 
ecks  (10) 

Die  Coordinatcn  der  Eckpunkte  a",  h'\  c"  des  Dreiecks  Ä'B^^C* 
ergeben  sich  durch  Auflösung  je  zweier  der  drei  Gleichungen  (7)  nach 
A^  B^  C  und  sind  bestimmt  durch  die  Verhältnisse: 

Aa" :  Ba' :  d-  =  —  2^2^3(^34-  q^)  :  ^3(^1^+  Q%^  —  Qz)  -  QsiQi^  —  9i^+  Ps^ 
Nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  (1) 

und  zufolge  der  Gleichungen  (8)  hat  man: 

9Q{.—^s(^i9i-f^i92+^z93)—yit(yi9i—y39i+ys9i)'] 

-^—2QiQ^(x^Q+yiy^) 

Bezeichnet  man  nun  arAa?/u+yAy.a  mit  £?.fi^  so  hat  man: 

r'(-9,^  +  92^+9z')  -  -  2P2P8^28 
und  ebenso: 

rH9^-92^+9s^) ^9i93^iz      dD 

rH9i^+92'''9s'')  --^9i92^i2 
Mithin  gehen  obige  Verhältnisse  über  in: 


(12) 


Aa- 

:B„. 

-.Ca- 

= 

•    >«■: 

s    1     %n'      V           v" 

Ab- 

:üö' 

•.Ci- 

= 

^it 

Ac 

:Bc' 

:Cc 



-2^13 
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Für  die  Verbindungslinieu  der  Eckpunkte  a,  J,  c  des  Dreiecks 
ABC  mit  den  Eckpunkten  a",  b'\  d'  des  Dreiecks  wl"J5"C"  hat  man 
die  Gleichungen: 

BCa-'—CBor  =0 

CAh-  —  -4a*  =i  0 

ABc-  —  BAc'  «-0 
oder: 

CHy^-AZ^^^^ 

Da  aber  diese  Gleichungen  die  Höhen  des  Urdreiecks  ABC  dar- 
stellen, so  folgt  der  Satz : 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  der  Dreiecke  ABC 
und  ^"J5"6'"  treflfen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  und  zwar 
in  dem  Höhenschnittpunkte  des  Urdreiecks  ABC (13) 


Die  ähnlichen  und  ähnlichliegenden  Dreiecke  A'B*C'  und  Ä'B^'C" 
besitzen  einen  Aehulichkeitspunkt  Q,  in  welchem  sich  die  Verbindungs- 
linien ihrer  entsprechenden  Ecken  schneiden. 

Die  Gleichungen  dieser  Verbindungslinien  a'a\  h'b'\  cc"  sind  nun: 

A"Bc^"'-B''Ac"^0 

Zufolge  (9)  und  (2)  hat  man  aber: 

A" 2^2934'— r%«  =  0 

B^' 2?,()3B'-rV  -  0 

C"«-2piPsjC'-r%««0 
Da  nun 

^a''  =  0     und     Ca''  =  0 
so  sind: 

Ba'''=—r^Oo^    und     Ca"=^-f^G^^ 
ebenso  sind: 

Ay"=^  a'"=-rV 

so  dass  die  Gleichungen  von  aa\  b'b'\  cc'  übergehen  in: 
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woraus  zugleich  ersichtlich  ist,  dass  die  Geraden  aa\  h'V\  cc"  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  treffen. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (9)  nehmen  aber  obige  Gleichungen 
die  Formen  an: 

and  da  diesen  drei  Gleichungen  durch  die  Coordinaten  des  Aehnlich- 
keitspunktes  Q  genügt  werden  muss,  so  hat  man: 

odor  mit  Rücksicht  auf  (2) 

Bq+Cq^kQj^ 
Aq+Bg   =    A(>3 

woraus  folgt: 

AqiBqiCq^  öiia^iö^     (14) 

Verbindet  man  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aa"  und  der  ent- 
sprechenden Dreiecksseite  A  mit  der  Gegenecke  a  des  Dreiecks  ABC^ 
so  ist  die  Gleichung  dieser  Verbindungslinie  einerseits: 

fiB  +  XC^O 

Die  Gleichung  von  aa''  ist  nach  Obigem: 

oder: 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Linie  ist  also  anderseits: 

und  somit  muss  sein: 

liB+XC=  Aig^  —  Pa — k)  +  Bq^  -  Cq^ 
also: 

^  =  P21      ^  =  —  ^3 

Es  ist  also  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Punktes  a  mit 
dem  Schnittpunkte  von  a'a"  und  A 

J3P3-Q3=-Ü 

d.  h.  die  der  Seitenhalbirungstrausversale  des  Dreiecks  ABC. 


Digitized  by 


Google 


232  G reiner:   lieber  das  Dreieck» 

Daraus  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  der  Dreiecke  ^'JB'C 
und  Ä^B^C  gehen  durch  die  Mitten  des  Urdreiecks  und  treffen  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  Q. 


Errichtet  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  Quadrate  und  ver- 
längert die  den  Dreiecksseitcu  parallelen  Quadratseiten  bis  sie  sich 
schneiden,  so  entsteht  ein  dem  gegebenen  Dreiecke  ähnliches  und 
mit  ihm  ähnlichliegendos  Dreieck.  Der  Aehnlichkeitspunkt  beider 
Dreiecke  heisst  der  Grebe'sche  Punkt. 

Da  man  aber  von  den  Quadraten 

entweder:  alle  drei  nach  Aussen; 

oder:         je  zwei  nach  Aussen  und  das  dntte  nach  Innen; 

oder:         je  eines  nach  Aussen  und  die  beiden  andern  nach  Innen; 

oder:         alle  drei  nach  Innen 

errichten  kann,  so  werden  im  Allgemeinen  acht  Grebe'sche  Punkte 
entstehen  können. 

Sind  «1,  «29  '8  die  Längen  der  Dreiecksseiten,  deren  Gleichungen 
in  der  Normalform  sind: 

d  =  o,       ^  =  0,       ^  =  0 

r  ^         r  ^         r 

SO  haben  die  zu  den  Dreieckseiten  parallelen  Quadratseiten  die  Glei- 
chungen: 

^'^  =  ^  ±  r«i  «-  0 

B*«  =  D  +  rs^  ==  0 
C""  =  C  ±  r*8  =  0 

Die  Verbindungslinien  der  Ecken  a,  b^  c  und  a*,  V^^  d"  der 
Dreiecke  ABC  und  A'^B'^C'"  schneiden  sich  im  Grebe'schen  Punkte  G. 

Für  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  aal"  hat  man  nun  einer- 
seits : 

B—XC^O 
und  anderseits: 

fi(J5  ±  r*,)  +  v(C  ±  rs^)  ==  0 
so  dass: 

J5  —  AC  =  fi(^  ±  r*j)  +  v(C±  r«3)  =  0 
folglich : 
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i-a  =  ,(it'^)+v(it'^) 


/.  A  = 


1, 


•        ••  — —    a* 


Somit  ist  die  Gleichung  von  aot 

B 


1, 


1+ 


«•«1 

S^») 
*« 


^3 

1+- 


ebcnso  von  hV"; 


und  von  cc" 


H        '3 


Für  die  Coordinaten  ihres  gemeinschaftlichen  Schnittpunktes  G  hat 
man  demnach: 

Ag :  Bg ;  C^  =  «j :  «2  *  ^3 

woraus  hervorgeht,  dass  man  denselben  Grebe'schen  Punkt  erhält, 
ob  man  die  drei  Quadrate  nach  Aussen  oder  nach  Innen  errichtet. 

Würde  man  dieselbe  Rechnung  für  den  Fall  durchführen,  dass: 

^*'  «^  ^  q:  r«i  «-  0 

so  erhielte  man  für  die  Coordinaten  des  Grebe'schen  Punktes: 

Ag^ :  Bg^ :  ^5^^  =      «i  :«2 :  «3 

Es  fallen  somit  von  den  acht  Grebe'schen  Punkten  je  zwei  in  einen 
zusammen,  so  dass  man  blos  einen  inneren  und  drei  äussere  Grebe- 
sche  Punkte  erhält  (Fig.  3.),  deren  Coordinatenverhältnisse  die  fol- 
genden sind: 

Ag    \Bg    \Cg     ==  B^'-^^'H 
Ag^lBg^lCg^  = «xlS^lS^ 

Ag,:Bg,:Cg,^Sx:--s^:s^ (^^) 

Nun  hat  man  aber  für  die  Länge  s^  der  Dreiecksseite  bc: 
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Die  Goordinaten  xh  und  yt,  ferner  xc  and  yc  ergeben  sich  ans  den 
Gleichungen: 


STbXi^+yhyi  =^  r«      ^^^      Xc ar,  +  yey^  =  r» 


80  dass: 


a-ciTi  +  ycyi  «r« 


irc  =  -(y»— yi) 


yc 


H 


(arj— arg) 


•"•  'i*"" ^"äo  -«(yiPs— y»Ps--y8^«+yi^2)*+-27-8(«^aP3— a?,98— ar,^a4^^ 
Zufolge  der  Gleichungen  (8)  hat  man: 


*1  «2, 


PjPs 


2(yi'<^o*+^i*^o*) 


Ps'^Pa' 


somit  ist: 
und  ebenso: 


*i  = 


folglich : 


(16) 


oder 


-4^  iBg  iCg  «  Pi: ^s^Ps 

^^,:/?,,;(7i7,  =— t»i:^:p8 ^^^^ 

-^g^'^g^'^H  =  Pi'P»-— Ps 
Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  Punkte  G^  und  (7,  ist: 

^,  JB,        C 

— Pii         P29       Pa    =  0 
Pii     — P«»        Ps 

Pl    '    P2 


ebenso  sind  die  Gleichungen  von  G^G^  und  (rjCrg: 

--^ —  =0 
Pl      Ps 


9i      Qu 


(18) 
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d.  h.    Die  äusseren  Grrebe'schen  Punkte  bilden  ein'.Dreieck,  dessen 
Seiten  durch  die  Ecken  des  Urdroiecks  gehen (19) 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  Punkte  G  und  ö^  ist: 

A,      B,    C 


oder: 


— Pl       P8» 


Cs 

P8 


=  0 


B_C 

Ebenso  sind  die  Gleichungen  GG^  und  GG^i 

C  _A 
9s       9i 


=0 


=0 


9i       9i 


(20) 


d.  h.  Die  Verbindungslinie  des  inneren  Grebe'schen  Punktes  mit 
je  einem  äusseren  geht  durch  die  cutsprechende  Ecke  des  Urdrei- 
ecks (21) 

Aus  den  Gleichungen  (18)  und  (20)  folgt  der  Sat^: 

Die  in  <5iner  Ecke  des  Dreiecks  zusammenstossenden  Verbindungs- 
ÜDicn  der  4  Grebe'schen  Punkte  trennen  die  Dreiecksseiten  harmo- 
nisch      (22) 

Demzufolge  liegen  die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  der 
Dreiecke  ABC  und  G^G^G^  auf  einer  Geraden,  der  Polaren  des 
Punktes  G. 

Die  Gleichung  des  dem  Dreiecke  ABC  umschriebenen  Kreises  ist: 

^2J^3+^Cp,+  ^Cpi  =  0 
woraus  folgt: 

Der  Polkegelschnitt  des  Grebe'schen  Punktes  ist  der  Umkreis  des 
Dreiecks (23) 

Die  Gleichungen  (18)' stellen  aber  die  Tangenten  des  Umkreises 
in  den  Ecken  des  Dreiecks  dar.  wodurch  sich  folgende  einfache  Con* 
struction  der  Grebe'schen  Punkte  ergibt: 

Zieht  man  in  den  Ecken  des  Dreiecks  an  den  Umkreis  die  Tan- 
genten, so  schneiden  sich  dieselben  in  den  drei  äusseren  Grebe'schen 
Punkten;  ihre  Verlindungslinien  mit  den  entsprechenden  Ecken  des 
Dreiecks  liefern  als  Schnitt  den  inneren  Grebe'schen  Punkt 
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Da  die  in  den  Ecken  des  Dreiecks  an  den  Umkreis  gezogcucn 
Tangenten  die  gegenüberliegenden  Drciecksseiten  in  drei  Punkten 
einer  Geraden  P(g)  achneiden,  welches  die  Dreiockspolare  des  Grebe- 
schcn  Punktes  ist,  so  steht  die  Verbindungslinie  des  Umkreiscentrums 
mit  dem  Grebe'schen  Punkte  senkrecht  auf  der  Geraden  Pig)- 

Die  Dreieckspolaren  sämmtlicher  Punkte  des  Umkreises  gehen 
durch  den  Grebe'schen  Punkt;  und  die  Dreieckspolaren  sämmtlicher 
Punkte  der  Geraden  F(g)  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  der  die  Seiten 
des  Dreiecks  in  ihren  Schnittpunkten  mit  GG^^  GG^^  GGj^  berührt 


Da  der  Mittelpunkt  J  des  dem  Dreiecke  einbeschriebeneu  Kreises 

mit  dem  Coordinatcnanfang  zusammenfällt,   so  bat   man  für  seine 

Goordinaten: 

AiiBiiCi^  1:1:1 (24) 

Die  Seiten  A  und  A\  B  und  B\  C  und  C*  der  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C*  schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  welche 
die  Linie  der  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  drei  dem  Dreiecke 
anbeschriebenen  Kreise  ist. 

Ihre  Gleichung  ist  einerseits: 

A  +  l{B-\-C)=0 
nnd  andersseits: 

folglich: 

A+B+C^O 

Wäre  Punkt  0  ihr  Deicckspol,  so  müsste  ihre  Gleichung  zusammen- 
fallen mit  der  Gleichung: 

ABqCq-\-BAqCq-\'CAqBq  «  0 

was  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn: 

Aq:Bq:C^  =  1:1:1 

d.  h.  Der  Pol  der  Linie  der  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  für 
die  drei  dem  Dreiecke  anbeschriebenen  Kreise  ist  das  Inkreis- 
centrum     (25) 

Der  dem  Inkreiscentrum  entsprechende  Polkegclschnitt  hat  die 

Gleichung: 

AB'\-BC'{-CA  =  0 

Für  dessen  Mittelpunkt  hat  man  die  Gleichungen: 
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^(ya+y8)+i^(yi+y8)+c(yi+y«)  =^0 

und  somit  für  dessen  Coordinaten: 

A:B:C  =«  OiiOiiC^ 

Mit  Racklicht  auf  Gleicbuog  (14)  folgt  somit: 

Der  Polkegelschnitt  des  Inkreiscentrums  geht  durch  die  Ecken 
des  Dreiecks  ABC^  berührt  die  iSeiten  des  Dreiecks  A'B'C  der 
Aussenwinkelhalbirenden  und  hat  den  Achnlichkeitspunkt  Q  der  Drei- 
ecke A'B'C  und  A^B'^C"  zum  Mittelpunkte (26) 

Der  dem  Inkreiscentrum  entsprechende  UmhüUungskegelschnitt 
hat  die  Gleichung: 

Derselbe  berührt  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  den  Schnittpunkten 
der  Wiukelhalbirenden. 

Die  Coordinaten  seines  Mittelpunktes  E  ergeben  sich  aus  den 
Gleichungen : 

^«(— arj  +  a-2 + a's) -f- Ä(a-i  —  o-j  +  a-g)  +  C;(a-i  +  arg  —  a»)  =?  0 

so  dass: 

^,:i^,:Gr  =  (ß2  +  P8):(^i  +  p3):(Pi  +  P2) (27) 

Bildet  man  nun  die  Determinante: 


Ai,    Bi,    Ci 

Ag^       Bg^       Cg 

Ae,     Be,      a 


1,  1,  1 

^2  + 93?      Pl  +  Pai      Pl  +  P« 


so  geht  dieselbe   durch  Addition   der  Elemente   der  beiden   letzten 
Horizoutalreihen  über  in: 

1,  1,  1 

Pn  ^2»  P8 

9i  +  P2+P3>    P1+P2  +  P3»     Qi  +  Qa+Qs 
oder  nach  Unterdrückung  dos  Factors  (Pi  +  Pa+Ps)  ^^' 


1,     1,     1 

Pl9      P2)      P8 
1,        1,        1 
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Diese  Determinante  ist  aber  identisch  gleich  Null,  woraus  her- 
vorgeht, dass  die  Punkte  «7,  G  und  E  einer  und  derselben  Geraden 
'angehören.  j 


Die  Determinante: 


Äq^      Bq^      Cq 
-Äff       ^ffi        Cg  I 


—  Pi  +  ^2  +  ^8»     ^1  — ^2  +  Psi     9i+Qt  —  Qä 


Q%  +  9s 


9i  +  9t 


erhält  durch  Subtraction  der  Elemente  der  beiden  ersten  Horizontal- 
reihen zwei  gleiche  Reihen  und  ist  somit  identisch  Null,  weshalb  auch 
die  Punkte  Q,  E  und  G  einer  Geraden  angehören. 

Sind  n»n  ^,  Bq^  Cq  und  -4i,  J3,,  Cj,  die  Coordinaten  zweier 
^Punkte  0  und  1,  so  hat  man  für  das  hierzu  harmonische  Punktepaar 
2,  3  die  Gleichungen: 


oder: 


Durch  Elimination  der  Grösse  X  aus  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 
die  Bedingungsgleichung: 


=  0       .   .(28) 


dafür,  dass  die  Punktepaare  0,1  und  2,3  harmonisch  sind. 

Wählt  man  nun  als  Punktepaar  0,1  die  Punkte  G  und  JE,  und 
als  Punktepaar  2,3  die  Punkte  J  und  Q,  so  wird  Gleichung  (28): 


vAi=A^-{-kAi, 

liAt  =  Ao  —  lAt 

v£s  =  /?o  +  iA, 

fiB^-^Bo-XB^ 

vCi  =  Co+AC,, 

(iCt=Co-XC^ 

Ao,Bo 

A,Bi 

+ 

^,  -Bo 

ABl 

Ai,  B, 

'  A3,  B^ 

^3,   i^3 

A,B, 

Qu  92 

h  1 


-P1+P2+P51  Pi— P2+P3 


+ 


X 


Qu  Qi 

—Qi+Qi+Qfi^  Q^Q%+Qi 

Q%+Q9^  Qi+9i\  _ 

1,     1  r 


X 


Qu  Ps 
1,    1 

Qu  Qi\ 
1,   l| 


Qr\-Q$^  Pi+Ps 
— Pi9     — Q2 

Qu         Qi 

P8+Pd5  Qi+Qs 


+ 


Qu         Qi 
P2+P89  Qi+Qs 

Qu         09 
P2+P8J  P1+P3 


P29   Pi 

Qu  P2 
1,    1 


d.  h.    Die  vier  Punkte  G,  £,  J  und  Q  liegen  auf  einer  und  der- 
selben Geraden  und  sind  harmonisch (29) 
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t)a  der  Punkt  Q  der  Aehnlichkeitspttnkt  der  Dreiecke  A*B'C* 
und  A''B"C"  ist  und  das  Inkreiscentram  J  zugleich  der  Höhenschnitts- 
punkt im  Dreiecke  A*B*C^  ist;  so  muss  der  Höhenschnittspunkt  /f" 
des  Dreiecks  Ä'Bf'C"  auf  der  Verbindungslinie  JQ  und  somit  also 
auf  der  Linie  der  vier  Punkte  (ff,  E^  J,  Q  liegen. 


Die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  des  Inkreises  und 
der  Dreiecksseiten  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken  des  l)reiecks 
haben  die  Gleichungen: 

AB^  —  BA^^O 
Nun  sind  aber: 

^jj  =.  Bi  «  ari^j+yiyj— r«  «  Tj, 

JI3  «  Ci  «  irja-s+yjya  — r«  «  T« 

^3  ==  Q  =  a'ia^8+y«ys  — »^  =  ^n 

somit  werden  die  Gleichungen  obiger  Verbindungslinien: 

AT^--BT^^O 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  genannten  drei  Geraden  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  treffen. 

Dessen  Goordinatenverhältniss  wird  nun: 

.   «  ^        111 
^:Ä:C=^:^:^ 

-'28     -*18      -'1« 

Es  ist  aber  zufolge  der  Gleichungen  (11): 
ebenso : 


29*Ps 

r„-- 

r„-=- 

0^     ^ 

d.  b.    Die  Verbindungslinien  der  Berührpunkte  des  Inkreises  und 
der  Dreiecksseiten  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken  des  Dreiecks 
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schüciden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  X,  dessen  Goordinaten- 
verliältniss  ist: 

Al:Bl:Cl=—-  '  ^rz  '  ^rr (30) 

^iQi    ^iQ2    ^39^ 

Die  Gleichungen  seiner  Dreieckspolare,   seines  entsprechenden  Pol- 
kegeischnittes  und  Umbttllungskegelschnittes  sind  der  Reihe  nach: 

P(L)  =-  a^giA+CiQ^B+a^Q^C  ^0 
n(L)^Aßa^a2Qi9i+^CaiasQj,Q^'\-nCa2<fi929s^0 (31) 

^2a^a^g^Qs^nc  =  0 

Verbindet  man  die  Schnittpunkte  der  Dreiecksseiten  B^  C  und 
C\  ^";  ebenso  A,  C"  und  C,  Ä'-,  und  A,  B"  und  B^  Ä'  und  be- 
zeichnet diese  Verbindungslinien  bezüglich  mit  17,  F,  W  (Fig.  1.),  so 
hat  man  fttr  U  die  identischen  Gleichungen: 

folglich : 

a,  =  ^as 

also: 

^  =  -,     A«   -  9i%'-'9%^i 

Es  wird  also  die  Gleichung  von  XJi 

U  «  9i(S20^A-\-giaQCiB'^Q^aQÖ^C  «=  0 
ebenso : 

F=  QxCqöiA-^ Q2a^0QB-\- Q^a^asC ^  0 

W=  9i<^o<^i^  +  9i<^o^9^+  Qz<^i^i^  =  ^ 

Fttr  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunte  von  U  und  -4,  und  V 
und  i^  hat  mau  demnach  die  identischen  Gleichungen: 

9i<^2^s^+92^o<^iB'\'QQa^ajiC+kA  =-  fi(p,<yoM=Ps^i<^8^+?5M3^) 

+vÄ==0 
woraus  folgt: 

9i^i<^s+^  ^  f  Mo<^i      ' 

^8^0*^8  ^  i^9s^o^$ 
also: 

wodurch  obige  Gleichung  übergeht  in: 
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Dieselbe  Gleichnng  ergibt  sich  aber  auch  für  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  von  ü  mit  A  und  \V  mit  C,  so  dass  unter 
Beracksichtigung  von  (31)  folgt: 

Die  Geraden  U,  F,  W  schneiden  die  Dreiecksseiten  -4,  B,  C  in 
drei  Punkten  einer  Geraden  P{L)^  welche  die  Dreieckspolaro  des 
Punktes  Z  ist (32) 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (4)  statt  A^  B^  C  die  Coordinaten 
des  Inkreiscentrums  ein,  wodurch: 

werden;  so  folgt  für  die  Gleichung  des  Inkreises: 

—  2g^QQ(S2<SiiBC  ^  0 (33) 

und  mit  Bücksicht  auf  (31) : 

Der  dem  Punkte  L  entsprechende  Umhüllungskegelscbnitt  ist  der 
dem  Urdreiecke  einbeschriebcno  Kreis (34) 


Man  verbinde  nun  den  Berührungspunkt  des  Kreises  K^  (Fig.  2.) 
und  die  Seite  A  mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte  a  und  stelle 
die  Gleichung  dieser  Verbindungslinie  fest. 

Die  Polaren  der  Ecken  h  und  c  des  Urdreiecks  bezüglich  des 
Kreises  -ffj  gehen  durch  den  Berührungspunkt  des  Kreises  K^  mit 
der  Seite  A.    Ist  nun: 

V^2+V^*+VC^— 2AiM^— 2A,A8^C— 2A8A3BC==0 

die  Gleichung  des  Kreises  K^^  wobei  nach  (4a) 

Ai  «  —  ^QiOq ;     X^  =  iiQ^a^ ;     k^  «  f*Ps<^2 

80  hat  man  für  die  Kreispolare  irgend  eines  Punktes  o  die  Gleichung: 

+AgC(-Ai^o~^2^o+^C'o)  =  0 

nnd  somit  sind  die  Gleichungen  der  Kreispolaren  der  Eckpunkte  b 
und  c;  indem  man  hiefür  beziehungsweise: 

^0  ==  0,    Co  =  0    und    Aq-=-0    Bq  ==  0 

zu  setzen  hat 

-Ai^+AjJ?-A3C«0 

T«tt  LXL  16 
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und 

Jede  durch  den  Berahrongspunkt  des  Kreises  JT^  mit  der  Seite  A 
gehende  Gerade  hat  also  die  Gleichung: 

und  wenn  dieselbe  ausserdem  noch  durch  die  Ecke  a  gehen  soll,  so 
muss 

.-.    V  =  —  1  sein. 

Es  ist  also  die  Gleichung  der  Yerbindungslinie  des  Berührungs- 
punktes von  Kreis  JT^  und  Seite  Ä  mit  Eckpunkt  a 

Ebenso  hat  man  fdr  die  Verbindungslinien  .'der  Ecken  h  und  e  des 
Dreiecks  mit  den  auf  ihren  Gegenseiten  liegenden  BcrOhrungspunkten 
der  anbeschriebenen  Kreise  K^  und  K^  die  Gleichungen: 

Öl  a, 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Die  Verbindungslinien  der  Eckpunkte  des  TJrdreiecks  mit  den  auf 
ihren  Gegenseiten  liegenden  Berührungspunkten  der  dem  Dreiecke 
anbeschriebenen  Kreise  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
F (35) 

Zugleich  hat  man  für  dessen  Coordinaten: 

Qi    Qi    99 
Die  Gleichung  seiner  Dreieckspolaren  ist: 

ÄBf.  Cf+BAfCf+  CAf.  Bf-^0 
oder: 

Die  Gleichung  jener  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  der  Drei- 
ecksseiten A  und  A"'^  B  und  B^  verbindet^  ist: 
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^  ==  r^iQi  —  Qi^o 
wird,  und  somit  obige  Gleichuiig  übergeht  in: 

Dieselbe  Gleichung  würde  sich  ergeben  für  die  Linie,  welche  die 
Schnittpunkte  der  Dreiecksseiten  A  und  A"]  C  und  C"  verbindet, 
weshalb  folgt: 

Die  entsprechenden  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A"B"C" 
schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  nämlich  der  Polare 
des  Punktes  F (36) 


Die  Mitten  a'",  ä*,  c**  der  Dreiecksseiten  -4,  -B,  C  bilden  ein  mit 
dem  Urdreiecke  ähnliches  Dreieck,  dessen  Inkreiscentrum  der  Spieker- 
sche  Punkt  genannt  wird. 

Die  zu  den  Seiten  A  und  B  gehörigen  SeitenhalbirungistransTer- 
salen  haben  die  Gleichungen: 

CQ^—Aifi^O 
80  dass  die  Gleichung  der  Seite  C"'  des  Mittendreiecks  t^h^d^  wird: 

folglich: 

^8  "^ ^^8 

woraus  folgt: 

*  —  —  P2 
somit: 

er"*«  ^Pi+^^,— C^4  «  0 
ebepso: 

^•'=-^Pi+^P«+Q8«0 

Bringt  man  diese  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf  (8)  auf  die  Normal- 
for^en,  so  hat  man: 

16* 
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Die  Winkelhalbirenden  des  Dreiecks  a'"ÄV  haben  somit  die 
Gldchangen: 

M(P2  — P8)  +  C>2^(P2  +  (^S)— ^3^(92  +  ^8)  ^  ^ 

Diese  Winkelhalbirenden  schneiden  sich  im  Spieker'schen  Punkte  CT, 
dessen  CoordinatenverhSitniss  ist: 

Ann  g2  +  P3,P3  +  Pl.  Pl+(>2  /«7% 

Qi  Qi  Ps 

Denkt  man  sich  auch  noch  die  Ausscnwiukelhalbirenden  des  Drei- 
ecks a"'b*"<^  gezogen,  so  entstehen  noch  drei  äussere  Spieker'sche 
Punkte,  welche  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreiecke  a^'^V*'  anbe- 
schriebenen Kreise  sind. 

Die  Innenwinkelhalbirenden  des  Dreiecks  a^l/"o^  gehen  durch  die 
Mitten  der  Dreiecksseiten  A^  J?,  C  und  sind  parallel  mit  denen  des 
Urdreiecks ;  stehen  also  ebenfalls  senkrecht  auf  den  Seiten  des  Drei- 
ecks a!b'c\ 

Jede  Dreiecksseite  ist  aber  gemeinschaftliche  Tangente  von  je 
zwei  auf  derselben  Seite  dieser  Dreiecksseite  liegenden  Aussenbe- 
rührungskreisen,  und  die  Mitte  dieser  Dreiecksscite  des  Urdreiecks 
ist  bekanntlich  von  den  Berührungspunkten  jener  Kreise  gleich  weit 
entfernt;  woraus  nun  hervorgeht,  dass  die  lunenwinkelhalbirendcn  des 
Dreiecks  a!"h*"(f"  zugleich  Potenzlinicn  von  je  zwei  der  Aussenbe- 
rührungskreisen  ^'|,  h^^  k^  sind.    Somit  folgt  der  Satz: 

Der  Spieker'sche  Punkt  ist  der  Potenzpunkt  der  drei  dem  ür- 
dreiecke  anbeschriebenen  Kreise (38) 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  gelangt  man  auch  zum  Satze: 

Jeder  äussere  Spieller'sche  Punkt  ist  der  Potenzpunkt  für  den 
Inkreis  und  für  je  zwei  dem  Urdreiecke  anbeschriebenen  Kreise  .  (39) 

Die  Gleichungen  der  Seitenhalbirungstransvcrsalen  des  Urdreiecks, 
die  sich  bekanntlich  im  Schwerpunkte  S  desselben  schneiden,  sind: 
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Ae^  —  Bg^^O 
Bq^  —  Cq^^O 


woraus  sich  für  S  ergibt: 


.     «     ^       111 
9i   92    93 


(40) 


Bildet  man  nun  die  Determinante: 


oder: 


d  = 

-4  er, 
As, 

Bj,     Cj 
Bs,     Cs 

Pt+Ps 

9% 

»1+P2 

9i+9s' 

PS+fl» 

e,    ' 

Cs 

91+9% 

1, 
1 

—  f 

9i 

1 

1 

— » 
9% 

1 
1 
P3 

1, 

P29 
1, 

1 

^«  A. 


80  erhält  man  durch  Addition  der  Elemente  der  beiden  ersten  Hori- 
zontalreihen zwei  gleiche  Reihen,  weshalb: 


J  =  0    ist 


1,  1,  1 

=  x. 

111 

9i     9ft    9» 

=  f. 

9v  92^  9^ 
1,    1,    1 

9i    f«'  93 

C^l,    <^8,    tfs 

Für  die  Determinante: 

\Aj,  Bj,  Cj 

J*^  \as,  Bs,  Cs 

\Af,  Bf,  Cf 


erhält  man  ebenfalls  durch  Addition  der  doppelten  Elemente  der  er- 
sten Horizontalreihe  zu  denen  der  letztern  zwei  gleiche  Reihen,  wes- 
halb auch: 

J'  =  0    ist 

d«  h.  Die  Punkte  </,  U,  S,  F  liegen  auf  einer  und  derselben 
Geraden. 

Betrachtet  man  nun  die  Punkte  J  und  U  als  Panktepaar  0,1 
und  die  Punkte  S  und  jPals  Punktepaare  2,3,  so  hat  man  zufolge 
(28): 
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As^  Bs 


Au^  Bu 
Af,  Bf 


As,  Bs 
Af,  Bf 


1,  1 

1^  1 

+ 


Ao,  Bv 
Äs,  Bb 


•VI  1,1 


9i 

Ca 


1,  1 

+ 

*1,  l« 

9l    ft 

• 

1 


Somit  der  Satz: 


Pi, 


C2 


c«+ftj,  ei-Ws 


';;?!)-« 


Das  Inkreiscentram,  der  Spieker'sche  Punkt,  der  Schwerpunkt 
und  der  Punkt  F  des  Urdreiecks  liegen  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden und  sind  harmonisch (41) 

Da  aber  der  Schwerpunkt  des  Urdreiecks  zugleich  der  Aehnlich- 
keitspunkt  für  dieses  und  das  Dreieck  A^'B^  C*"  ist,  ferner  J  und  U 
homologe  Punkte  beider  Dreiecke  sind,  deren  Seiten  im  Verhältnisse 
1:2  stehen,  so  muss  auch  der  Schwerpunkt  S  die  Strecke  JU  im 
Verhältnisse  1:2  teilen. 


Weil  aber: 

(JÜSP)  —  —  1 

80  ist  auch: 

JS,JF 
US'ÜF          '■ 

ÜF      , 

JF 


=  4 


d,  h.    Der  Spieker'sche  Punkt  .liegt  in  der  Mitte  zwischen  den 
Punkten  J  und  F, 

Aus  obigen  Gründen  ist  aber  auch  der  Radius  des  Spieker'schen 
Kreises  halb  so  gross  wie  der  Inkreisradius,  woraus  folgt: 

Die  Punkte  S  und  F  sind  die  Aehnlichkeitspunkte  des  Inkreises 
und  Spieker'schen  Kreises (42) 


Der  dem  Dreiecke  a'^b'^c'^  umschriebene  Kreis  wird  der  Kcun- 
punktkreis  des  Urdreiecks  genannt,  dessen  Gleichung  nun  im  Folgen- 
den festzustellen  ist.    . 

Die  Seiten  des  Dreiecks  a'^h^<?'  haben  nach  Früherem  die  Glei- 
chungen: 
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(T  —  ÄQi+Bg^  —  CVs  —  0 
B^  «  ^Pi  — B(»8  +  C(P3  -  0 

Für  den  Ausdruck  -4pi+i?p2+Gp8  hat  man  aber: 

Zufolge  der  Gleichungen  (8)  lässt  sich  also  dieser  Ausdruck  als 
eine  von  den  variablen  Grössen  x  und  y  unabhängige  Grösse  dar- 
stellen, die  der  Kflrze  halber  mit  2w  bezeichnet  werde. 

Die  Gleichung: 

M  +  BQi+CQz'-O 

stellt  also,  wie  auch  aus  Satz  (33)  über  Pol  und  Polare  des  Dreiecks 
hervorginge,  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  dar. 

Jeder  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  a'^b'^c'"  gehende  Kegel- 
schnitt hat  aber  die  Gleichung: 

oder: 

+2BCliQ^^+2ACX^Q^+2ABX^Qj,e^  =  0 
Da  aber  auch: 

A'^^w-Aei  «0 
80  hat  man  fOr  die  erstere  Gleichung: 

Damit  der  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kegelschnitt  ein  Kreis 
sei,  müssen  die  Coefficienten  der  Grössen  x^  und  y^  einander  gleich 
und  der  Coefficient  von  x,y  gleich  Null  sein,  weshalb  man  die  Glei- 
chungen erhalt: 

^p8<^8(«iy3+y2^8)+ViC»8(aiy3+a^8yi)+ ViP«(^iy«+«2yi)  ==  o 

woraus  sich  ergibt: 

AiW3«    .   a^yj-l-a-gy^,    a^iy»+«2yi 
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Entwickelt  aüd  vereinfacht  man  diese  Determinante  und  verfährt 
ebenso  für  die  Grössen  X^  und  A^,  so  folgt: 

Somit  hat  man  nach  (11): 

Es  wird  also  die  Gleichung  des  Neunpunktkreises: 

Ä^g,S^  +  B^022^9+C\2,^+BCQ^r*+ACgir^-^ABg^r^  =  0    .  (43) 

Differcntiirt  man  diese  Gleichung  partiell  nach  x  und  ^,  so  erhält  man 
die  Gleichungen: 

^(2ariPiZ,3+ar3(>2r«+ar2()8r«)4-5(2a;2P2Zj3+a-8Pir2+a:xP8r*) 

+  C7(2ar3()3Zi,+aJi(>2r*+ar2(»ir*)  =  0 

aus  denen  die  Coordinaten  des  Neunpunktkreiscentrums  N  sich  er- 
geben. 

Schreibt  man  obige  Gleichungen  der  Kürze  halber: 

AaQ+Bß^  +  CYo-=0 

Aa^  +  Bß,  +  Oy^  =  0 
so  hat  man: 

An  :  Bx:  Cn  =  (ftyi — A  /o)  -  (/o^^i  —  yi«o)  ^  K/Ji  —  «i/^o) 
Nun  ist  aber: 

«0  =  2iri(>i27g34-a'3P2(ar2«+y2«)+a-2(»s(a'3«+y82)     ■ 
«0  ^  2ari(>i2;23-f  a:2a;3(a-2e2+a-3P8)+a'3(>2yt*+a:jp3y32 
«0  =="  2a:tei2:j3  — ariir2ar3(),+a-8y2(— yi(»,— y893)4-a'2P8y8* 
ofo  =  2aripi  Z^  —  a:i3'2a-3Pi — 3:3^1^2^1  +ys^3(a^«y«  —  ^s^«) 

«0  *=  <»i(«i'2?28— y^ea+ysCs) 

ebenso : 
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Die  Grössen  a^,  ft,  y^  erhält  man  ans  den  Grössen  «o,  /?o>  yo 
mit  Ausseracbtlassnng  des  Vorzeichens  durch  Vertauschung  der  Grössen 
X  und  ^,  da  aber  hiebei  die  Ausdrücke  ei,  es»  (^8  ^^^  Vorzeichen 
ändern,  so  hat  man: 

Durch  zweckmässige  Umformung  erhält  man  nun: 

^i^:BA':av=  (W2+-^i8^i3):(c^iPs+^i2'S«,):((>iP,  +  -2:i3^23)  •  (44) 

Nun  hat  man  nach  Froheren  (über  Pol  und  Polare  des  Dreiecks)  für 
den  Höhenschnittpunkt  H  des  Urdreiecks: 

AH:BE:CH--4-'4-'-i- (45) 

•^23     ^13     ^19 

und  für  den  Umkreismittelpunkt  Jf  desselben  Dreiecks 

AüiBuiCu^  £^:£^^:2ii (46) 

Bildet  man  nun  die  Determinante: 


z/  = 


A2fj  By^  Cn 
Ab,  Bh,  Cr 
As,  Bs,  Cs 


Wsrh^ii^m    ^iPs-h^ii^tSi    eiQi+^is^ts 


so  ist  ersichtlich,  dass  ^  ^  0  ist,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Punkte 
isr,  ff  und  S  einer  Geraden  angehören. 

Früher  wurde  bewiesen,  dass  auch  die  Punkte  M^  S  und  ff  auf 
einer  und  derselben  Geraden  liegen  und: 

SIT""* 

Da  aber  das  Neunpunktkreiscentrum  und  Umkreiscentrum  homo- 
loge Punkte  der  ähnlichen  Dreiecke  ABC  und  A"'B"'C"'  sind,  deren 
Aehnlichkeitspunkt  S  ist,  so  ist  auch: 


SN  _ 


Es  ergibt  sich  somit: 


Die  Punkte  3f,  5,  N  und  ff  liegen  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden und  sind  harmonisch (47) 


Digitized  by 


Google 


250  Greiner:  Ueber  dai  Dreieck, 

Ferner  folgt: 

Der  Schwerpunkt  und  der  Höhenschnittspunkt  des  ürdreiecks, 
sind  Aehnlichkeitspunkte  des  Umkreises  nnd  Nennpunktkreises  •  (48) 


Die  Verhindungslinie   des   Kreismittelpunktes  a'   mit  dem  Be- 
rührungspunkte 1  der  Seite  A  und  des  Inkreises,  hat  die  Gleichung: 

oder: 

oder: 

weshalb: 

jL— _Sl Zi3 

Man  hat  somit  für  diese  Gerade  die  Gleichung: 

B'       er' 


^18  ^18 


=  0 


und  ebenso  für  die  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  b'  und  c*  mit 
den  Berührungspunkten  2  und  3: 

C        A' 


Tu 

T„ 

A' 
2» 

Ta 

woraus  hervorgeht: 

Die  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  der  dem  Urdreieck  an- 
beschriebenen Kreise  mit  den  Berührungspunkten  des  Inkreises  und 
der  von  jenen  Kreisen  direct  berührten  Dreiecksseiten,  schneiden  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  D (49) 

Für  dessen  Coordinatcn  ergibt  sich: 

Ad'=IT^,    Bj/^IT^,    Cj)'^XT,^ 
oder: 

Bd+Cv^XT^,    Aj)+Cj)=^kTii,    Ad+Bd^IT^^ 
da  nun: 
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80  hat  man: 

Aj):Bd:Cd=^  -'-'-      (50) 

^1    ^%    ^3 

Die  VerbindungsÜDie  der  Ecke  a"  des  Dreiecks  Ä'^B^'C"  mit  dem 
auf  der  Seite  A  liegenden  Berührpunkte  1  des  Inkreises  hat  die 
Gleichung: 

oder: 

Nun  ist  aber: 

woraus  folgt,  da  wieder  B^  =-  T^g,  Ci=7\^  und  -4^  =  0  ist: 
Also  geht  obige  Gleichung  über  in: 

P8  «'S 

Ebenso  folgt  für  die  Gleichungen  der  Verbindenden  der  Ecken  b" 
und  </'  mit  den  Berührungspunkten  2  und  3: 

ptf  Alf 

Es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

Die  Verbindungslinien  der  Ecken  des  Dreiecks  Ä'Ef'C"  mit  den 
entsprechenden  Berührungspunkten  des  Inkreises  und  den  Seiten  des 
ürdreiecks  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  K  .  (51) 

Die  Gleichungen  jener  Verbindungslinien  sind  aber: 

^1^1^(P2  — P8)  +  P«<'«^(^«  +  C'«)  — <^S<'8^(e2  +  ?8)  =  0 

—  c»iM(c»s+Pi)+Mrß(e8— C»i)+e8<'8^(p8+Pl)  *=  0 

Pl<yi^v>l  +  P2)  — P«^«^(C»l  +  ?2)  +  C8<'8^(Pl  — W)  ^  0 

Hieraus  folgt  für  die  Coordinaten  des  Punktes  K\ 

eitfj      pjtf,       (»3^8 
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Da  nach  Früheren  die  Punkte  U;  J  and  S  einer  Geraden  ange- 
hören, so  ist  die  Determinante: 


=  0 


Dividirt  man  nun  die  Elemente  der  ersten  Yerticalreihe  mit  tfj ,  die 
der  zweiten  mit  c^  und  die  der  dritten  mit  a^,  so  folgt: 


Q%+H 

Pi  +  Ps 
1, 

91  +  99 

1, 

9s 
1 

1 
9l 

1^ 

99 

1 

9i 

^D,   -ßz),  Cd 
Al,    Bl,  Cl 


=  0 


d.  h.    Die  Punkte  k^  D  und  L  liegen  auf  einer  und  derselben 
Geraden. 

Weil  aber  auch  die  Punkte  J,  S^  T  einer  Geraden  angehören, 
so  hat  man: 

1,  1,     1 

1  11 

9i  99       Ps     =0 


— »      ■*" » 
91       99 


9s 


Diese  Determinante  geht  aber,  indem  man  mit  «r^,  a,,  tf^,  die 
Elemente  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Yerticalreihe  dividirt  über 

in: 

Aj)^  Bj)^  Cd 

Al,  Bl,  Cl    =0 

As^  Bs^  Cs 

d.  h.    Die  Punkte  Z>,  L  und  S  gehören  ebenfalls  einer  und  der- 
selben Geraden  an: 

Betrachtet  man  nun  die  Punkte  D  und  k  als  das  Punktepaar 
0,1,  L  und  S  als  das  Punktepaar  2,3,  so  hat  man  nach  (28): 


J^ 


1_  1_ 

<^l  ^9 

1       1 

<fl9l'  ^999 


99+9s 

91  + 9s 

1    1 

^i9i 

(J999 

+ 

<^1     <f9 

1 

1 

1      1 

9i 

99 

9i    99 

9i+9s    99+9s 


^i9i         <f999 

1  1 

^l9i        ^^999 
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9lW<fiW^  = 


1,    1 
9ij  Pl 


+ 


kl?    ^^2 


1  1 


PtV<^.V^^O    oder:    ^^0 
Hieraas  folgt: 

Die  Paukte  X),  ^,  Zr  und  S  liegen  aaf  einer  und  derselben  Ge- 
raden und  sind  harmonisch •  •    •  .  (53) 


Da  alle  Kreise  durch  die  unendlich  fernen  Ereispunkte  hindurch- 
gehen, deren  Verbindungslinie  nach  Früheren  die  Gleichung 

besitzt;  so  kann  man,  wenn  ir'»0  und  JT^^O  die  Gleichungen 
zweier  Kreise  vorstellen,  stets  setzen: 

worin  alsdann: 

Aa'\-Bß-\-CY  =  0 

die  Gleichung  der  Potenzglieder  beider  Kreise  bedeuten  muss. 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  ciy  ß^  y  und  fi  erhielte  man  nun 
allerdings  sechs  Gleichungen;  wovon  aber  zwei  nur  die  schon  vor- 
ausgesetzte Bedingung  enthalten,  dSi8sK^=0  und  ir"=0  Kreis- 
gleichungen sind,  so  dass  also  in  Wirklichkeit  die  zu  suchenden 
Grössen  unzweideutig  bestimmt  werden  können. 

Nun  ist  nach  (33)  die  Gleichung  des  Inkreises: 

— 2BC(»9(>3(r2<fs  —  0 
und  nach  Früheren  die  Gleichung  des  Umkreises: 
Km  «  ABg^+ACQ^+BCe^  «  0 
Setzt  man  nun: 

Km+IiKj=  (Ae,^BQ^-^C9s)(Aa'^Bß^CY)  -  0 
so  hat  man  durch  Gleichsetzung  der  Coefficieiaten  von  A^^  B^  und  (? 

Es  ist  also: 
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A9tCt^+BQ^a^^+CQ^6^*^0 


(54) 


die  Gleichung  der  Potenzlinie  fOr  den  Umkreis  und  Inkreis  des  Ur- 
dreiecks. 

Die  Linie  der  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  dem  Urdreiecke 
anbeschriebenen  Kreise  hat  bekanntlich  die  Gleichung: 

und  es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Crerade,  die  unendlich  ferne 
Gerade  und  die  Potenzlinie  des  Umkreises  und  Inkreises  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden;  denn  die  Determinante: 


(»1*1*1  9i^9^  95^S^ 

1,        1,        1 


Qu 


QSi 


9i 


1        1,       1 

9x       9%      H 

1,     1,     1 


geht  durch  Addition  der  —  tfo'fachen  Elemente   der  letzten  Hori- 
zontalreihe zu  denen  der  ersten  Reihe  ttber  in: 


^  =  Ä:. 


Qißi^     PiP«» 

PiP> 

1        1 

1 
9» 

1,        1 

.1 

d  =  0 

folglich: 


d.  h.  Die  Potenzlinie  des  Um-  und  Inkreises  ist  parallel  mit 
der  Linie  der  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  dem  Urdreiecke  ao- 
beschriebenen  Kreise (55) 

Bestimmt  man  auf  ähnliche  Weise  die  Gleichung  der  Potenzlinie 
fOr  den  Umkreis  und  ffir  einen  der  dem  Urdreiecke  anbesdiriebenen 
Kreise,  indem  man  setzt: 

so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (6)  ffir: 

ß  -  ^(^,  V 
und  somit  ffir  die  Gleichung  jener  Potenzlinie: 
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Ebenso  hat  man  für  die  PotenzUnien  der  Kreise  Em  und  iT^,  Km  nnd 
Zs  die  Gleichungen: 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Gerade  F\  die  unendlich 
ferne  Gerade  und  die  Verbindungslinie  der  auf  den  Dreiecksseiten 
B  und  C  liegenden  Schnittpunkte  der  Innenwinkelhalbirenden  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte  schneiden. 

Denn,  da  die  Gleichung  der  letzteren  (Geraden: 
ist,  und  die  Determinante 


Pl«0*. 

<>«V, 

9»«»* 

-1, 

1, 

1 

=  k. 

9i. 

9i, 

Ps 

_1 

1, 


1 

I 

9» 
1, 


<^2* 

1 

9i 

1 


durch  Subtraction  der  (Fq^  fachen  Elemente  der  letzten  Horizontalreihe 
von  denen  der  ersten  Reihe  übergeht  in 


^  =  Ä:'. 


0,  (^1+^8)^3.    (Pi+Pa)^» 
_1  1^  1 

1,  1,  1 


80  ergibt  sich  leicht,  dass: 

Es  ist  somit  die  Potenzlinie  F'  parallel  mit  der  Verbindungslinie 
der  auf  den  Seiten  B  und  C  liegenden  Schnittpunkte  der  Innenwinkel- 
halbirenden. 

Oder:  Die  Potenzlinien  für  den  Umkreis  nnd  je  einen  der  dem 
Urdreiecke  anbeschriebenen  Kreise  bilden  ein  Dreieck,  das  ähnlich 
und  ähnlichliegend  ist  mit  dem  Dreiecke,  welches  von  den  Schnitt- 
punkten der  Innenwinkelhalbirenden  und  Dreiecksseiten  gebildet 
wird (56) 

Da  aber  die  Potenzlinie  zweier  Kreise  auf  ihrer  Centrale  senk- 
recht steht,  so  ergibt  sich  zugleich  der  Satz: 

Errichtet  man  von  den  Mittelpunkten  der  dem  Urdreiecke  an- 
beschriebenen Kreise  Senkrechte  auf  die  entsprechenden  Verbindungs- 
linien der  auf  den  Dreiecksseiten  liegenden  Schnittpunkte  der  Innen- 
winkelhalbirenden, so  treffen  sich  dieselben  in  einem  und  demselben 
Puiücte,  dem  Hittelpunkte  des  Umkreises (57) 
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Die  Gleichung  des  Neunpunktkrcises  ist: 

Setzt  man  nun: 

KM+kKif=z  (AQ^  +  BQ^+CQMA<'+Bß+CY)  =  0 
woraus  sich  ergibt: 

so  hat  man  fbr  die  Gleichung  der  Potonzlinie  dieser  beiden  Kreise: 

Äi:^+Bi:,,+cs,,^o 

d.  h.  Die  Potenzlinie  des  Umkreises  und  Neunpunktkrcises  ist 
die  Höhenschnittspolare  des  Urdreiecks  und  steht  somit  senkrecht 
auf  der  Centrale  beider  Kreise (58) 

Setzt  man  nun: 

Kj+  IKy  =  (^^1  +  BQi  +  CQ^UA(^+Bß+  Cy) 


woraus: 

so  folgt: 
und  somit: 


'        92  —  99   95^ 9i    9i—9i 


so  dass  also  die  Gleichung  der  Potenzlinie  für  den  Inkreis  und  Neun- 
punktkreis wird : 

T^A-^^-+B-^^  +  C-^-^—^0     ...(59) 
9i—9z  99—91  9i—92 

Verschafft  man  sich  nun  zur  Geraden  T  den  Inkreispol  o,  indem  man 
die  Grössen  A^^  Bq^  Q  so  bestimmt,  dass  die  Gleichung 

der  Inkreispolaren  des  Punktes  o,  zusammenfällt  mit  der  Gleichung 
der  Geraden  7,  so  dass  also: 
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h 
so  erhält  man  für  die  Coordinaten  des  Punktes  o  die  Beziehung: 

Pl  PS  (»8 

Würde  man  diese  Coordinaten  in  die  Gleichung  der  Geraden  T 
einsetzen,  so  erhielte  man  nach  Unterdrückung  eines  constanten  Fac- 
tors den  Ausdruck: 

^i(Q^  —  Qu)  +  <^«(^3  —  9i)  +  <^»i9i—Qi) 

Da  derselbe  aber  identisch  gleich  Null  ist,  so  folgt,  dass  der  Punkt  o 
der  Geraden  T  selbst  angehört  und  diese  somit  Tangente  des  In- 
kreises ist    Es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

Der  Inkreis  und  Neunpunktkreis  berühren  sich,  und  ihre  gemein- 
schaftliche Tangente  hat  die  Gleichung:   r=0.     ,   .• (60) 

Nun  zeigt  sich  aber,  wenn  man  die  Coordinaten  des  unendlich 
fernen  Punktes  der  Dreieckspolaren  des  Punktes  L  durch  Auflösung 
der  Gleichungen: 

ÄQ^ai+BQ^a^+Cgj^a^  «  0 

bestimmt,  woraus 

^,j5,e=ÖZ:^:?5=^:?^::^ (60a) 

9i  9^  9b 

folgt,  dass  die  Dreieckspolare  dieses  Punktes  die  Gleichung: 

r=-0  hat 

d.  h.  Die  gemeinschaftliche  Tangente  des  Inkreises  und  Neun- 
punktkreises ist  die  Dreieckspolare  des  unendlich  fernen  Punktes  der 
Dreieckspolaren  von  L (61) 

Nach  den  Sätzen  über  Pol  und  Polare  des  Dreiecks  folgt  zu- 
gleich noch: 

Die  gemeinschaftliche  Tangente  des  Inkreises  und  Neunpunkt- 
kreises ist  auch  Tangente  desjenigen  Kegelschnittes  <!>(«),  der  die 
Dreiecksseiten  in  ihren  Mitten  berührt  und  den  Schwerpunkt  S  des 
ürdreiecks  zum  Mittelpunkte  hat (62) 
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Durchschneidet  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  irgend  einer 
Geraden  in  den  Punkten  «,  j?,  y,  so  li^en  die  Mitten  der  Verbin- 
dungslinien aor,  bß^  cy  auf  einer  und  derselben  Geraden,  die  man  die 
Gauss'sche  Gerade  nennen  kann. 

Fasst  man  die  schneidende  Gerade  als  Dreieckspolare  eines 
Punktes  0  auf,  so  hat  sie  die  Gleichung: 

Für  die  Linie  aa  hat  man  somit  die  identischen  Gleichungen : 

B'\'XC^kA  +  (i(AB^Co+BAoCo  +  CA^Bo)  =  0 
folglich: 

^       Co 
und  somit  ist  die  Gleichung  von  aa: 

BCq  +  CBq-^0 

Denkt  man  sich  durch  den  Eckpunkt  c  des  Urdreiecks  eine  Pa- 
rallele zu  aa  und  hierzu  bezüglich  der  in  c  zusammenstossenden 
Dreiecksseiten  die  vierte  harmonische  Gerade  gezogen,  so  schneidet 
letztere  die  Verbindungslinie  aa  in  deren  Mitte. 

Die  durch  die  Ecke  c  gehende  Gerade  hat  aber  zunächst  die 
Gleichung: 

^4-1/5  =  0 

und  da  sie  parallel  zu  aa  sein  soll: 

Vi  +  vy^     y%Co  +  ys^o 

folglich: 

"" "~       etBo 

Die  durch  die  Mitte  von  aa  und  Ecke  v  gehende  Gerade  hat  somit 

die  Gleichung: 

A—vB=^0 
oder: 

Aq^Bq  +  B(q^Cq  —  q^Bq)  =  0 

Die  Verbindungslinie  bß  hat  die  Gleichung: 

JCo  +  C^  =0 

Zielit  man  nun  durch  die  Ecke  a  eine  Gerade  parallel  zu  bß  und 
hierzu   bezüglich  der  in  a   zusammenstossenden  Dreiecksseiten  die 
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vierte  harmonische  Gerade,  so  geht  letztere  ebenfalls  dnrch  die  Mitte 
Yon  bß. 

Die  durch  die  Ecke  a  gehende  Gerade  hat  aber  zunächst  die 
Gleichung 

QQd  damit  sie  parallel  mit  bß  sei,  muss : 

folglich: 

Die  dnrch  die  Mitte  von  bß  gehende  Gerade  hat  also  die  Gleichung: 

oder: 

Demnach  hat  man  für  die  Gauss'sche  Gerade  die  Gleichungen: 

Es  bestehen  also  die  Beziehungen: 

QiBq  =«  IsCq 

^o-K9i\-e9Co)+hA^ 
woraus  für  iL  folgt: 

Setzt  man  diesen  Wert  für  X  in  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man 
für  die  Gauss'sche  Gerade  die  Gleichung: 

+  Cg^{Qi^o+e2B^-9^Co)=0  .    .    .    .(63) 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Gerade  kann  man  nun  ebenso 
gut  dem  Punkte  0,  als  wie  dessen  Drcieckspolare  P(0)  entsprechen 
lassen. 

Die  Gleichung  desjenigen  Kegelschnittes  <l>(iS),  der  die  Seiten 
des  ürdreiecks  in  ihren  Mitten  berührt  und  den  Schwerpunkt  S  des- 
selben zum  Mittelpunkte  hat,  hat  bekanntlich  die  Gleichung: « 

0(S)  «  AW+^W+CJ^(fi'-^^9t9i-2ACe^Q^--2BCe^^  «  0 

17* 
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Die  Polare  dieses  Eegelschnittes  für  irgend  einen  Punkt  0  hat  nnn 
die  Gleichung: 

oder: 

Es  ergibt  sich  demnach: 

Die  Gauss'sche  Gerade  irgend  eines  Punktes  0  fällt  mit  der 
Polaren  dieses  Punktes  bezüglich  des  Kegelschnittes  €>(S)  zu- 
sammen  (64) 

Mit  Hülfe  der  Sätze  über  Pol  und  Polare  des  Dreiecks  geht 
ferner  hervor. 

Für  alle  Gauss'schcn  Geraden,  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
Urdreiecks  gehen,  liegen  die  entsprechenden  Punkte  im  Unendlichen 
und  ihre  entsprechenden  Geraden  sind  Tangenten  des  Kegelschnittes 
<P(/S).  Jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  0{S)  kommt  als  Gauss'sche 
Gerade  dessen  Tangente  in  jenem  Punkte  zu.  Jeder  Tangente  des 
Kegelschnittes  0(S)  entspricht  als  Gauss'sche  Gerade  ein  Durch- 
messer dieses  Kegelschnittes.  Dem  Schwerpunkte  S  des  Urdreiecks 
entspricht  als  Gauss'sche  Gerade  die  unendlich  ferne  Gerade.     .  (65) 

Hieraus  gehen  ferner  die  Sätze  hervor: 

Jede  Tangente  des  Kegelschnittes  <l>(^)  bildet  mit  dem  Urdreiecke 
ein  Vierseit,  dessen  Diagonalmitten  mit  dem  Schwerpunkte  des  Ur- 
dreiecks auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 

Die  Dreieckspolarc  irgend  eines  Punktes  0  bildet  mit  dem  Ur- 
dreiecke ein  Vierseit,  dessen  Diagonalmitten  auf  der  Polare  dieses 
Punktes  bezüglich  des  Kegelschnittes  <P(/S)  liegen (66) 

Die  Coordinaten  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Dreiecks- 
polaren von  L  sind  nach  (60a)  bestimmt  durch  das  Yerhältniss: 

Ann        C^8'~P8.P3~Pl.Pl-~P2 
AiISiU  =  • • 

ei         92        Qs 

Die  diesem  Punkte  entsprechende  Gauss'sche  Gerade  hat  also  die 
Gleichung: 

^9i(92 — Cs) + ^^»2(^3 — 9i)  +  ^P8((^i  —  (»2)  -^  0 

Nun  ist  aber  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Schwerpunktes 
und  des  Inkreiscentrums: 

Ä,        B,        C 

^2Cs»     PiPsi     9i9%     ==  0 
1,  1,  1 
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oder: 

^9i(9%  --•  93)  +  ^9i(93  —  9i)  +  Ces(9i  — Ca)  =  0 

Unter  Beracksichtigung  von  (61)  ergibt  sich  somit: 

Die  gemeinschaftliche  Tangente  des  Inkreises  und  Nennpunkt- 
kreises  bildet  mit  dem  Urdreiecko  ein  Yierseit,  dessen  Diagonal- 
mitten auf  der  Linie  der  Punkte  J,  S^  o;  F  liegen (67) 

Die  dem  Inkreiscentram  entsprechende  Gauss'schc  Grerado  hat 
die  Gleichung: 

^9iOi'\-^9i(fi-\rCQ^<f^  —  0 

Nach  (31)  und  (64)  ergibt  sich  also: 

Die  Polare  des  Inkreiscentrums  bezüglich  des  Kegelschnittes  0(S) 
fällt  zusammen  mit  der  Dreieckspolare  des  Punktes  L (68) 

Da  ferner  die  Dreieckspolare  des  Inkreiscentrums  die  Gerade 
der  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  dem  Urdreiecke  anbeschriebenen 
Kreise  ist,  so  folgt  ferner  der  Satz: 

Verlängert  man  die  Aussenwinkelhalbirenden  des  Urdreiecks  bis 
zu  den  Schnittpunkten  mit  den  Gegenseiten,  so  liegen  die  Mitten  der 
Strecken,  die  zwischen  jenen  Schnittpunkten  und  den  Gegenecken  des 
Dreiecks  liegen,  auf  der  Dreieckspolare  des  Punktes  L (69) 

Dem  Grebe'schen  Punkte  entspricht  als  Gauss'sche  Gerade  eine 
Linie,  deren  Gleichung  ist: 

A9i(-9i''+92^+9i')  +  Bg^(Q^^^e^^  +  g^^)  +  C9^i9i'+9i'-9z^)  -  0 

oder:  AH^+BZj^q  +  CI:^^  =  0 

d.  b.  Die  Gauss'sche  Gerade  des  Grebe'schen  Punktes  fällt  zu- 
sammen mit  der  Höhenschnittspolare (70) 

Die  Polare  des  Grebe'schen  Punktes  bezüglich  des  Kegelschnittes 
^{S)  ist  die  Höhenschnittspolare (71) 

Femer  folgt  aus  den  Eigenschaften  des  Grebe'schen  Punktes: 

Verlängert  man  die  in  den  Eckpunkten  des  Urdreiecks  an  den 
Umkreis  gezogenen  Tangenten  bis  zu  den  Schnittpunkten  mit  den 
Gegenseiten  des  Dreiecks,  so  liegen  die  Mitten  der  Strecken  dieser 
Tangenten,  die  zwischen  jenen  Schnittpunkten  und  den  Ecken  des 
Dreiecks  liegen,  auf  der  Höhenschnittspolare  des  Dreiecks.  .   .   .  (72) 

Bezeichnet  man  mit  ?»],  m^^  m^  (Fig.  4.)  die  Mitten  dieser  auf 
den  Tangenten  des  Umkreises  liegenden  Strecken  und  beschreibt  aus 
diesen  Punkten  wj,  m2,  m^  Kreise,  welche  diese  Strecken  zu  Durch* 
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messern  haben,  so  besitzen  diese  drei  Kreise  eine  nnd  dieselbe  gemein- 
schaftliche Sehne,  da  ihre  Durchmesser  die  Diagonalen  eines  yoU- 
ständigen  Vierseits  sind. 

Diese  gemeinschaftliche  Sehne  steht  aber  senkrecht  auf  der  Ge- 
raden m^m^fT^s,  welche  nach  (72)' die  Höhenschnittspolare  des  Ur- 
dreiecks  ist.  Die  Verbindungslinien  des  Umkroiscentrums  mit  den 
Ecken  des  Urdreiecks  sind  aber  zugleich  Tangenten  der  Kreise  114, 
97»,,  ms,  die  alle  von  gleicher  Länge,  nämlich  gleich  dem  Radius  des 
Umkreises,  sind.  Da  nun  ferner  die  Verbindungslinie  MN  senkrecht 
auf  der  Höhenschnittspolare  steht,  so  folgt  nach  (58)  der  Satz: 

Die  drei  Kreise  m,,  m^^  m,,  welche  die  Tangentenlängen  zu  Durch- 
messern haben,  schneiden  sowohl  den  Umkreis  als  auch  Neunpunkt- 
kreis rechtwinklig,  und  haben  alle  drei  zur  gemeinschaftlichen  Sehne 
die  Linie  der  Punkte  M,  iV;  S^  H  und  zum  Potenzpunkte  den  Mittel- 
punkt des  Umkreises - (73) 


Sind  die  Coordinatenyerhältnisse  zweier  Punkte  die  folgenden: 

*      1     1       a    ß   Y 

80  nennt  man  bekanntlich  diese  Punkte  reciproke  Punkte.  Die  Glei- 
chungen der  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  der  Ecke  a  des 
Urdreiecks  sind  aber: 

oder  in  der  Normalform: 

By-Cß 

V(a^y-fl:sW^+(W-ysW* 

oder: 

By^Cß Bß'-'Cy 

VrHß'+y')-2ßy2~  ~        ''''       V^W+f)^^^W^  "^ 

Die  Abstände  des  Inkreiscentrums,  dessen  Coordinaten  a;  =  0,  y  =  0 
sind,  von  diesen  beiden  Ecktransversalen  ergeben  sich  somit  als 
gleich  lang,  und  man  hat  demnach: 

Die  Verbindungslinien  zweier  reciproker  Punkte  mit  den  Ecken 
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des  ürdreiecks  schliessen  mit  den  Winkelhalbirendcn  je  zwei  gleiche 
Winkel  ein (74) 

Aas  den  bisher  aufgestellten  Coordinatenvcrhältnissen  verschie- 
dener merkwürdiger  Punkte  folgt  nun,  dass  folgende  Punkte  reciprok 
sind: 

Der  Schwerpunkt  und  der  Grebe'sche  Punkt  i 

Das  Umkreiscentrum  und  der  Höhenschnittspunkt     >     .   .    (75) 

Der  Punkt  Q  und  i>  J  ' 

Der  Polkcgelschnitt  des  Inkreiscentrums  besitzt  die  Gleichung: 

AB-\-AC-\-BC=0 

Derselbe  hat  die  Aussenwinkelbalbireuden  des  Ürdreiecks  zu  Tan- 
genten, also  die  Innenwinkelhalbirenden  zu  Normalen;  da  aber  die 
Brennstrahlen  für  die  Ecken  des  Ürdreiecks  mit  den  Normalen  gleiche 
Winkel  bilden  und  diese  das  Inkreiscentrum  enthalten,  so  folgt: 

Die  Brennpunkte  des  zum  Inkreiscentrum  gehörigen  Polkegel- 
schnittes sind  reciproke  Punkte (76) 

Re^ensburg  im  Februar  1877. 
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xvin. 

Fortrücken  der  Bahnscheitel  eines  Pendels  von 

geringer  Elongation.    Mit  Bezugnahme  auf  das 

Foucault'sche  Pendel. 

Von 

R.  Hoppe. 


Eliminirt  man  einzeln  dq>  und  dt^  so  erhält  man: 

St=.    ,  '^'  (2) 
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Die  Richtung  der  Schwerkraft  sei  Axe  der  2,  die  Länge  eines 
um  einen  Punkt  frei  heweglichen  einfachen  Pendels  =c;  dann  sind        I 
die  Gleichungen  der  lebendigen  Kraft  und  der  constanten  Projection        * 
der  Flächengeschwindigkeit: 

xdy  —  ydx  ^ 
dt         ^* 
oder,  wenn  man 

^  =  tg9  (1) 

setzt: 


4     JElongation.     Mü  Bezugnahme  auf  das  FoucauWache  Pendel*  265 

Seien  n  nnd  ß  das  Maximum  and  Minimum  von  z^  entsprechend 
also  dem  tiefsten  und  höchsten  Punkte,  welchen  das  Pendel  erreicht; 
dann  verschwindet  die  Grösse  unter  der  Wurzel  für  beide  Werte, 
nnd  man  hat: 

(«~Ä)(c«-i*»)-g  =  («-..)(.^«(.+y)    •  (4) 

woraus  för  »  =»±c: 

^  -  (c~«)(c-«(c+y)  =  (c+«)(c+ft(y-c)  (5) 

mithin,  wie  aus  letzterem  Werte  zu  ersehen:  ' 

Wir  betrachten  nun  c— «  und  c— ß  als  unendlich  klein  1.  Ord- 
nung.   Zwischen  beiden  variirt  c—z.    Dann  hat  man: 


(6) 

wo  s  als  unendlich  klein  neben  codlichcn  und  unendlich  grossen  Ter- 

men  nicht  in  Rechnung  kommen  soU.    Fahrt  man  in  (3)  die  Werte 

k 
(4)  (6),  für  -p=  den  ersten  Wert  (5)  ein  und  setzt  zur  Abkürzung 

einstwellen 
SO  kommt: 


Nun  ist 


J_i/r±f l_4__L.fl/H:f_l^ 

Hif_i 

c— «"^c— »|/y4-c  ■ 
1.1  1 


o—'^7+»\/y+ 


Vi 


» 


Y+ 

wo  der  unendlich  kleine  Rest  e'  durch  Substitution  von  c  für  ä  im 
endlichen  Terme  entstanden  ist    Jetzt  geht  Gl.  (8)  über  in 
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WO  auch  f]  unendlich  klein.  Verschwindet  nun  c  —  /?,  so  verschwindet 
nach  Gl.  (5).  auch  y— -c,  daher  differirt  —j--  unendlich  wenig  von  ^^ 
und  man  erhält) 

Setzt  man  zur  Integration 

)/^  =  t«V'  (9) 

SO  wird 

a—z  ==  («  — /J)cosV;      ^  —  ß  =  («— i?)sin*f 
c—z^ic-ß)  co8*t|* + (c  —  a)  sin  V  (10) 

Mdz  =  2dilßVic-'a)(c  —  ß)  (11) 

daher 

^''=  {(.-/?)co8>Hr(c-«)ginV+(£+'»)^»lT^(''-"><''-^> 
Dies  integrirt  giebt: 

q>  «  arctg(tg^j/^)  +  (^i^+/f,8i/;y(^«)(c-ft      (12) 
Mit  Beschränkung  auf  den  ersten  Term  hat  man  annähernd: 

i='«*i/^;=)/:ejj/ie? 

woraus: 

*  (c-p)a5^+(c-«)y« 

_  (c-«)(c-^<?)(fl:>+y«) 

^      "  =    (e-/J)a:»+(c-«)y» 

oder,  da  aj*+y*  «==  (<?— ä)(c+«)  ist- 

(c—/J)a^+(c—a)y»«(c  —  a)((?— /?)(<?+«)    oder 

2c(c— a)'T"2c((?— (J)  '^  '^"""2r  ^^^^ 

Lässt  man  den  unendlich  kleinen  letzten  Term  rechts  weg,  so  ist  die 
Bahn  eine  Ellipse,  deren  Halbaxen 

a  ==  V2^^^y,      h  =-  t/2(?(c  — «)  (14) 

sind,  die  grössere  in  der  Richtung  der  y. 
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Nacb  Gl.  (9),  in  welcher  man  beim  Uebergang  von  einem 
Quadranten  in  den  andern  das  Vorzeichen  der  Wurzel  wechseln 
lassen  muss,  erreicht  das  Pendel  zweimal  die  grösste  Höhe  [z  »  u) 
und  Tiefe  (a«  /J),  wenn  i/;  vier  Quadranten  durchläuft.  Variirt  q> 
durch  4  Quadranten,  so  trifft  nach  Gl.  (1)  das  Pendel  am  Ende  in 
dem  Meridian  ein,  von  dem  es  ausgegangen  ist  Tornachlässigt  man 
nun  in  Gl.  (12)  den  zweiten  Teil  der  Eechten,  so  vollenden  q>  und  '^ 
ihre  Quadranten  gleichzeitig,  die  (nahezu  elliptische)  Bahn  ist  also 
unveränderlich.  Bei  Berücksichtigung  des  Restes,  welcher  genau 
periodisch  in  t/;  ist,  weil  t^  allein  von  z  abhängt,  bleibt  sich  die 
Bahn,  gerechnet  von  ^  »  4ä;R  bis  4(^4*1)^9  ^o<^l^  immer  congruent, 
rotirt  aber  mit  unendlich  kleiner  Geschwindigkeit  um  die  Verticale. 
Nach  Vollendung  der  so  begrenzten  Bahn  wird  das  horizontale  Vor- 
rücken derselben  gemessen  durch  den  Wert  von  9>  —  i^  für  ^  =  4R, 
das  ist  mit  Vernachlässigung  von  t^ 

a>— 4R  «  ;^4Ry(c~a)(c  — /^) 
oder  nach  (14) 

<P-4R  =  |-,2RaJ  =  Jj£  (15) 

WO  E  den  Flächeninhalt  der  umlaufenen  Ellipse  ausdrückt. 

Diese  Grösse  ist  positiv,  daher  bewegen  sich  die  Bahnscheitel  im 
Sinne  des  Umlaufs.  Sie  ist  femer  unabhängig  von  der  Schwerkraft 
und  von  der  Linieneinheit 

Ist  die  kleine  Halbaxe  b  sehr  klein  gegen  o,  so  gewährt  das  Pendel 
zufolge  unseres  Ergebnisses  eine  Erscheinung,  die  offenbar  mit  dem 
Einfluss  der  Rotation  der  Erde  concurrirt.  Letztere  bewirkt  bei 
einem  in  verticaler  Ebene  schwingenden  Pendel  eine  Rotation  der 
Ebene,  die  in  24  Stunden  höchstens  4R  beträgt  Nehmen  wir  dieses 
Maximum,  das  nur  am  Pole  stattfindet,  an,  lassen  das  Pendel  hin 

und  zurück  in  2  Secunden  schwingen,  setzen  ^  "=  Tqi  luid  fragen: 

Wie  ^oss  muss  b  sein,   damit  die  Bahn  ohne  Erdrotation  ebenso 
schnell  rotirt?    Gl.  (15)  eigiebt: 

2.4R         3,„  1  & 
r4R; 


24.60.60      4  "10  c 
woraus : 

h 1_ 

"c  "3240 

Da  ein  solches  Pendel  nahezu  1  Meter  lang  ist,  so  brauchte  es  nur 
um  I  Millimeter  aus  der  Ebene  abzuweichen,  um  die  ganze  Wirkung 
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der  Erdrotation  zu  neutralisiren,  bzhw.  zu  verdoppeln.  Hieraus  ist 
ersichtlich,  dass  der  Foucaolt'scho  Pendelversuch  sich  nicht  mit  rohen 
Mitteln  anstellen  Iftsst  ohne  beträchtlichen  Täuschungen  ausgesetzt  zu 
sein,  und  dass  bei  Versuchen,  welche  die  Rotationsgeschwindigkeit 
genauer  constatiren  sollen,  die  grösste  Sorgfalt  auf  Herstellung  ebener 
Bewegung  verwandt  werden  muss. 

Von  der  Formel  (2)  ist  bis  jetzt  kein  Gebrauch  gemacht    Führt 
man  den  Wert  (4)  ein,  so  kommt,  mit  Anwendung  von  (7)  (11) 

cMdz 2c  8» 

*  ^  V2g{c^a)  {c-ß)  (y+z)  ""  V^CH^) 

""  V2g{y+c)  \       Y+c) 


oder,  da 

1 


ist: 


wo  die  verschiedenen  c  Unendlichkleine  höherer  Ordnung  als   der 
nächst  vorhergehende  Term  sind.    Nach  (5)  ist  aber  die  Grösse 

y-'-^Y+'^^+i^+ß 

gleichfalls  unendlich  klein  höherer  Ordnung,  verschmilzt  also  mit  €5. 
Jetzt  wird  nach  (10) 

und  nach  (14) 

r,        ^    \hl<    X  a*C08V+**8in*V'  ,     \ 

3* » a,„  j/-  ^1  +  — -^ ?^H.e,j 

Integrirt  man  von  V'  «  0  bis  ^  =  4R,  so  erhält  man  mit  Vernach- 
lässigung von  t^\ 

als  Ausdruck  der  Dauer  einer  vollen  Schwingung. 
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Zar  Berechnung  der  Länge  der  Bahn  hat  man  ans  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft : 

und  zwar  ist,  wie  sich  aus  (4)  für  z  =  0  mit  Anwendung  von  (5) 
ergiebt, 

mithin  e  Hauptwert  von  A,  und  z—h  unendlich  klein.  Daher  ist 
yz — h  keiner  Reihenentwickelung  mit  steigender  Ordnung  der  Un- 
endlichkleinen und  rationalen  Tennen  fähig.  Eine  Behandlung  des 
Integrals  nach  andrer  Methode  aber  wttrde  an  dieser  Stelle  kein 
Interesse  haben. 
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XIX. 


Erste  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen 
unabhängig  vom  Differentialbegriflf  entwickelt. 


Von 

R.  Hoppe. 


Besonders  in  Hinsicht  auf  das  Fonrier'sche  Theorem  ist  eine 
Grundlegung  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  unabhängig  vom 
Differentialbegriff  wichtig.  Eine  Bearbeitung  der  Principien  in  diesem 
Sinne  hat  J.  Thomae  in  der  Separatschrift:  „Einleitung  in  die  Theorie 
der  bestimmten  Integrale"  —  geliefert.  Motive  denselben  Gegenstand 
auf's  neue  zu  behandeln  sind  mir  die  folgenden.  Erstens  führt  seine 
Darstellung  des  Integrals  als  Grenzwert  der  Summe  überfiflssige  Ele- 
mente in  die  Rechnung  ein  und  ist  daher  nicht  die  einfachst  mög- 
liche. Zweitens  wird  mitten  in  der  Reihe  seiner  Sätze  der  Differen- 
tialbegriff unnötigerweise  zugezogen  und  verdunkelt  den  logischen 
Connex.  Manche  andre  Abweichungen,  die  ich  vornehme,  sind  secun- 
därer  Natur. 

Gegenstand  des  Gegenwärtigen  werden  ausschliesslich  einfache, 
reelle  Integrale  sein.  Differentiale  werden  erst  da  eintreten,  wo 
die  Differentiation  selbst  in  Frage  steht,  und  bei  der  Frage  der  Con- 
vergenz. 

§.  1.  Interpolation  loser  Reihen.  Einmalige  Interpolation 
einer  losen,  d.  h.  nicht  gesetzmässigen,  Reihe  reeller  Grössen 


«o<^i<a^2<-.  <irn 
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wollen  wir  nennen  die  EiDschaltong  eines  nenen  Gliedes  >*ari-.i  nnd 
<«  zwischen  2  beliebige  snccessive  Glieder  xk-h  ^Ji-  Unter  Inter- 
polation schlechthin  verstehen  wir  dann  eine  bestimmte  Saccession 
mehrerer  einmaligen  Interpolationen  nach  beliebigen  Gliedern. 

Zar  Bezeichnung  ist  es  notwendig  die  Anzahl  der  Glieder  an- 
zugeben;  wir  schreiben  darum  die  Reihe: 

n  n  n 

aCo  <;  «1  <  ...  flTn  (1) 

denn  nach  einmaliger  Interpolation  wachsen  die  Ordnungszahlen  des 
hintern  Teils  der  Reihe,  nnd  man  hat: 

H-l-l       n 

xk  =  Xh    {h<Ck) 
Xh  =  a?A-i     (Ä  >  k) 

Eine  leichte  Betrachtang  ergiebt,  dass  durch  geeignete  Inter- 
polation, z.  B.  wenn  man  alle  n  Differenzen,  dann  alle  2n,  dann  alle 
4n,  etc.  Differenzen  der  successiven  Glieder  durch  die  Einschaltungen 
nach  gleichem  Zahlenverhältniss  teilt,  unendlich  klein  gemacht  werden 
können  (was  offenbar  nicht  bei  jeder  in's  unendliche  fortgesetzten 
Interpolation  der  Fall  ist). 

Das  Anfangs-  und  Endglied  der  Reihe  bleibt  von  aller  Inter- 
polation unberührt.    Sei  demnach  bei  Variation  von  n  constant 


Xq  *^  a\    Xn  ^^  b' 

§.  2.  Grenzwert  der  Summe  von  Producten  der  suc- 
cessiven Differenzen  einer  interpolirten  Reihe  multipli- 
cirt  mit  den  den  Gliedern  entsprechenden  Werten  einer 
Function.  Die  Reihe  (1)  werde  in  solcher  Weise  unendlichmal 
interpolirt,  dass  die  Differenzen  der  successiven  Glieder  unendlich 
klein  werden.  Sei  tpx  eine  mit  x  beständig  wachsende,  eindeutige 
Function.    Dann  lässt  sich  beweisen,  dass 

Sn=-   ZfpXkiXk  —  Xk^i)  (2) 

fflr  n  »  OD  einen  Grenzwert  hat,  der  von  der  möglichen  Verschieden- 
heit der  Interpolation  unabhängig  ist 

Betrachten  wir  neben  obiger  Summe  auch  die  folgende 

i=n    n  u        n 

Tn^^   ^  (pXk^\{xic  —  XJc-l) 
k=l 
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H 

tind  lassen,  durch  Einschaltnng  vor  xa,  n  nm  1  wachsen;  dann 
bleiben  alle  Glieder  beider  Reiheusummen  unverändert  bis  auf  eins, 
welches  in  2  Glieder  übergeht,  und  man  erhält  nach  Subtraction: 

tt+l  n+l    M+l  M+l      n+l         H+1 

Ät+1  — •  Ä,  =  fpvh  (ar*  -— arA-l )  +  9»«+l  <xk\.\  —■  Xk) 
n    n         n 
—  (psrh(ark  —  arA-i) 
f 

M-l-1     n-l-1   n^l  Hfl  n^l       m^I 

^Mfl-  Tn  ==  g>Xk-l(rh'-Xh-l)'\'g>Xk  (fiTA+l  — a-A) 
H         H         n 
—  g>arA-i(arA  — OTA-l) 

oder,  weil 

H        »4-1       »*  »»+1 

Xk  =  Xk^i'j    arA-l  =  a-A-l 

ist: 

n-l-l  91-M      Mfl     M-f-l 

Sn^X — Sn  =  —  (ffXhi-l  —tpxh  Xa-A  — OTA-l)  <10 

Mfl  Hfl         H|l  Hfl 

Tm+1  —  Th  ^  {q>Xh  —  ^arA-i)  (a-A  fl  —  a-A)  >  0 
folglich  nimmt,  bei  wachsendem  n,  Sn  ab,  7n  zu.    Ausserdem  ist 

»=H 

<S«— 2'h  ==»  ^  (g^a**— gpari-i)(a:i— aTfe-O^O 

und  man  erhält: 

^i<^»<...<^K<5„<5n-i<...<Si  (3) 

d.  h.  iS»  bleibt  bei  beständigem  Abnehmen  stets  >*  Tj,  und  TW  bei 
beständigem  Wachsen  stets  <i^\  beide  haben  also  Grenzwerte  für 
n » 00 ,  welche  zunächst  nur  für  bestimmte  Interpolationsfolge  be- 
stimmt sind,  und  zwar  ist 

lim  &»>  jedes  2n,    und    lim  2«  •<  jedes  5».  (4) 

H  N 

Bezeichnet  femer  ^/  die  grösste  der  Differenzen  a^*— a»-i  in 
Gl.  (2),  so  ist,  da  alle  Terme  jener  Summe  positiv  sind, 

A=H  UM  HM 

iSn—  T„  <;  ^^  -2  (<par»  —  «park-i)  =  d(fpxn  —  tpx^)  =  d{(pb  —  tpa) 

und,  da  nach  Voraussetzung  lim^^  =  0  ist,  auch 

lim(5H-rn)«0  (5) 

folglich  jene  2  Grenzwerte  von  Sn  und  Tn  einander  gleich. 

Es  bleibt  zu  beweisen,  dass  bei  jeder  Interpolation  dieselben 
Grenzwerte  resultiren.    Nehmen  wir  ausser  der  Beihe  (1)  die  Beihe 
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an  und  interpoliren  sie  auf  beliebige  andere  Weise,  so  dass  die  Dif- 
ferenzen unendlich  klein  werden.    Sei 

k—m    tM      tH         m 
Sfn'=   £  (psci'ixk'—XkW) 

i;='«n    fft  «n         fit 

rm'=.    £  <pxi-.l'(xk'-Xk-l') 

liraÄ,  «  lim  Tn  =  5;     lim  &»' «  lim  T«/  «  iS' 
Dnrch  Vereinigung  beider  Reihen  entsteht  eine  dritte  Reihe 

a==V'<x,"<...<A+n-=&  (7) 

welche  die  Glieder  der  einen  und  andern  zugleich  enthält,  daher  durch 
Interpolation  aus  jeder  von  beiden  hervorgehen  kann.    Sei  analog 

k=m+H     mfnm-ln     m-f»* 
S„^»"=  Z         q>xt''  {«''  —Xk  -l") 

k—m{-n    m-f-M       m4-n      m-^n 

lim  &»+„''=  lim  rm+«"==S" 

Dann  ist  zunächst  nach  (4)  bei  jeder  Interpolationsfolge  und  fttr  jeden 
Wert  von  m-\-n 

Smln>^'>T„,^n  (8) 

Unerwiesen  ist  aber  noch,  ob  /S"  dieselbe  Grösse  sein  kann,  wenn  die 
Ileihe  (7)  einmal  aus  (1),  das  andremal  aus  (6)  durch  Interpolation 
hervorgeht.  Dies  erhellt  folgendermassen.  Sei  -4,  B^  C,  ...  eine  in's 
unendliche  steigende  Reihe-,  wir  iixiren  successive  Werte  von  t»+« 
>  ^,  >  ^,  >  C,  ...  und  interpoliren  die  Reihe  (7)  in  solcher  Folge, 
dass  sie  für  jeden  fixirten  Wert  alle  Glieder  von  (1)  und  (6)  ent- 
hält, was  durch  blosse  Hinzufügung  der  neuen  Glieder  stets  möglich 
ist.  Dann  geht,  für  beliebig  grosse  w+n,  Änfn"  durch  Interpolation 
aus  Sn  und  aus  Ä/  hervor,  folglich  differiren  die  2  Werte  der  Con- 
stan^^en  ^'  unendlich  wenig  von  der  einen  Yariabeln  Smin\  sind  also 
einander  gleich.    Dann  aber  ist  nach  (3) 

Sm  ^Änf«  ;      Tfn-\-H    ^  Tm 

und  man  hat  nun  zufolge  (4)  und  (8): 

TenLXl.  18 
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Tn<S<Sn\      Tj<:i^'<S„' 
S«  >  S'>  Tn ;     Am'  >  S'  >  T„' 

woraus  nach  Subtraction  der  flbereinanderstehendcn  Scalen: 

Tn  -iS«<S-S"<S„  —Tn 
I» — Om<^«    — ö    <^  «m  — -Im 

und  dann  nach  Addition: 

Tn  —  Sn-\~Tm  —  Am  <^  S  —  S'  <C  Sn  —  Tn  -J-Äm' —  Tm 

Die  äussern  Glieder  verschwinden  nach  (b)  für  unendlich  grosse  n 
und  m,  folglich  ist  das  Mittelglied  null,  und  man  hat: 

was  zu  beweisen  war. 

§.  3.  Erweiterungen.  Der  Satz  von  §.  2.  war  an  die  Be- 
dingung geknüpft,  dass  q:x  mit  x  wächst.  Wenn  statt  dessen  ipx  bei 
wachsendem  x  abnimmt,  so  wächst  —(fx  mit  x.  Wendet  man  dann 
den  Satz  auf  —  <px  an,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  er  auch  von  q>x  gilt. 

Die  Reihe   (1)    enthielt  bisher   stets   die   feststehenden  Glieder 

H       n 

a-o,  a*„.  Uebergeht  man  diese,  so  fallen  in  der  Reihensumme  S»  der 
.erste  und  letzte  Term  weg.  Da  alle  Terme  unendlich  klein  sind,  so 
bleibt  der  Grenzwert  S  ungeändert.  Giebt  es  nun  eine  Reihe  von 
Grössen 

«  <  «1  <  «2  <  -  <  ^ 

derart,  dass  q>x  von  a;  =  a  bis  ^j,  von  da  bis  o^,  etc.  entweder  be- 
ständig wächst  oder  beständig  abnimmt,  sei  es  mit  Einschluss  oder 
Ausschluss  der  Grenzen,  und  man  wendet  den  Satz  von  §.  2.  auf 
jedes  dieser  Teilintervalle  einzeln  au,  so  erhält  man,  nach  Addition 
der  entsprechenden  Summen  Sn^  wieder  die  ursprüngliche  Summe  &t, 
und  deren  Grenzwert  ist  dann  die  Summe  der  einzelnen  Grenzwerte 
S.  Folglich  gilt  der  Satz  auch  von  einer  Function  q)x^  die  nur  in 
lauter  Intervallen  von  einem  Werte  zum  andern  beständig  wächst 
oder  abnimmt. 

Auch  die  Bedingung,  dass  die  Reihe  der  x  beständig  wächst, 
lässt  sich  beseitigen.  Kehrt  man  die  Reihe  (1)  um,  so  geht  Sn  in 
—  r«,  T»  in  — Sn  über.  Bei  beständig  abnehmenden  x  hat  also  S» 
gleichfalls  einen  Grenzwert  Wenn  jetzt  die  x  bald  zu-,  bald  ab- 
nehmen, so  kann  man  wie  oben  das  Intervall  von  a  bis  b  in  Teil- 
intervalle zerlegen,  in  deren  jedem  die  x  nur  in  einem  Sinne  variiren. ' 
Demnach  gilt  der  Satz  noch  für  eine  beliebige  Reihe  der  z,  wenn 
sie  nur  auf  durchgehend  unendlich  kleine  Differenzen  interpolirt  wird. 
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Da  jeder  Term  der  Summe  (2)  unendlich  klein  ist,  so  hat  eine 
Aenderung  einer  endlichen  Anzahl  von  Functionswerdeu  fpx  keinen 
Einfinss  auf  den  Grenzwert  S,  Eine  Aenderung  unendlich  vieler 
Fnnctionswerte  hingegen  kann  den  Wert  von  S  ändern.  Unter  alleii 
Umständen  steht  es  uns  aber  frei,  wenn  die  x  bekannt  sind,  denen 
die  abzuändernden  q>x  entsprechen,  so  zu  interpoliren,  dass  kein 
solches  X  in  der  Reihe  vorkommt,  kurz  alle  jene  x  zu  vermeiden,  da 
zwischen  ihnen,  auch  wenn  sie  einander  unendlich  nahe  kommen, 
immer  .noch  Reihenglieder  angenommen  werden  können.  Hier  zeigt 
es  sich,  dass  es  Fälle  geben  kann,  wo  aus  verschiedener  Interpolation 
verschiedener  Grenzwert  resultirt,  sofern  hei  Aufnahme  jener  x  in 
die  Reihe  sich  S  mit  gewissen  Functionswerten  ändert,  bei  Ver- 
meidung derselben  nicht 

Erfüllt  also  die  Function  tpx  die  Bedingung  des  Satzes  nicht, 
differirt  sie  aber  von  einer  Function  q>^x^  die  der  Bedingung  genügt, 
nur  in  einzelnen  Werten,  seien  es  auch  unendlich  viele,  so  gilt  der 
Satz  noch  für  jede  Interpolation,  welche  die  entsprechenden  einzelnen 
x  meidet. 

Derselbe  Fall  findet  z.  B.  statt,  wenn  t^x  für  rationale  x  einen 
andern  Lauf  hat  als  für  irrationale.  Die  rationalen  x  sind  unendlich 
viele  Einzelwerte,  die  irrationalen  nicht.  Man  hat  dann  bei  Inter- 
polation nur  irrationale  Glieder  einzuschalten  und  die  Ausnahms- 
bestimmung von  €px  für  rationale  x  zu  ignorircn  *). 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  zusammen,  so  haben  wir  2  Sätze: 

I.  Satz.    Die  Summe 

-S  {(pxkixk  —  xk^i)  (9) 

i=l 

in  welcher  q^x  eine  eindeutige  Function  ist,  welche  in  lauter  Inter- 
vallen von  einem  Werte  von  x  zum  andern,  sei  es  mit  Einschluss 
oder  Ausschluss  dieser  Grenzen,  beständig  wächst  oder  beständig  ab- 


*)  Thomae  hat  den  im  Vorstehenden  erklärten  Umstand  ganz  unberück- 
sichtigt gelassen.  Seine  Darstellung  kennt  den  Unterschied  zwischen  Intervall 
und  Einzel  wert  und  das  Verhalten  der  letztern  zum  Integral  gar  nicht;  viel- 
mehr gieht  sich  darin  die  irrtümliche  Anschauung  kund,  als  ob  das  Intervall 
aus  unendlich  vielen  Einzehverten  bestünde,  unendlich  viele  Punkte  eine  Linie 
ausmachten.  Demgemäss  ist  auch  seine  ErOrterung  der  Irrationalzahlen  un- 
richtig, indem  sie  sich  mit  den  RationalzaVilen  bei  ihm  in  das  Ictervall  teilen. 
Infolge  davon  erscheint  das  Resultat  seiner  Behandlung  von  Beispielen  der 
letzt  genannten  Art  als  wunderbare  Eigenschaft  der  bctrcfifenden  Functionen, 
'  wobei  er  es  bewenden  lässt. 
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nimmt,  hat,  wenn  durch  fortgesetzte  Interpolation  die  sämmtlichen 

Differenzen  «— a-jt-i  unendlich  klein  werden,  einen  Grenzwert,  der 
von  der  möglichen  Verschiedenheit  der  Interpolation  unabhängig  ist 

IL  Satz.  Erfüllt  die  Function  q>x  obige  Bedingung  zwar  nicht, 
differirt  sie  aber  von  einer  Function  tp^x^  welche  der  Bediugung  ge- 
nügt, nur  in  einzelnen  Werten  von  x,  seien  es  auch  unendlich  viele, 
so  hat  die  Stmme  (9.)  denselben  Grenzwert  wie 

wem  in  der  Reihe  der  xk  diejenigen  x  nicht  vorkommen,  für  welche 

q>x  ^  <pj^x  ist. 

Im  Falle  des  letztern  Satzes  ist  also  die  Unabhängigkeit  des 
Grenzwerts  von  der  Interpolation  eine  beschränkte. 

§.  4.  Definition  des  bestimmten  Integrals.  Die  in  §.2. 
formulirte  Grösse  S  heisst  das  Integral  von  g>xdx  im  Intervall  von 
a  bis  b  und  wird  geschrieben: 

h  ( n 

/k=n     n    n         n  \  g^^^  —,  l 

(pxBx  =  lim  £  q>xk{xk — a**-.i)  <„  (10) 

a  ^"^^  \aro^  a 

Diese  Gleichung  deiinirt  den  links  stehenden  Ausdruck,  und  die 
Definition  ist  gültig  für  alle  Functionen  q>x^  welche  den  Bedingungen 
des  I.  oder  II.  Satzes  genügen,  die  Summe  und  deren  Variation  mit 
n  im  Sinne  dieser  Sätze  verstanden. 

§.5.  Form  der  Abhängigkeit  des  Integrals  von  seinen 
Grenzen.  Da  die  rechte  Seite  der  Gl.  (10)  unabhängig  von  der 
Reihe  der  x  ausgenommen  deren  Anfangs-  und  Endglied  ist,  so  kann 
das  Integi*al  nur  Function  von  a  und  b  sein.    Sei  also 


f 


(px  Bx  =  F(rt,  b) 


Eine  leichte  Betrachtung  ergiebt,  dass  gemäss  der  Definition 

b  c  c 

j    (pxix-^'    j   <pa:8a;  =    /    q>xdx  (11) 

a  0  a 

ist,  indem  die  zweite  Reihensumme  blosse  Fortsetzung  der  ersten  ist. 
Daher  hat  man: 
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F(a,b)  +  F(b,c)^F(a,c) 

Betrachtet  man  c,  von  dem  F{a^b)  nicht  abhängt,  als  constant  und 
setzt 

F{a,c)^--na) 
80  wird 

F(a,b)^m^/(d)  (12) 

and  man  hat: 

m.  Satz.  Jedes  Integral  im  Intervall  von  a  bis  b  ist  die  Dif- 
ferenz zweier  Werte  derselben  Function  entsprechend  den  Argumenten 
a  und  b. 

Diese  Function /(o?)  möge  die  Integralfunction  von  q)xdx  heissen. 
Addirt  man  eine  Constante  zu  ihr,  so  bleibt  die  Grösse  (12)  un- 
geändert,  folglich  enthält  jede  Integralfunction  eine  willkürliche  Con- 
stante als  Addenden. 

Aus  der  Gleichung 

b 

\xBx^/(b)-f{a)  (13) 


/' 


folgt  nun  leicht  erstlich  Gl.  (11),  ferner  insbesondere: 

a 
q>xdx  =  0 


/■ 


0  a 

I   g>xdx  =  —    /    (px 


dx 


§.6.    Mittel  Werts  atz.    Sei  A  der  kleinste,  B  der  grösste  Wert 
der  Function  (px  zwischen  x  «  a  und  x  =  by  und  a  <  b.    Wir  inter- 

M  M 

poliren  die  Reihe  (1)  so,  dass  die  Differenzen  xk—xk^i  sämmtlich 
positiv  werden.    Dann  ist 

k=n      M  H         H 

£  (q>xk—Ä){xk'—xk^i)  >  0 

•2;  ((pxk—B)  (xk  —  n-i)  <  0 
woraus: 

A=N  H         n  k=n    n    h         h  k=H  u  n 

A  £  (xk—xk-i)  <<  £  (fxk{xk—xk'-i)  <^B  S  (xk  — n-i) 


Nun  ist 
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Ji=n    H         n  n         n 

£  (a-jfc  — ari-i)  ==  stn  —  aro  ==  ^  — « 
k=l 

folglich,  indem  man  zum  Grenzwert  übergeht, 

h 

A(h  —  a)*^   /  q)xdx  ^B{b  —  a) 
a 
Bezeichnet  M(px  einen  Mittelwert  der  Function,  d.  h.  eine  Grösse 
zwischen  A  und  B,  so  kann  man  das  Resultat  schreiben: 

6 

(fxdx  =  (b  —  a)Mq>x  (14) 


/' 


§.  7.  Stetigkeit  der  Integralfunction.  Das  Integral  (10) 
ist  stetige  Function  der  obern  Grenze  b^  wenn 

&+«  h 

z/  =  /  (fxdx  —  /  (pxdx  (15) 

a  a 

zugleich  mit  e  unendlich  klein  ist.    Nach  (11),  dann  nach  (14)  ist 

J  =  I  (pxdx  =^  tMq>x  (16) 

V 
Da  nun  M(px  zwischen  bestimmten  Grenzen  enthalten  ist,  so  ist  die 
Bedingung  der  Stetigkeit  erfüllt.  Führt  man  für  das  Integral  den 
Ausdruck  f(b)  —f{a)  ein,  und  schreibt  x  statt  &,  so  ergiebt  sich,  dass 
f(x)  stetige  Function  von  x^  und  hieraus  wieder,  dass  das  Integral 
stetige  Function  von  a  und  b  ist. 

IV.  Satz.  Das  in  §.  4.  definirte  bestimmte  Integral  ist  stetige 
Function  beider  Grenzen. 

§.  8.  Differentiation  der  Integrale.  Setzt  man  in  (15) 
db  für  £,  so  stellt  /l  das  Differential  des  Integrals  partiell  nach  b  dar, 
und  man  hat  nach  (16) : 

h 
d 


^'•8b 


I  tpxdx  =  BbMq>x 


und  zwar  bezeichnet  M(px  einen  Mittelwert  der  Function  zwischen 
X  =•  b  und  X  =  b-\-db.  Ist  nun  qjx  stetig  bei  o?  =  6,  so  haben  alle 
solche  Mittelwerte  den  Grenzwert  q)b]  folglich  ist 

b 

dbj  ^^^^  ^  ^^ 
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Führt  man  den  Ausdruck  (13)  ein,  und  schreibt  x  statt  &,  so  kommt: 

dx ==="  ^^ 

oder,  wenn  a  constant: 

f{x)  «  <px  (wenn  q>x  stetig)  (17) 

Demnach  ist  die  Function  unter  dem  Integralzeichen,  wofern  sie 
stetig,  immer  die  Derivation  der  Integralfunction,  und  man  bat  all- 
gemein : 


fr{x)dx^m-Ä< 


)  (18) 


Yariiren  jetzt  a  und  b  gleichzeitig,  so  ist 

6 


dffix)  dx  =f{h)  dh  —f{a)  da    oder 

a 
6 

3   /  <pxdx  =  q>bdb  —  qxnda 


a 

Yariirt  <px  mit  einer  Grösse  u,  und  man  setzt 
dtpx  djXx) 

so  bat  man: 

d     P      .         8(/6^/a)_ 
^J  <pxdx ^ =A(P)-f,{a) 


a  a  a 


Variiren  a,  b  und  beliebige  in  (px  enthaltene  Grössen  w,  2^, ...,  so  ist 
schliesslich 

b  h 

9  /  q>xdx  =  9)ä8ä — q)ada'\-  /  (  ■ör"3^+  -rr-8y  +  ...  ISaj 


§.  9.    Erweiterter  Mittelwertsatz.    Sei 
X  =  ^(u) 
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und  i^(u)  eine  Function,  die  einen  Differentialquotienten  if'(u)  hat 

In  der  Bezeichnung  eines  bestimmten  Integrals  (10)   bedeuten  nun 

stets  die  Integralgrenzcn  a,  b  den  Anfangs-  und  Endwert  deijenigen 

Yariabeln,   hier  a;,   welche  hinter  dem   Differentialzeichen   8   steht 

Schreibt  man  also  fttr  dx  sein  Aequivalent  t|^'(u)du,  so  müssen  an 

die  Stelle  von  a,  b  der  Anfangs-  und  Endwert  von  u  treten.    Yarürt 

u  von  o  bis  ßy  so  variirt  x  von  ^(a)  bis  tf^(/?).    Man  hat  daher  zu 

setzen : 

a -!(;(«);        b  ^ '^(ß) 

dann  wird 


J  (pxdx  =~y  ^ 

a  a 


9^(m)  t/;'(u)  8»* 


Nach  aS)  ist 


^/i'W 


;)8tt  -=  -*(/?)— if;(«)  «=  *  — a 


daher  nach  (14) 

b  ß 

I  q>xBx  =  Mq>x  j  tj;'(u)8tt    oder 

a  a 

/  g>^(u)  t(;'tt a»  «  Jf<ptJ;u  /  !(;'(«)  3u  (19) 

a  a 

Jetzt  wollen  wir  statt  der  Zeichen  u^  a^  /),  fff'^  tp^f  schreiben  x,  o,  b, 
%j  9;  dann  lautet  die  Formel: 

b  b 

jq>{x)  x(x)  dx  =  M(pix)  A W  8«  (20) 

a  a 

Die  Bedingung,  dass  ri)(u)  einen  Differentialquotienten  hat,  ist  nach 
(17)  erfollt,  wenn  x(u)  stetig  ist.  In  (19)  bedeutet  Mtp^u  ein  Mittel 
zwischen  dem  kleinsten  und  grössten  Werte  von  <p^u,  wenn  tf-'w  von 
t|;a  bis  ^ß  variirt.  Wegen  Stetigkeit  von  tim  werden  diese  2  äusser- 
sten  Werte  auch  stets  erreicht,  wenn  u  von  o  bis  ß  variirt.  Daher 
ist  M<p^u  auch  Mittelwert  fttr  letztere  Variation.  Einen  Grund  zu 
besonderer  Vorsicht  bietet  dagegen  die  Setzung  einer  beliebigen  Func- 
tion g>(u)  fttr  iptifu.  Wenn  nämlich  ^u  fttr  verschiedene  u  denselben 
Wert  hat,  so  entspricht  denselben  auch  gleicher  Wert  von  (pT|/tf,  nicht 
aber  von  9>(u),  wodurch  sich  die  Substitution  verbietet  Um  diesen 
Fehler  zu  meiden,  stellen  wir  fttr  die  Function  i^u  die  zwar  nicht 
als  notwendig  erwiesene,  aber  zureichende  Bedingung,  dass  sie  durch- 
gängig in  einem  Sinne  variirt,  so  dass  jedem  ^u  nur  ein  u  entspricht; 
diese  ist  gleichbedeutend  mit  der,  dass  %{u)  sein  Vorzeichen  nicht 
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wechselt.     Jetzt  lautet  die  Bedingung  der  Gültigkeit  des  erweiterten 
Mittelwertsatzes  (20): 

X(x)  stetig  und  von  unveränderlichem  Vorzeichen.  (21) 

§.  10.  Convergenz  der  Integrale  bei  unendlich  gros- 
sen Functionswerten.  Sei  q>(a-{-s)  =  oo  f ür  verschwindendes  e. 
Hat  alsdann  das  Integral 

b 

5,  =  /  (pxdx 


a+e 

einen  Grenzwert,  so  heisst  es  convergent,  und  der  Grenzwert  wird 
geschrieben : 

b 

limSt  =  f  cpxdx 


andernfalls    heisst  es  divergent   und  kann  nur  als  Function  von  b 
Gegenstand  der  Rechnung  sein. 

Um  die  Bedingungen  der  Convergenz  aufzustellen,  setzen  wir: 

^  =  " ;     'i*  =  loglox ;     l^x  =»  log^i« ;     ...InX^  log^n-i« 

Lx -(Zr»)-« 

wo  ^,  Zj,  ... /m9  Xr  Functionszeichen,  a  eine  positive  Constante  be- 
deutet.   Eine  Differentiation  ergiebt: 

Lx 


/h+i'« 


llXliX.,,lnX(InX)'^ 
l^ 


l^x  l^ . . .  U^ 


Beide  Functionen  verharren   positiv,   solange   das  positive  x   klein 
genug  bleibt,  dass  eine  nmalige  Logarithmirung  von  -  noch  ein  posi- 
tives Resultat  giebt.    Die  Grösse  h  —  a  habe  diese  geforderte  Kleinheit. 
Wir  setzen  nun  in  Gl.  (20)  einzeln 

l(x)  =»  L'(x—a)',         xix)  =  /n+l'(aJ--a) 

dann  ist  beidemal  %{x)  positiv  von  x  =^  a-^B  bis  «  =  &,  und  man 
hat  nach  (18)  bzhw. : 

J,  Wn+l(&  — a)— i«+l€ 
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Zerlegt  man  also  q^x  folgendermassen: 

so  erhält  man  nach  Gl.  (20),  deren  Bedingung  (21)  erfüllt  ist,  bzhw.: 
h 
I  q>xdx  =  M jj._^AL{b'-a)'-'L^\ 

h 

J  (fxdx  =  i»^^^^r^^_^^{Wi(^-'q)  — Wig} 

a+t 

Hier  sind  die  Subtrahenden  Ls  unendlich  klein,  Zn+i^  unendlich  gross, 
die  Minuenden  constanf,  folglich  das  Integral  endlich,  wenn   , 

endlich  ist,  dagegen  unendlich  gross,  wenn 


M,      T"      ,  (23) 


nicht  unendlich  klein  ist. 


Nimmt  man  nun  an,  dass  tp{a-\-t)  bei  verschwindendem  c  von 
irgend  einem  b  an  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  wächst  der 
absolute  Wert  des  Integrals  beständig  bei  abnehmendem  f,  hat  also 
einen  Grenzwert,  wenn  er  endlich  ist.  Im  erstgedachten  Falle  con- 
vergirt  demnach  das  Integral. 

Die  Mittelwerte  (22)  (23)  sind  endlich,  wenn  die  betreffenden 
Functionen  für  a;  =  a+f  endlich  sind  oder  mit  b  verschwinden,  un- 
endlich gross,  wenn  es  die  Functionswerte  sind. 

Folglich  convergirt  das  Integral,  wenn 

für  irgend  ein  n  und  irgend  ein  positives  a,  mit  e  verschwindet,  und 
<p(a+«)  l>^i  verschwindendem  z  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt;  es 
divergirt,  wenn 

bei  verschwindendem  t  nicht  verschwindet 
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Der  Fall,  wo  erstere  Grösse  endlich  ist,  braucht  nicht  erwähnt 
zu  werden,  weil  sie  dann  fllr  ein  kleineres  positives  «  immer  ver- 
schwindet 

Es  war  vorausgesetzt,  dass  b  genügend  klein  sei.  Dass  die 
Grösse  von  b  keinen  Einfluss  auf  die  Convergenz  hat,  erkennt  man 
jedoch  leicht  durch  Zerlegung  des  Intervalls  nach  (11). 

Die  entscheidenden  Grössen  (24)  (25)  werden 

für  n  =  0:    g>(a+€)€i--«,  g)(a+f)« 

/      1V+«  1 

fürn=l:    <p(a+€)sllog-l      ,     (p(a+s)Blog- 

Ergicbt  das  kleinere  n  keine  Entscheidung,  so  schreitet  man  zum 
Dächst  grossem. 

Das  Kriterium  der  Convergenz  für  unendlich  grosse  Functions- 
werte  an  der  obern  Grenze  ist  leicht  durch  Substitution  von  i  — ä 
auf  das  vorige  zurückzuführen.  Es  tritt  bloss  q)(b^s)  an  die  Stelle 
von  g)(a+«)- 

Wird  935  =  00  für  a;  =  c±^»  wo  a <;<?<;&,  so  hat  man  das 
Intervall  a  bis  b  zu  zerlegen  in  die  Intervalle  a  bis  c  und  c  bis  b. 
In  (24)  und  (25)  ist  dann  (p(c  +  s)  für  q>(a+e)  zu  setzen. 

§.  11.  Convergenz  der  Integrale  für  unendlich  grosses 
Intervall.  Das  Intervall  kann  unendlich  gross  sein,  wenn  i  =  qo, 
wenn  a= — oo  ist  und  wenn  beides  zugleich  stattfindet.  Den  2.  Fall 
kann  man  auf  den  ersten  zurückführen  durch  Substitution  — oj  für  a?, 
den  3.  Fall  auf  die  beiden  ersten  durch  Zerlegung  des  Intervalls. 
Es  handelt  sich  also  allein  um  den  ersten. 

Hat  das  Integral  (10)  für  i  «^  oo  einen  Grenzwert,  so  heisst  es 
convergent,  und  der  Grenzwert  wird  geschrieben: 


00 

/  (pxdx 


wird 


Sei  X  =  log7>  also  5  =  c-^  und  s  positiv  unendlich  klein;  dann 


log-  _a 
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Nach  §.  10.  convergirt  letzteres  Integral,  wenn 


<p(log-j 


oder,  da  sIqB  =- 1,  wenn 


hiy...lHB(lni)'' 


q>  [log -jli£l^£..,lnS{lnBy 


unendlich  klein  ist,  und  ^(log-j  bei  verschwindendem  b  sein  Vor- 
zeichen nicht  wechselt.    Snbstitnirt  man  für  b  die  positive  Unendlich- 

kleine  e  ^,  so  geht  Z»e  in  /»_i«  über.  Schreibt  man  zugleich  n+1 
für  n,  so  lautet  die  entscheidende  Grösse  (24)  für  Convergenz: 

<)p(j)v^«...^«(^»0«  (26) 

Hieraus  geht  die  andere  f ür  a  »  0  hervor 

ip(^yo^h^'lnB  (27) 

welche  die  Divergenz  beweist,  wenn  sie  nicht  verschwindet 

12.  Qua dra tur.  Seien  a  =«  xq,  x^,  ar,, . . .  a»»  ^  &  die  Abscissen, 
q>XQ^  q>x^^  g>«„  . . .  <pa-M  die  Ordinatcn  von  Punkten  Po,  Pj,  Pj,  ...  P» 
einer  ebenen  Curve  AB,  (Ä  mit  Po,  5  mit  P»  identisch),  Nq,  iV"„ 
JVj,  ...  Nn  deren  Projcctionen  auf  die  x  Axe.  Indem  man  zwischen 
den  consecutiven  Punkten  immer  neue  auf  der  Curve  annimmt,  lassen 
sich  die  Bogen  zwischen  diesen  unendlich  klein  machen.  Jedem 
Maximum  und  Minimum  der  Ordinate  entspreche  ein  Punkt  P,  Er- 
gänzt man  nun  die  Rechtecke 

Pk  Nu  Nk-i  ilii-i  ^  (fxi  (xi  —  ai-i)  (28) 

Pk-i  iVjk-i  Nk  Lk  «=  q>xk^}  (xk  •—  xk-i)  (29) 

so  liegt  der  Bogen  Aft-i  stets  innerhalb  des  Rechtecks  PkLkPk-iMk^h 
um  welches  beide  Rechtecke  von  einander  differircn;  daher  differirt 
der  Streifen 

PkNkNk^iPk^i  (30) 

von  jedem  der  beiden  Rechtecke  um  weniger  als  beide  Rechtecke 
unter  sich.  Nimmt  man  nun  die  Summe  der  Differenzen  der  Recht- 
ecke (28)  und  (29),  jede  positiv  gerechnet,  so  ist  diese  bis  zu  jedem 
Maximum  oder  Minimum  nach  Gl.  (5)  unendlich  klein,  folglich,  wenn 
die  Anzahl  der  Maxima  und  Minima  endlich  ist,  von  Anfang  bis  Ende 
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unendlich  klein.  Die  Summe  der  DiflForenzen  von  (28)  und  (30), 
auch  positiv  gerechnet,  ist  kleiner,  also  auch  unendlich  klein.  Der 
absolute  Wert  der  Differenz  der  Summen  von  (28)  und  (30)  ist  nie 
grösser,  also  auch  unendlich  klein.  Die  Summe  der  (28)  ist  Sn  (Gl.  (2)), 
die  Summe  der  (30)  das  Flächenstück 

folglich  ist  Sn^F  unendlich  klein.  Da  hiemach  die  Variable  Sn 
unendlich  wenig  von  den  Constanten  iS=»  lim/SW  und  F  differirt,  so  ist 

h 

F^S 


l «  /  q>xBx 


Das  bestimmte  Integral  stellt  das  ebene  Flächenstück  zwischen  dem 
Curvenbogen,  den  Ordinaten  seiner  Endpunkte  und  der  Abscisscnaxe 
dar,  wenn  q)x  die  Ordinate,  x  die  Abscisse  des  laufenden  Punktes, 
a  deren  Anfangs-,  b  deren  Endwert  ist 
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XX. 
Zur  Theorie  der  magnetischen  Induction. 


Von 


Herrn  Dr.  L.  Weber, 

Assistenten  am  physikalischen  Institut  in  Kiel. 


Die  allgemeine  Theorie  der  magnetischen  Induction,  wie  sie  zu- 
erst von  Poisson  (Meni.  de  Tlnst  d.  Fr.  Tome  V  et  VI)  gegeben 
ist,  geht  von  folgender  Vorstellung  über  das  Wesen  des  Magnetismus 
aus.  Nach  der  Coulomb'schen  Hypothese  hat  man  sich  den  magneti- 
schen Zustand  eines  Idiomagneten  sowal  wie  eines  inducirt  magneti- 
schen Körpers  vorzustellen  als  bestehend  in  einer  räumlichen  Trennung 
zweier  imponderabeler  Fluida,  eines  nördlich  und  eines  südlich  magne- 
tischen Fluidums.  Wenn  man  in  Bezug  auf  die  Wirkungsweise  der- 
selben auch  dieselben  allgemeinen  Gesetze  anzunehmen  hat  wie  sie 
für  die  analogen  elektrischen  Fluida  gültig  sind,  so  ist  den  magneti- 
schen Fluidis  doch  die  charakteristische  Eigenschaft  zu  viudiciren, 
gebunden  zu  sein  an  sehr  kleine  Eörperteilchen,  die  von  Poisson  als 
magnetische  Elemente  bezeichnet  werden. 

Es  wird  nämlich  angenommen,  dass  die  beiden  in  einem  magne- 
tischen Element  in  jederzeit  gleichen  Mengen  vorhandenen  Fluida  bei 
ihrer  Trennung  doch  innerhalb  des  Elementes  bleiben  und  sich  in 
unendlich  dünnen  Schichten  über  die  Oberfläche  desselben  verbreiten. 
Ausserdem  geht  Poisson  von  der  Ansicht  aus,  dass  innerhalb  eines 
magnetischen  Elementes  die  Trennung  der  beiden  Fluida  entsprechend 
der  Stärke  der  inducirenden  Kräfte  bis  zu  unbegrenzten  Mengen 
möglich  sei.  Ein  magnetischer  Körper  hat  demnach  dieselben  Eigen- 
schaften   wie   ein   Conglomerat  unendlich   kleiner,    unter    einander 
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isolirter  elektrischer  Conductoren.  Poisson  bezeichDet  das  Yerbältniss 
des  von  den  magnetischen  Elementen  eingenommenen  Raumes  zu  dem 
Yolmnen  des  ganzen  Körpers  durch  die  Grösse  h  und  nimmt  an,  dass 
die  verschiedene  Magnetisirbarkeit  verschiedener  Substanzen  in  einer 
Yariabilität  dieser  Grösse  h  ihren  Ausdruck  finde. 

Denkt  man  sich  nun  einen  magnetisirbaren  Körper  ;dcr  Einwirkung 
gegebener  äusserer  magnetischer  Massen  ausgesetzt,  so  führt  die  Vor- 
stellung der  unbegrenzten  Menge  der  in  einem  magnetischen  Ele- 
ment vorhandenen  Fluida  sofort  zu  der  Bemerkung,  dass  nach  statt- 
gehabter Induction  ein  Gleichgewicht  deijenigen  Kräfte  stattfinden 
muss,  welche  auf  einen  Punkt  im  Innern  eines  magnetischen  Elementes 
ausgeübt  werden  1)  von  den  äusseren  inducirenden  magnetischen 
Massen,  2)  von  dem  in  den  übrigen  Elementen  inducirten  Magnetis- 
mus, 3)  von  deQ  getrennten  magnetischen  Teilen  des  Elementes  selbst. 
Als  Bedingungsgleichungen  für  das  genannte  Gleichgewicht  findet 
Poisson  (M6m.  Tome  V.  S.  291.) 

8r  ,  „  ,  in 

dV   BV    dV 
in  welchen   die  Glieder  g^»  g-»  -^  die  Componenten  der  äusseren 

Kräfte ;  ^,  F,  Z  die  Componenten  der  von  den  übrigen  magnetischen 

4^      4Lit     4n 
Elementen  ausgeübten  Kräfte  und  -ö"«,  -q-/?,  -Q-y  die  Componenten 

der  von  dem  freien  Magnetismus  des  betrachteten  Elementes  ausge- 
übten Kräfte  bedeuten.  Durch  die  Einführung  einer  Function  Q, 
welche  das  indudrte  Potential  des  ganzen  Körpers  darstellt,  wird 
aus  den  vorigen  Gleichungen  (s.  a.  a.  0.  S.  299.) 

dx+dx'^         3         "•  ^ 
dV     SQ      A7cßa-~k) 

ey+öy+      3      -^ 

SV  ,   dQ  ,  ^Ttyq^k)       _ 

är+&+ — 3 —  =  ^' 

Indem  sich  nun  durch  weitere  Betrachtungen  auf  Grund  der 
Theorie  der  elektrischen  Induction  die  Werte  der  3  Functionen  a,  jS, 
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y  ergeben,  abersieht  man,  dass  die  Aufstellung  der  obigen  Gleich- 
gewichtsbedingungen in  der  Tat  ein  Mittel  gibt ,  den  Wert  des  in- 
ducirten  Potentiales  Q  auszudrücken  durch  das  gegebene  F.  Auf 
S.  294.  ergibt  sich  der  Wert  für  Q 


mh 


in  welchem  die  Integration  über  den  ganzen  inducirten  Körper  zu  er- 
strecken ist;  Q  die  Entfernung  des  Yolumelementes  (d^r^dyich^)  von 
demjenigen  Punkt  (xyz)  bedeutet,  auf  welchen  sich  das  Potential  be- 
zieht, und  a,  j3,  y  als  die  Differcntialquotienten  einer  Function  q>  zu 
betrachten  sind,  welche  wiederum  aus  dem  gegebenen  V  durch  Reihen- 
entwickelung nach  den  sinus  und  cosinus  gewisser  Winkel  gebildet 
wird.  Eine  bemerkenswerte  Umgestaltung  erfährt  der  Ausdruck  fttr 
Q  auf  S.  303.,  indem  das  dreifache  Integral  der  obigen  Gleichung 
auf  folgendes  Oberflächenintegral  reducirt  wird 

in  welchem  Z,  m,  7i  die  Richtungswinkel  der  Oberflächennormale  des 
inducirten  Körpers  bedeuten.  Man  erfährt  durch  diese  Form,  dass 
die  Wirkung  des  inducirten  Magnetismus  sich  immer  ersetzen  lässt 
durch  diejenige  einer  gewissen  fingirten  einfachen  Oberflächenbelegung 
des  Körpers. 

Die  weitere  Behandlung  der  in  dem  Ausdrucke  für  Q  auftreten- 
den Grössen  a,  |S,  y,  <)p  ist  weder  von  Poisson  noch  von  Green, 
welcher  in  seinem  Essay  on  tho  appUcation  of  mathematical  ajialysis 
to  the  theories  of  Eloctricity  and  Maguetism  (Grelle  Journal  Bd.  39. 
44.  47.)  dasselbe  Problem  in  ähnlicher  Weise  darlegt,  in  besonders 
übersichtlichen  Formen  gegeben. 

Nach  einer  erheblich  abweichenden  Methode  ist  nun  in  neuerer 
Zeit  die  Formel  für  das  inducirte  Potential  entwickelt  worden  von 
Beer  in  seiner  „Einleitung  in  die  Elektrostatik  etc.".  Gewisse  Un- 
voUkommenheiten ,  welche  sich  in  dieser  Beer'schen  Abhandlung  be- 
finden, werden  es  gerechtfertigt  erseheinen  lassen,  aufs  Neue  eine 
Darstellung  dieser  Methode  zu  geben. 

Dieser  Zweck  wird  von  der  vorliegenden  Arbeit  zu  erreichen  ver- 
sucht. Der  §  1.  enthält  eine  Darstellung  der  Methode  der  successiven 
Induction,  welche  sich  sehr  eng  an  die  Beer'sche  Methode  anschliesst 
Die  Richtigkeit  des  gewonnenen  Resultates  ergibt  sich  im  §  2,  durch 
Yergleichuug  mit  einem  Resultate  von  C.  Neumaun,  der  in  seinem 
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jüngst  erschienenen  Werke  „Untersuchungen  über  das  Newton'sche 
und  logarithmische  Potential"  auf  Grund  der  Poisson'schen  Ergebnisse 
eine  sehr  elegante  und  vollständige  Lösung  des  vorliegenden  Pro- 
blemes  gegeben  hat.  Der  §  3.  soll  die  Abweichungen  der  Beer'schen 
Darstellung  von  derjenigen  des  §  1.  aufdecken  und  begründen  und 
hat  daher  den  weiteren  Zweck  das  Verständniss  der  ziemlich  schwie- 
rigen Beer'schen  Darstellung  zu  erleichtern.  Im  §  4.  endlich  soll  eine 
Methode  der  successiven  Induction  zur  Darstellung  kommen,  auf  welche 
ich  durch  Herrn  Professor  Dr.  C.  Neumann  aufmerksam  gemacht  bin. 


§  1. 

1.  Definitionen.  Steht  ein  magnetisirbarer  Körper  ?t  unter 
dem  Einfluss  von  unveränderlichen  äusseren  Kräften,  so  wird  der- 
selbe einen  magnetischen  Zustand  annehmen,  welcher  rücksichtlich 
seiner  Wirkung  definirt  ist  durch  das  Potential  von  8  auf  einen 
variabelen  Punkt  xyx.  Man  bezeichnet  dies  Potential  als  das  indu- 
cirte  Potential  des  Körpers  81.  Der  mathematische  Ausdruck 
desselben  ist  in  seiner  allgemeinsten  Form 

wenn  man  unter  fi  die  Menge  des  an  einem  Punkte  vorhandenen 
freien  magnetischen  Fluidums-,  unter  r  die  Entfernung  dieses  Punktes 
von  dem  variabelen  Punkt  {xyz)  und  unter  e  den  Wert  + 1  versteht 
Es  wird  nun  immer  möglich  sein,  den  obigen  Ausdruck  auf  die  Form 
zu  bringen 


=/ 


in  welchem  die  Integration  über  den  ganzen  Raum  des  Körpers  ?l 
zu  erstrecken  ist;  ilx^dy^dz^  ein  unendlich  kleines  Yolumenelement 
bedeutet;  und  worin  W  als  ein  dem  Punkte  x^y^z^  zukommen- 
der Functionswert  erscheint.  Die  dabei  zu  Grunde  zu  legende 
Vorstellnng  hat  ihr  Analogen  bei  der  Betrachtung  der  ponderabelen 
Materie.  In  ähnlicher  Weise  nämlich,  wie  man  sich  die  Verteilung 
der  in  Wirklichkeit  discontinuirlichen  Materie  eines  Körpers,  als 
continnirlich  vorstellen  kann,  sobald  es  sich  um  die  Aufstellung  ge- 
wisser Integrale  handelt,  wird  man  auch  für  die  nach  der  Poisson- 
schen  Hypothese  als  in  Wirklichkeit  discontinuirlich  verteilten  magne- 
tischen Fluida  immer  eine  fingirte  continuirliche  magnetische  Durch- 
tränkung eines  Körpers  substituiren  können.  Die  bei  dieser  Vor- 
stellung zu  überwindende  Schwierigkeit,  in  jedem  kleinsten  Teilchen 
die  gleichen  Mengen  nördlichen  und  südlichen  Fluidums  zu  denken, 

TeULXI.  19 
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und  doch  zugleich  eine  Verschiedenheit  von  dem  sogenannten  nea- 
tralen  magnetischen  Zustand  zu  statuiren,  ist  von  derselben  Natur  wie 
die  analoge  bei  den  sogenannten  Doppelbelegungen  auftretende. 

Die  Function  W  wird  nun  im  Allgemeinen  abhängig  sein  von 
der  Lage  des  Punktes  xyz^  dem  inducirenden  Potentiale,  der  Be- 
schaffenheit und  den  Dimensionen  des  magnetisirten  Körpers.  Lassen 
wir  Alles  bis  auf  die  Dimensionen  des  Körpers  ungeändert,  so  ist 
klar,  dass  bei  abnehmender  Grösse  desselben  sich  die  Function  W 
im  Allgemeinen  ändern  und  sich  jedenfalls  einer  bestimmten  end- 
lichen Grösse  w  nähern  muss,  wenn  man  die  Dimensionen  des  magne- 
tisirten Körpers  bis  zu  endlicher  Kleinheit  abnehmen  lässt.  Alsdann 
wird  zu  setzen  sein 

U{xtfM)  =  u{xifE)  ==  wda^dy^dzi 

Diesen  Wert  u  bezeichnen  wir  als  das  inducirte  Potential  eines  fQr 
sich  allein  gedachten  Körperelementes  oder  zur  Abkürzung  als  da« 
direct  inducirte  Potential  eines  Körperelementes.  Analog  würde 

U*  =    j     u=    i    wdXi  dyy  dz^ 

ZU  bezeichnen  sein  als  das  direct  inducirte  Potential  des  Kör- 
pers 8. 

Zusatz.  Die  obige  Definition  des  direct  inducirten  Potenziales 
ist  unabhängig  von  der  in  der  Einleitung  scizzirten  Yorstellungsweise 
Poisson's  und  verträglich  mit  der  Ampöre'schen  Hypothese  über  das 
Wesen  des  Magnetismus. 

2.  Es  handelt  sich  zunächst  darum,  einen  analytischen  Ausdruck 
für  das  direct  inducirte  Potential  eines  Körperelementes  zu  finden. 
Zu  dem  Zweck  haben  wir  folgende  Voraussetzungen  zu  machen.  Wir 
nehmen  erstens  an,  dass  dasselbe  in  Bezug  auf  Punkte  in  endlicher 
Entfernung  von  derselben  Form  sei  wie  das  Potential  eines  perma- 
nenten Magneten  in  Bezug  auf  oo  ferne  Punkte.  Zweitens  setzen  wir 
das  nach  irgend  einer  Richtung  genommene  magnetische  Moment 
eines  unendlich  kleineu  Körperelementes  proportional  der  nach  der- 
selben Richtung  genommenen  Componente  der  inducirenden  Kräfte 
und  im  Uebrigen  nur  abhängig  von  der  Beschaffenheit  des  inducirten 
Körpers. 

3.  Das  Potential  eines  permanenten  Magneten  in  Bezug  auf  einen 
unendlich  fernen  Punkt  (xyz)  ist  bekanntlich 

M.cosö 
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wenn  M  das  magnetische  Moment,  R  die  Entfernung  des  Punktes 
(xyz)  von  dem  Magneten  und  ö  den  Winkel  zwischen  M  und  der 
magnetischen  Axe  des  Magneten  bedeutet  Bezeichnet  man  einen  be. 
liebigen  Punkt  des  Magneten  mit  a^i^i^,  so  kann  man  vorstehenden 
Ausdruck  auch  schreiben 

worin  nun  die  3  Grössen  ^,  ^,  C  die  magnetischen  Momente  des 
Magneten  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinatenaxen  bedeuten. 

4.  Bezeichnen  wir  einen  beliebigen  Punkt  eines  sehr  kleinen 
inducirt  magnetischen  Körpers  mit  («1^121),  so  wird  der  ersten  Vor- 
aussetzung (2)  zufolge  sein  Potential  auf  einen  in  endlicher  Entfernung 
liegenden  Punkt  xyz  von  der  Form  sein 

__  g(a?--ai)+%— yi)  +  g(g— '«i) 

worin  r*=»  (flj--iri)2-j-(y— yi)2-|-(«  — «1)*  ist  und  a,  i,  c  die  magneti- 
schen Momente  des  kleinen  Körpers  in  Bezug  auf  die  drei  Coordi- 
natenaxen bedeuten.  Wir  wollen  nun  die  zweite  in  (2)  gemachte 
Voraussetzung  in  Anwendung  bringen  und  die  drei  Momente  a,  byc 
proportional  setzen  den  nach  den  entsprechenden  Bichtungen  genom- 
menen Componenten  der  inducirenden  Kräfte.  Nennen  wir  zu  dem 
Zwecke  V  das  Potential  des  inducirenden  Idiomagneticums,  so  sind 

dV  dV  dV 


dx^ '         8yi '        & 


'»1 

die  Yon  demselben  auf  den  Punkt  x^y^z^  ausgeübten  Kräfte  und  wir 
haben  denmach  zu  setzen 

f^  -TT- 

,oV 

OXi 

o  =  —  0  5— 

M 

wenn  wir  unter  a\  h\  c'  die  Grössen  verstehen,  welche  von  der  Be- 
schaffenheit des  inducirten  Körpers  in  Hinsicht  auf  die  Richtungen 
der  Coordinatenaxen  und  ausserdem  noch  von  den  Dimensionen  des 
betrachteten  kleinen  Körpers  abhängen.  Stellen  wir  uns  fernerhin 
vor,  dass  der  betrachtete  kleine  Körper  bis  zu  unendlicher  Kleinheit 
abnehme,  so  gehen  a\  b\  c'  über  in 

19* 
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Kidxidyid»i\     K^dx-^dy^dz^^     K^dx^dy^dz^ 

WO  nun  die  3  Grössen  K  lediglich  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers 
abhängen.  Da  sich  die  folgenden  Betrachtungen  nur  auf  isotrope 
Körper  beziehen,  in  denen  also  keiae  Eichtung  vor  der  andern  be- 
vorzugt ist,  so  können  wir  die  drei  Constanten  K  einander  gleich 
setzen.    Dadurch  wird  dann  der  obige  Ausdruck  für  u 

„ix  —  x.dV   .    y — yx^V  .    z — 3i9F)    ,      ,      , 

Beachtet  man  endlich  die  bekannten  Beziehungen 
1 

~"  dxi 


P7  V  1 

^jt       >    WO  r  =  -  ges.  ist. 
dy,       I 


dr 

dz,         j 

80  vereinfacht  sich  der  Aasdrack  fCkr  u  in 

5.  Bemerkung.  Die  vorstehende  Entwickelung  ist  unter  der 
stillschweigenden  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  gegebene  Function 
Firn  Bereiche  des  Körperelementes  dx^dy^dz,  sammt  ihren  ersten 
Ableitungen  endliche  und  stetige  Werte  aufweise,  eine  Voraussetzung 
übrigens,  die  eo  ipso  dadurch  realisirt  ist,  dass  V  das  Potential 
äusserer  magnetischer  Massen  ist. 

6.  Aus  der  Formel  [a]  folgt  sofort,  dass  der  Wert  des  in  einem 
Körper  81  direct  inducirten  Potentiales  ist 

7.  Der  vorstehende  Wert  von  U'  ist  wiederum  unter  der  Vor- 
aussetzung gültig,  dass  V  sammt  seinen  ersten  Ableitungen  im  Be- 
reiche des  Körpers  ?t  endliche  und  stetige  Werte  aufweise. 

8.  Aus  der  in  4.  gegebenen  Entwickelung  folgt  ohne  Weiteres: 
Vermehrt  man  das  gegebene  Potential  V  um  die  Potentiale  F^,  V^  .., 


X X. 

8- 

r 

y—vi 

r 

r 
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welche  inoerhalb  9  dieselben  Eigenschaften  wie  V  besitzen  sollen, 
so  wird  das  direct  inducirte  Potential  zn  vermehren  sein  nm 
resp. 

""^^-Vjj  tax,  B^+8y\  B^+^Kr^'^^^"^ 


9.  Setzt  man  einen  magnetisirbaren  Körper  Vi  dem  Einflüsse 
gegebener  unveränderlicher  magnetischer  Kräfte  aus,  so  wird  das  in- 
ducirte Potential  in  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Teile 
von  M,  natürlich  einen  durchaus  andern  Wert  bekommen  als  wir  für 
den  bisher  betrachteten  Hülfsbegriff  des  direct  indueirten  Poten- 
tUdes  gefunden  haben.  Trotzdem  werden  die  voraufgehenden  Formeln 
einen  bequemen  Weg  bieten,  zur  Aufstellung  jenes  endgültigen  indu- 
eirten Potentiales  zu  gelangen.  Wir  denken  uns  zu  dem  Zwecke  den 
endgültigen  magnetischen  Zustand  in  folgender  Weise  entstanden. 
Das  gegebene  Idiomagneticum,  dessen  Potential  K«=  \\xys)  sei,  indu- 
cire  zunächst  in  jedem  Körperelemente  von  81  in  der  Weise  Magne- 
tismus, als  ob  keine  Einwirkung  der  Teile  des  Körpers  81  unter 
einander  stattfände-,  oder,  präciser  ausgedrückt,  es  werde  zunächst  in 
solcher  Weise  Magnetismus  inducirt,  dass  das  Potential  desselben 
dem  oben  definirten  direct  indueirten  Potentiale  gleichkommt.  Diesen 
Vorgang  bezeichnen  wir  als  den  ersten  Inductionsact  Das  durch 
diesen  ersten  Act  inducirte  Potential  bezeichnen  wir,  je  nachdem  der 
Punkt,  auf  welchen  sich  dasselbe  bezieht,  ein  äusserer  oder  innerer 
ist,  durch  S^  und  V^.  Die  Werte  für  &^  und  F,  ergeben  sich  un- 
mittelbar aus  [b].    Es  wird 


9«!    '  9^1  8^1    '  9«!  dz^ 


sein.  Dabei  soll  der  dem  T  hinzugefügte  Index  a  andeuten,  dass  die 
Punkte  («y»),  welche  als  die  Centren  der  r  zn  betrachten  sind,  ausser- 
halb Sl  liegen.    Es  wird  femer  sein 

""^^--vJJ  19.-9^+9^,9^+9^91:1^^^^^^^    ra 

worin  der  dem  T  hinzugefügte  Index  i  andeuten  soll,  dass  die  T  sich 
auf  innere  Punkte  als  Gentren  der  r  beziehen. 

10.    Bevor  wir  zum  2ten  Inductionsact  übergehen,  wollen  wir 
die  für  &i  und  F,  gewonnenen  Ausdrücke  noch  einer  Umgestaltung 
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unterwerfen  und  dabei  zugleich  die  Eigenschaften  der  Function  V^ 
etwas  nähei»  betrachten.  Wir  gehen  dabei  von  einem  bekannten 
Green'schen  Satze  aus,  der  z.  B.  von  Beer  in  seiner  „Einleitung  in 
die  Elektroät  etc."  S.  15.  bewiesen  wird.  Derselbe  lautet:  Sind  G 
und  H  zwei  Functionen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  xyz^  welche 
innerhalb  eines  Körpers  9  endliche  und  stetige  Werte  aufweisen,  so 
ist  jederzeit 

ijjGJ^Hdxdydz  «  —  jG  ^da 

worin  das  erste  Integral  rechter  Hand  über  die  Oberfläche  von  8, 
die  beiden  andern  Integrale  über  den  ganzen  Raum  von  S  zu  er- 

strecken  sind;  worin  ferner  ^^fl^die  übliche  Bedeutung  ^F+gT  «  &r 

hat;  da  ein  Oberflächenelement  und  g^'  eine  Differentiation  nach  der 

innern  Normale  der  Oberfläche  bedeutet.  Die  von  uns  betrachteten 
Functionen  V  und  Ta  besitzen  nun  im  Innern  von  S(  die  Eigenschaften 
der  Stetigkeit  und  Endlichkeit.  Wir  können  demnach  auf  diese  bei- 
den Functionen  den  angezogenen  Green'schen  Satz  sofort  anwenden, 
indem  mv  G  ^  Ta  und  H=^  V  setzen.  Ersetzen  wir  noch  die  lau- 
fenden Coordinaten  von  St  durch  x^y^z^  und  multipliciren  alle  drei 
Glieder  des  Green'schen  Satzes  mit  K^  so  ist 

KjTjTad^  Vdx^dy^dz^ KjTa  ^dO 

^  PrPidVBTa.dVSTa.dVdTa).      ,      _ 


oder 


K  iijTa^^VdXidy^dz^  ^  —  KjTa-^dO+Si 


Beachten  wir  femer,   dass  nach  bekanntem  Satze  d^V  innerhalb  % 
gleich  Null  ist,  so  wird 


Si 


^y^«ä^^<^  H 


11.  Aus  dieser  Formel  für  S  ersehen  wir  nebenbei,  dass  der 
durch  den  ersten  Inductionsact  hervorgerufene  Magnetismus  in  seiner 
Wirkung  auf  äussere  Punkte  ersetzt  werden  kann  durch  eine  gewisse 
fingirte  Oberflächenbelegung  des  Körpers,  deren  Dichtigkeit  rji  sofort 
anzugeben  ist  als 
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BV 

Würde  beispielsweise  der  Körper  Sl  ein  prismatischer  Stab  sein,  dessen 
Axe  normal  zu  den  Flächen  constanten  Potentiales  eines  unendlich 
weit  entfernten  Idiomagneticums  läge,  so  ist  leicht  za  übersehen,  dass 
in  diesem  Falle  der  durch  den  ersten  Inductionsact  inducirte  Magne- 
tismus sich  ersetzen  lassen  würde  durch  eine  Belegung  der  beiden 
Endflächen. 

12.  Eine  ähnliche  Umformung  des  in  9.  gewonnenen  Ausdrucks 
für  V\  ist  nicht  oBne  Weiteres  auszuführen,  da  die  Function  jfi.im 
Innern  von  81  unendlich  gross  wird.  Wir  benutzen  daher  folgendes 
bekannte  Hülfsmittel.  Um  einen  inneren  Punkt  (a-jr«),  für  welchen 
wir  den  Wert  von  Fj  ermitteln  wollen,  legen  wir  eine  Kugel  J8  von 
sehr  kleinem  Radius,  und  bezeichnen  das  übrige  Stück  von  "H  mit  S3, 
so  dass 

ist.    Alsdann  wird 

v,  =  m+m  [g] 

sein,  wenn  man 


und 


t9^^  j^  fjSVdTi     dVSTi     dVdTA 

/©^  ^  ridVSTi      SVdT,      dVdTi\ 


setzt,  wo  die  Integrationen  über  die  Räume  8  und  ff  zu  erstrecken 
sind.  Was  zunä(?hst  den  Ausdruck  für  (8)  betrifft,  so  übersehen  wir 
dass  //*(S3)  =  0  sein  muss,  da  (SJ)  für  den  im  Innern  der  Kugel  ff 
gelegenen  Punkt  xyz  als  ein  Potential  äusserer  Massen  zu  betrachten 
ist.  Aus  demselben  Grunde  ist  auch  (S9)  sammt  seinen  ersten  Ablei- 
tungen innerhalb  ff  endlich  und  stetig.  Ausserdem  sind  in  dem  Aus- 
drucke für  (S)  V  und  T,-  zwei  Functionen,  welche  innerhalb  8  end- 
liche und  stetige  Werte  besitzen.  Wir  können  auf  (8)  daher  den 
obigen  Green'schen  Satz  (10)  anwenden  und  erhalten 


Die  Oberfläche  von  8  besteht  aus  den  beiden  Oberflächen  91  und  ff. 
Wenn  wir  demnach  eine  Differentiation  nach  der  äusseren  Normale 

der  Kugel  ff  durch  ^  bezeichnen,  so  wird 

/'    dV  P    BV 

Ti^da-^KjTi^do  [h] 
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Rücksichtlich  des  Ausdruckes  für  (St)  können  wir  bei  sehr  klein  ge- 

dr 
dachtem  Radius  der  Kugel  ohne  erheblichen  Fehler  die  Werte  k-. 

dV    dV 

^ »  g-  als  constant  betrachten  und  vor  das  Integrationszeichen  se^n, 

so  dass 

dV    PdTi  dV    pdTi 


dz^J 


Nach   einem  bekannten  Satze  über  das  Potential  ^iner  homogenen 
Kugel  auf  innere  Punkte  ist  nun 

rSTi  in 

/BTi  An, 

STi  in 


/ 


wenn  a,  ft,  c  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel  bedeuten. 

Substituiren  wir  diese  Werte  in  den  letzten  Ausdruck  für  (R)   und 

,  ,  ^     , .     dV    dV    dV     ,     dV   dV    dV  ^    ^ 

vertauschen  gleichzeitig  o— >  0— i  ^—  mit  b~»  5~»  07»  was  offenbar 

für  die  Ausdehnung  der  kleinen  Kugel  erlaubt  ist,  so  wird 

Der  rechter  Hand  stehende  Ausdruck  in  Klammem  ist  aber  bei 
äusserst  klein  gedachtem  Radius  der  Kugel  nichts  Anderes  als  das 
vollständige  Differential  von  V.  Daher  kann  man  die  vorige  Gleichung 
auch  schreiben 

(Jt) K^(Vi^.)-nabc))  [i] 

Hieraus  folgern  wir  zunächst,  dass  /1\'^)  =  0  ist,  denn  es  ist  /1*  V=  0; 
femer  sehen  wir,  dass  (S)  und  seine  ersten  Ableitungen  endliche 
Werte  haben  müssen. 

Lassen  wir  nun  den  Radius  der  kleinen  Kugel  S  bis  zum  voll- 
ständigen Verschwinden  abnehmen,  so  erhält  in   dem  obigen  Aus- 

/'    dV 
Tiw^diS  den  Wert  Null  und  in  dem 
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Aasdrucke  für  (SÜ)  fällt  der  Punkt  {xpz)  mit  (abc)  zusammen,  so  dass 
(Ä)  ■=  0  wird.    Demnach  wird 

Vi  -  (»)+(»)  -  K friede  [k] 

13.  Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  mit  Hülfe  eines  bekannten 
Green'schen  Satzes  noch  anders  ausdrücken.  Ist  nämlich  <P  eine 
Function,  welche  sammt  ihren  ersten  Ableitungen  innerhalb  eines 
Körpers  8  endlich  und  stetig  bleibt,  und  ausserdem  der  Bedingung 
Genüge  leistet  -^*<I>  =  0,  so  besagt  jener  Satz,  dass  für  einen  im 
Innern  von  81  gelegenen  Punkt  i  jederzeit 


/{«'^'-<!-=^-. 


ist,  wenn  man  unter  TV  die  reciproke  Entfernung  des  innern  Punktes 
t  von  dem  Oberflächenelement  de  versteht.  Die  Anwendung  dieses 
Satzes  auf  den  obigen  Ausdruck  für  V^  ergibt 

V^do-iTvKV  P] 

14.  In  12.  sahen  wir,  dass  die  beiden  Teile  von  r^  (9)  und  (St) 
innerhalb  Vi  sammt  ihren  ersten  Ableitungen  endlich  und  stetig  waren 
und  der  Gleichung  2/^  =  0  genügten.    Dasselbe  gilt  daher  von  Fj. 

15.  Das  bisherige  Ergebniss  lautet  demnach  zusammengefasst: 
Steht  ein  magnetisirbarer  Körper  $1  unter  dem  Einfluss  äusserer  un- 
veränderlicher Earäfte,  so  ist  das  durch  den  ersten  Inductionsact  in- 
ducirte,  oder  anders  ausgedrückt  das  direct  inducirte  Potential  (s.  2.) 
auf  äussere  Punkte 

Ta^^da  [m] 

und  dasjenige  auf  innere  Punkte 

r,  =  Kfxi^^da  =  Kfv^-^dc  =  4.nKV  [n] 

» 

Dem  Potentiale  V^  kommen  innerhalb  81  dieselben  Haupteigenschaften 
zu,  vde  dem  ursprünglichen  Potentiale  V. 

16.  Wir  gehen  nun  zu  einem  weiteren  Stadium  der  Magnetisirung 
des  Körpers  Sl  über.  Durch  den  ersten  Inductionsact  ist  in  demselben 
ein  gewisses  Quantum  Magnetismus  inducirt  worden,  das  rücksichtlich 
seiner  Wirkung  auf  innere  Punkte  vollständig  definirt  ist  durch  das 
Potential  V^,  Diese  hinzugekommenen  magnetischen  Kräfte  werden 
nun  eine  neue  indueirende  Wirkung  auf  den  Körper  81  üben  und  wir 
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Stellen  uns  vor,  dass  diese  neue  Induction  wieder  in  der  Weise  vor 
sich  ginge,  als  ob  dabei  keine  weitere  Einwirkung  der  einzelnen  Teile 
von  Ä  untereinander  stattfände;  oder,  mit  andern  Worten,  es  mögen 
diejenigen  magnetischen  Kräfte,  deren  Potential  Fi  ist,  in  der  Weise 
Magnetismus  induciren,  dass  das  Potential  desselben  dem  durch  }\ 
direct  inducvrten  Potentiale  gleichkommt.  Diesen  Vorgang  nennen 
wir  den  2ten  Inductio^isact. 

17.  Da  wir  gesehen  haben,  dass  V^  innerhalb  9  dieselben  all- 
gemeinen Eigenschaften  besitzt,  welche  ft^r  V  erforderlich  waren,  um 
die  Aufstellung  der  Ausdrtlcke  für  S^  und  V^  zu  ermöglichen,  so 
können  wir  nun  unmittelbar  das  Resultat  in  15.  benutzen,  um  das- 
jenige direct  inducirte  Poteiüial  aufzustellen,  welches  durch  die 
inducirenden  magnetischen  Kräfte  mit  dem  Potentiale  V^  hervor- 
gerufen wird.    Dasselbe  wird  für  äussere  Punkte 

S^  =  Kj*Ta^-^da  [o] 

and  für  innere  Punkte 


Vi 


oder 

-^d6--AnKVi 


18.  Durch  dieselbe  Beweisführung  wie  sie  in  12.  und  14.  gegeben 
ist,  sehen  wir,  dass  dem  Potentiale  Fg  innerhalb  %[  dieselben  allge- 
meinen Eigenschaften  zukommen  müssen,  wie  dem  V^  und  V. 

19.  Nach  vollendetem  2ten  Inductionsacte  besitzt  der  Körper  8 
Magnetismus,  dessen  Gesammtpotential  auf  äussere  Punkte 

und  auf  innere  Punkte 

Fl +7,  ist. 

20.  Die  nun  folgenden  weiteren  Inductionsacte  lassen  wir  in 
gleicher  Weise  darin  bestehen,  dass  die  durch  den  jedesmal  vorauf- 
g^gangenen  Inductionsact  neu  Inducirten  Magnetismen  ihrerseits  aufs 
Neue  Magnetismus  induciren,  was  immer  in  der  Weise  zu  denken  ist, 
als  ob  während  eines  Inductionsactes  keine  Einwirkung  der  einzelnen 
Teile  von  81  unter  einander  stattfände.  Der  3te,  4te,  5te  etc.  Induc- 
tionsact besteht  also  darin,  dass  in  Folge  der  Potentiale  resp.  Vfy 
F3,  F4  etc.  die  direct  inducirten  Potenziale  resp.  Fs,  F4,  F5  etC. 
hervorgerufen  werden. 

21.  Nach  n  Inductionsacten  wird  somit  der  Körper  H  ein  Poten- 
tial Qa  auf  äussere  Punkte  besitzen,  dessen  Wert 
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ft,(n)  ^  s^  +  Sg  +  53+...+&,  [q] 

ist;  und  es  wird  der  Körper  8  auf  iunere  Punkte  ein  Potential  Q* 
besitzen,  dessen  Wert 

Q/H)«  F,+F,+F8H-...+rH    '  [r] 

ist    Hierin  ist 

und  allgemein 

Vk  «  KfTi^-^diS  «  W^^*-i  ^rftf-4»ZF*-.i       [s] 
ferner 

nnd  aUgemein 


Sk 


/^a^'<i.  [t] 


Den  Ausdruck  fttr  Qa^«)  können  wir  unter  Berücksichtigung  von  [t] 
auch  schreiben 

woraus  mit  Rücksicht  auf  [r] 

wird.    Desgleichen  kann  der  Ausdruck  für  Q»<*)  geschrieben  werden 
oder 

Q/-)-ir/r..^^..  [V] 

22.  Indem  wir  nun  mit  Beer  die  Annahme  machen,  dass  für 
n  »  00  (oder  nach  unendlich  yielen  Inductionsacten)  der  im  Körper 
8  nach  unserm  fingirten  Verfahren  hervorgerufene  magnetische  Zu- 
stand mit  den^jenigen  identisch  wird,  welcher  in  Wirklichkeit  eintritt, 
und  indem  wir  die  dem  wirklichen  Zustande  entsprechenden  inducirtcn 
Potentiale  resp.  auf  einen  äusseren  und  inneren  Punkt  mit  Qa  und  Qi 
bezeichnen,  erhalten  vrir: 

«••=  ^i  +  ^«+-.  ininf. 
Qfl  — Äi+i^4-...  in  inf. 
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Q„  =  ^y-^,3(^+^'.  +  r,+  -  in  inf.)  ^^ 
oder 

und  ferner: 

oder 

Hierin  sind  die  Functionen  F  nach  dem  recurrenten  Gresetz  (21.  [sj) 
zu  ermitteln. 

23.  Obwol  das  Problem  des  inducirten  Magnetismus  durch  die 
Formeln  [w]  und  [x]  gelöst  ist,  nehmen  wir  doch  noch  eine  Um- 
gestaltung derselben  vor,  um  eine  bessere  Yergleichung  derselben  mit 
den  von  Beer,  Neumann  und  Poisson  gefundenen  Resultaten  anstellen 
zu  können.  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  in  dem  Aasdrucke 
K+  Qi  =  F+  Fl  +  ^2  +  •  •  •  diejenigen  Werte  wirklich  ein ,  welche 
sich  aus  [s]  ergeben.    Es  war 

F,  =  K  rv~^d(S--4.nKV 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  k  =«  4?rJr,  so  wird 

Ausserdem  wollen  wir  eine  Reihenfolge  neuer  Functionen  bilden  durch 
die  Abkürzungen 


oder  auch 

Ebenso  wird  \y] 


V, 
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in  welchen  sämmtliche  Functionswerte  sich  auf  innere  resp.  an  der 
innem  Seite  der  Oberfläche  von  91  gelegene  Punkte  beziehen.  Durch 
Einfahrung  dieser  Functionen  F  in  die  Gleichungen  [y]  wird  zunächst 

Fl  =  — AF-f  XFi 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  substituiren  in  die  Gleichung  [y]  für  Fg, 
wird 

oder 

Die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  für  V^  ergibt 

oder 

F3  = — A3  F+  3A»Ji  —  aX^Ji  +  A^Fg 

Wir  übersehen  bereits  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Bildung  dieser 
Formeln  fortschreitet,  und  erhalten 

V  ^  V 

Fl  =-  — AF+Aifi 

F2=     k^V—2X^F[+k^Fi 

Fs A»F+3A32?i— 3X9^2+ A^i^s 

F4  «      A*F— 4A*Fi+6A*F2— 4A*^3+A*if; 


Durch  Addition  der  Yerticalcolumnen  ergibt  sich  hieraus: 

F+Q,-  F(l-A+A2_i8+,  .) 

+  Fi(l-2X+3A2—  ...)A 

+^8(1— 3A+6A2-  ...)A« 

+ 

Beachten  wir,  dass 
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1 


1  — 2A+3A2—  ...  = 
1— 3A+6A«—  ...  c= 


1 

(1  +  ^)* 


=  %: 


und  setzen  wir  gleichzeitig 
iL 

so  wird 

F+Q.  =  (l  — x){7+xi?i+x2F8+x3F3  +  ...  in  inf.}        [aa] 

24.  Durch  Substituirung  dieser  Gleichung  [aa]  werden  die  Olei- 
chungeu  [w]  und  [x],  indem  wir  berücksichtigen,  dass 

Q,  =  ^J  r,       ^     ^^  3/^ ^ rf»  [dd] 

25.  Das  gewonnene  Resultat  sprechen  wir  so  aus: 

I.  Steht  ein  magnetisirbarer  Körper  Vi  unter  dem  Einfluss  un- 
veränderlicher äusserer  Kräfte,  deren  Potential  Fist,  so  ist  das  in- 
ducirte  Potential  bezogen  auf  einen  beliebigen  Punkt  (xyz) 

»    A,       8(FH-Äi?i+Ä«F,+...ininf.)^         .   ^ 

worin  die  Integration  über  die  Oberfläche  des  Körpers  Q  zu  erstrecken 
ist;    T  die  reciproke  Entfernung  des  Oberfiächenelementes  da  von 

dem  Punkte  {ocyz)  bedeutet;   unter  ^  eine  Differentiation  nach  der 

Innern  Normale  von  Vi  verstanden  ist;  und  worin  die  Functionen  F 
nach  dem  recurrenten  Gesetze  [z]  aus  dem  gegebenen  V  abzuleiten 
sind. 

IL  Die  Wirkung  des  inducirten  Magnetismus  auf  einen  äusseren 
oder  inneren  Punkt  kann  ersetzt  werden  durch  die  Wirkung  einer 
fingirten  einfachen  Oberflächenbelegung,  für  deren  Dichtigkeit  die 
Formel  gilt 

„       X  8(F+xF,+x«F,+...ininf.) 
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§  2. 

Vergleichung  des  im  vorigen  §  gefundenen  Resultates 
mit  demjenigen  von  C.  Neumann. 

1.  In  dem  jüngst  erschienenen  Werke  von  C.  Neumann  „Unter- 
suchungen über  das  Newton'sche  und  logarithmische  Potential^'  heisst 
es  S.  247.  u.  ff.: 

„Wirken  auf  einen  magnetisirbaren  Körper  (der  z.  B.  aus  weichem 
,^isen  bestehen  kann)  von  Aussen  her  unveränderliche  magnetische 
,^äfte  ein,  deren  Potential  F  gegeben  ist,  so  kann  das  sogenannte 
„inducirte  Potential  Q  stets  angesehen  werden  als  das  Potential  einer 
„gewissen  fingirten  einfachen  Belegung  der  Oberfläche  des  Körpers, 
„deren  Dichtigkeit  den  Wert  hat 

„so  dass  also  für  sämmtliche  Punkte  i  und  a  die  Formeln  gelten: 


„Von  diesen  beiden  Formeln  ist  bereits  die  erstere  ausreichend,  um 

d(Q4-F) 
„das  Potential  Q  und  die  Dichtigkeit  K ^ eindeutig   zu   be- 

„stimmen.^^ 

Neumann  findet  sodann  auf  S.  250.  die  Werte: 

Q.- «  (l^K){Fi+%F\'+%^Fr+.,.\^Fi  [a] 


.d(Q+F)  _  K^  d(F+KF'+%^r'-]-...) 
dv  4t  8v 


[b] 


worin  durch  ^  eine  Differentiation  nach  der  innem  Normale  von  Vi 

verstanden  ist;  da  ein  Oberflächenelement  bedeutet;  zwischen  den 
Constanten  %  und  K  die  Beziehung  stattfindet 

4»(1 — x)  •■ -^ 

und  worin  die  Functionen  Jp;-',  Fi\  ...  nach  folgendem  Gesetze  zu 
ermittebi  sind 
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2.  Wie  sofort  zu  übersehen  ist,  befinden  sich  die  Neumann'schen 
Formeln  in  vollständiger  Uebereinstimmung  mit  denjenigen  des  vorigen 
§,  sobald  wir  die  frühere  Bezeichnungsweise 

resp.  ändern  in 

F;    Fi'-,    Fr\  ... 

3.  Eine  Yergleichung  dieser  Resultate  mit  den  von  Poisson  ge- 
gebenen Gleichungen  findet  sich  in  dem  genannten  Neumann'schen 
Werke  auf  S.  261.  und  262.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  von  Pois- 
son (M6m.  de  TAcad.  S.  294.  302.  303.)  aufgestellten  Formeln 


^jöTl'i« 


gl  gl  ) 

)+^m-\-^(jcy)\didndi        [e] 

"  =  81 

,,  .   ^  .  4»r(l— i)  „  .       r  -. 

V+Q-\ 5___?^_o  [g] 

sich  in  vollständiger  Uebereinstimmung  mit  denjenigen  Formeln  be- 
finden, von  welchen  Neumann  bei  seiner  Entwickelung  ausgegangen 
ist.  Es  zeigt  sich,  dass  die  ursprüngliche  Neumann'sche  Constante  K 
zur  Poisson'schen  k  in  der  Beziehung  steht 

oder  dasB  zwischen  dem  Neumann'schen  %  und  dem  Poisson'schen  k 
zufolge  der  Gleichung 
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die  Beziehung  besteht 

4.  Da  Dun  die  Constanteu  %  und  Ä"  des  vorigen  §  sich  als  iden- 
tisch mit  denselben  von  Neumann  gebrauchten  Constanten  erwiesen 
haben ,  so  gelten  mithin  für  unsere  beiden  Constanten  x  und  K  die- 
selben Beziehungen  zum  Poisson'schen  Ic, 

5.  Diese  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  können  wir  zu 
einer  teilweisen  Prüfung  der  Richtigkeit  unserer  Entwickelung  resp. 
unserer  Voraussetzungen  benutzen.  Es  ist  nämlich  klar,  dass  wir  zu 
denselben  Beziehungen  gelangen  müssen,  wenn  wir  unsere  Ausgangs- 
formel (§  1.  [a])  direct  mit  den  Poisson'schen  Gleichungen  vergleichen. 
Aus  der  Poisson'schen  Formel  [e]  folgt,   wenn  wir  die  Bezeichnung 

-  mit  2"  und  Jt?f  mit  {TiV^z^  vertauschen,  für  das  inducirte  Potential 
eines  Körperelementes 

5  =  \  ä^  (^■*'^  +  ä^i  ^^^^ + ^  (^"y^  j  '^^^vtdH  D] 

Diese  Formel  muss  identisch  werden  mit  unserer  Formel  (§  1.  [a]) 

sobald  wir  annehmen,  dass  sich  der  Ausdruck  für  q  auf  ein  für  sich 
allein  gedachtes  Körperelement  bezieht  oder  mit  andern  Worten, 
wenn  wir  den  Fall  fingiren,  dass  von  Seiten  des  ganzen  Körpers  81 
keine  Einwirkung  auf  das  betrachtete  Körpereloment  stattfinde.  Unter 
dieser  Voraussetzung  geht  dann  offenbar  die  Poisson'sche  Gleichung 
[g]  über  in 

F+ 3 9>-0  [«] 

woraus 

dq>  _  3  hV 

dxi  4:7t  (1  —  Je)  dxi 

3?      /?  -  __      3       dv 

8^ 3  dv 

a«!  ~  ^  —     47t(i—k)  a^i 

TeU  LXI.  20 
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folgt.    Durch  Substitution  dieser  Werte  in  [l]  wird 

—  3Jfc        (8r8r  ,  BVdT  ,  dVdT\  ^ 

^  "•~"47c(l-/j)  \8^,  Bx.'^dy,  di/^  +  hz^  dz, )  ^i^^i^^ 

Dieser  Ausdruck  ist  sonach  identisch  mit  unserer  Formel  [m]  und 
es  ergibt  sich  zwischen  den  Constauten  K  und  7c  wieder  die  frühere 
Beziehung 

^""     4n(l—k) 

§3. 

Vorgleichung  der  im  §  1.  gegebenen  Entwickelung 
mit  derjenigen  Beer's. 

1.  In  seinem  Werke  „Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die  Lehre 
vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik^'  entwickelt  Beer  auf  S.  151. 
und  152.  eine  Formel  für  das  inducirte  Potential  eines  einzelnen 
Körperelementes.  Er  geht  dabei  von  derselben  in  §  1.  2.  gemachten 
ersten  Voraussetzung  aus,  dass  das  Potential  eines  Körperelcmentcs 
für  Punkte  in  endlicher  EntfornuDg  von  derselben  Form  sei,  wie 
dasjenige  eines  permanenten  Magneten  in  Bezug  auf  Punkte  in  un- 
endlich grosser  Entfernung.  Anstatt  der  zweiten  in  §  1.  2.  gemachten 
Voraussetzung  nimmt  Beer  an,  dass  das  fragliche  Potential  propor- 
tional sei  der  Menge  des  inducirendcn  Idioma^neticums.  Er  gelangt 
mit  Hülfe  dieser  Voraussetzungen  in  ähnlicher  Weise  wie  Green 
(Grelle  Journ.  Bd.  47.  S.  196.)  zu  dem  Ausdruck  (s.  S.  156.) 

(       ;)^  ^l  ?^^) 

«2  (  Sx'  dx'  +  dy'  dl/'  +  dz'  dz'  )  '^'^ 

Die  Ilerleitung  dieses  Ausdruckes  ist  unabhängig  von  der  Vorstellung 
der  Poisson'schen  magnetischen  Elemente  gemacht;  und  steht  der 
Ausdruck  mit  unserer  Formel  (§  1.  [a])  der  Form  nach  in  voll- 
ständiger üebereiustimmung,  wenn  man  statt  der  Beer'schen  Con- 
stanten   a  unsere  Constante  K  setzt  und  noch  die  Schreibweise  tBc 

durch  die  ausführlichere  dx^dy^dz^  ersetzt.  Bei  der  weiteren  Ent- 
wickelung kommt  nun  aber  die  Vorstellung  der  magnetischen  Ele- 
mente wieder  zum  Vorschein*).    Beer  denkt  sich  nämlich  die  Induction 


*)  Die  Abwechselung  der  Ausdrücke  Körpcrelcment ,  Volamcnclcment, 
Element,  Molccül  ist  bei  Beer  nicht  als  zufallig  zu  betrachten.  Es  bedeuten 
die  drei  ersten  Ausdrücke  allerdings  dasäelbo^  was  wir  bisher  nis  KCrperelenient 
dxdydz  bezeichnet  haben.  Dagegen  i^t  unter  dem  Moleeül  ein  Poitson'scfaei 
„magnetisches  Element'^  zu  verstehen. 
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des  Körpers  SI  dnrch  äussere  Massen  mit  dem  Potentiale  V  in  fol- 
gender Weise  entstanden.  Es  werde  zunächst  in  der  Weise  Magne- 
tismus inducirt,  als  ob  keine  gegenseitige  Einwirkung  der  magnetischen 
Elemente  unter  einander  stattfände.  Diesen  Vorgang  bezeichnet  Beer 
als  den  ersten  Indactionsact  Die  Möglichkeit  der  gegenseitigen  Ein- 
wirkung der  einzelnen  Teile  eines  und  desselben  magnetischen  Ele- 
mentes bleibt  hierbei  vorhanden.  Ohne  sich  indessen  über  diese 
Yorstellungsweise  genauer  auszudrücken,  nimmt  Beer  den  obigen  Aus- 
druck^ [a]  als  das  Potential  eines  Körperelementes  nach  vollendetem 
Isten  Inductionsact  an.  Unmittelbar  folgt  daraus  das  Potential  des 
im  ersten  Inductionsact  in  K  erzeugten  Magnetismus  bezogen  auf 
äussere  Punkte 

_^      ,     SF^      .     ?l!l!      ,  PK! 

a-'  +8y'  dy'  +8z'  9/)'^'  M 


1  fbz^^ 


Nunmehr  geht  Beer  zum  2ten  Inductionsact  über.  Derselbe  besteht 
darin,  dass  in  jedem  einzelnen  magnetischen  Elemente  ein  weiteres 
Quantum  Magnetismus  dadurch  erzeugt  wird,  dass  die  übrigen  magne- 
tischen Elemente  eine  inducirende  Wirkung  auf  dasselbe  ausüben  in 
Folge  des  ihnen  durch  den  ersten  Inductionsact  verliehenen  Magne- 
tismus. Um  diese  Wirkung  analytisch  ausdrücken  zu  können,  ermittelt 
Beer  (s.  S.  158.)  eine  gewisse  Function  Fj,  welche  er  gleichsetzt  dem 
auf  die  Punkte  eines  magnetischen  Elementes  bezogenen  Potentiale 
der  übrigen  magnetischen  Elemente;  wobei  dies  Potential  als  zu- 
gehörig betrachtet  wird  dem  durch  den  ersten  Inductionsact  erzeugten 
Magnetismus.  Indem  Beer  nun  dieser  Function  V^  während  des  2ten 
Inductionsactes  genau  dieselbe  Rolle  zuweist  wie  dem  Potentiale  V 
beim  ersten  Act,  gewinnt  er  für  dasjenige  Potential  eines  Körper- 
clcmentes,  welches  in  Folge  des  2ten  Actes  dem  schon  früher  vor- 
handenen hinzuzufügen  ist,  den  analogen  Ausdruck 

^a^l'dx'    dx^'^di/'    y^dz'    dz')'^ 

Hieraus  folgt  dann  wieder  unmittelbar,  dass  das  Potential  des  Kör- 
pers 9(  auf  äussere  Punkte  in  Folge  des  2ten  Inductionsactes  zu  ver- 
mehren ist  um 


^^  a^J    \dx'    dx' 


^"  dy'    87  "^  dz'    dz'  \  "^ 


Sodann  wird  wiederum  eine  Function  V^  ermittelt,  welche,  bezogen 
auf  die  Punkte  eines  magnetischen  Elementes,  gleich  gesetzt  werden 
kann  demjenigen  Potentiale  der   übrigen  magnetischen  Elemente, 

20« 
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welches  ihnen  zukommt  durch  den  beim  2ten  Inductionsact  in  ihnen 
hervorgerufenen  Magnetismus.  Der  3te,  4te,  5to  Inductionsact  be- 
steht in  analoger  Weise  darin,  dass  in  jedem  magnetischen  Element 
aufs  Neue  ein  Quantum  Magnetismus  erzeugt  wird  und  zwar  durch 
diejenigen  magnetischen  Quanta,  welche  in  den  übrigen  magnetischen 
Elementen  während  des  voraufgehenden  resp.  2ten,  3ten,  4ten  etc. 
Inductionsactes  hervorgerufen  waren.  Durch  eine  unendliche  Anzahl 
aufeinanderfolgender  Inductionsacte  wird  das  Potential  des  Körpers  V, 
auf  äussere  Punkte  successive  vermehrt  um  ^S^,  /S^, ...  Das  inducirte 
Potential  wird  mithin 

T=:>S+Äj,+/S2+...  in  inf.  [c] 

Ausserdem  sieht  man,  dass  der  endgültige  magnetische  Zustand  der 
einzelnen  magnetischen  Elemente  als  eine  Ueberlagerung  aller  der- 
jenigen Magnetismen  angesehen  werden  kann,  welche  successive  durch 
die  Potentiale  V  F,  1, . . .  in  ihnen  erzeugt  waren.  Diese  letztere  Be- 
merkung drückt  Beer  so  aus  (S.  158.) :  „In  dem  durch  das  Potential 
„F  influencirten  Körper  tritt  ein  magnetischer  Zustand  ein,  wie  er 
„auch  einträte,  wenn  eine  gegenseitige  Einwirkung  der  Molecüle  nicht 
„stattfände  und  das  einzelne  Element  dem  folgenden  Potentiale  aus- 

„gesetzt  würde 

u^v+v,+  v,+.,.  +  c-  [d] 

Die  Beer'schen  Functionen  "T  und  U  laufen,  wie  man  sofort  be- 
merken wird,  parallel  den  Functionen  Qa  und  (Qi-^V)  des  §  1. 

2.    In  ähnlicher  Weise  wie  in  §  1.  unterwirft  Beer  den  Ausdruck 
für  U  einer  Umgestaltung  und  findet  auf  S.  162 

U^  3_-^2^(K+xF'+xn'"+...)  +  C  [e] 

worin  die  Constante  x  zu  seiner  ursprünglichen  Constanten  -^  in  der 
Beziehung 

a«       471 3  — 2x  LU 

steht;  worin  C  eine  willkürliche  Constante  ist;  und  worin  die  unseru 
früheren  Functionen  i^i^i...  parallel  laufenden  Functionen  V*V" ... 
nach  dem  recurrenten  Gesetz  zu  ermitteln  sind 
V==  r 

l'=«  —  -r~    I    F^— €&=>!'  —  -r-    /    5 ih 

^nj        on  47r^/     ön  r 

4«^/        dn  ^nj    Sn  r 
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'S 

Hierzu  ist  noch  zu  bemerken,  das3  unter  ^  die  Differentiation  nach 

der  äusseren  Normale  der  Oberfläche  von  8  und  unter  dg  ein  Ober- 
fläcbcnelement  von  Sl  verstanden  ist. 

Für  die  Function  T  findet  Beer  die  Formeln  (s.  S.  162) 

^"~      471(3  — 2x)J    dn   r 
oder  rhl 

4?r^  8»  r 

Hieraus  folgt  ähnlich  wie  in  §  1.  25.,  dass  die  Wirkung  des  inducirten 
Magnetismus  auf  äussere  Punkte  ersetzt  werden  kann  durch  eine  ge- 
wisse iingirte  einfache  Oberflächenbelegung,  als  deren  Dichtigkeit  sich 
ergibt: 

_        3x  du 

^  ^      471(3— 2x)  dn 
oder  PI 

^  ~"       47r  dn 

3.  Vergleichen  wir  nun  zunächst  die  Formeln  [h]  und  [i]  mit 
den  cntsprecqenden  [cc]  und  [ff]  des  §  1.,  so  bemerken  wir,  dass 
dieselben  nicht  ohne  Weiteres  übereinstimmen ;  denn  es  sind  die  Dif- 
ferentiationen bei  Beer  nach  der  äusseren  Normale  zu  bilden.  £s 
lässt  sich  mit  den  Beer'schen  Formeln  aber  eine  Umgestaltung  vor- 
nehmen, durch  welche  dieselben  mit  denen  des  §  1.  völlig  zusammen- 
stimmendi  werden.  Obwol  die  Functionen  F',  F",  . . .  einer  Differen- 
tiation nach  der  äusseren  Normale  unterzogen  werden,  so  geht  doch 
aus  der  von  Beer  auf  S.  161.  gegebenen  Entwickelung  hervor,  dass 
dieselben  sich  auf  innere  Punkte  beziehen.  Daher  können  wir  die 
Formeln  [g]  unter  Anwendung  unserer  früheren  Bezeichnungsweise 

-=  T,  und  unter  Berflcksichtigung,  dass  a~' = — ö^  ist,  auch  so 
schreiben 

V=  V 


-w^^ 


dTi^ 

TT— rf<y 


M 


In  dieser  Form  erkennt  man,  dass  F'  F"...  als  die  Potentiale  einer 
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auf  der  Oberfläche  von  8  ausgebreiteten  Doppelbelegung  angeschen 
werden  können.    Daher  ist  es  erlaubt  zu  setzen 


D] 


dv 

Sn 

BV 

BV 
~Bv 

dv" 

BV" 
~Bv 

Unter  Berücksichtigung  der  vorstehenden  Gleichungen  [1]  werden  die 
Formeln  Qi]  und  [i],  wenn  wir  noch  das  Bcer'sche  T  mit  dem  frühe- 
ren Qa  vertauschen: 


^^^I^J  ^« äT ^^ 

[m] 

^       4tc  dv 

und  zwar  haben  zufolge  der  Gleichungen  [k]  die  hier  auftretenden 
Functionen  F'F"...  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  die  Functionen 
F^F^  ...  des  §  1. 

Die  Beer'schcn  Formeln  pi]  und  [i]  stehen  demnach  in  vollstän- 
diger Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  [cc]  und  [ff]  des  §  1. 
Eine  der  Formel  [dd]  entsprechende  Gleichung  lässt  sich  indessen 
aus  den  Beer'schen  Resultaten  nicht  direct  ableiten. 

4.  Zusatz.  Da  sich  aus  3.  zugleich  die  Identität  des  Beer'schen 
X  mit  dem  unsrigen  ergibt,  so  wird  dadurch  unter  Berücksichtigung 
von  §  2.  [k]  die  von  Beer  auf  S.  169.  angegebene  Beziehung  seiner 
Constanten  x  zur  Poisson'schen  Ä*,  nämlich 

vcrificirt 

5.  Vergleichen  wir  nun  ferner  die  Fundamentalformcin  §  1.  [a] 
und  §  3.  [a] 

idV  ST    ,  dv  dr   .   dVdT)  ,    ^    _, 


.1 

""  «2  \  dx'  dx'  +  dy'  du'  +  dz'  dz' )  ^ 
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SO  Stimmen  dieselben  der  Form  nach  zwar  ebenfalls  ttbcrein;  sie 
zeigen  indessen  eine  Abweichung  in  Bezug  auf  ihre  Constanteu.  Denn 
während  unsere  Constante  K  zu  dem  x  des  Endresultates  in  der  Be- 
ziehung steht: 

47r  1 — X 

steht  die  Beer'sche  Constante  —^  zu  demselben  x  in  der  Beziehung: 

«^■~4;r3  — 2x  LPJ 

Würden  wir  annehmen,  dass  die  beiden  Formeln  [o]  genau  dieselbe 
Bedeutung  hätten,  so  würde  jene  Abweichung  zwischen  den  Constanten 
ihre  Erklärung  nur  in  einem  entweder  von  uns  oder  von  Beer  ge- 
machten analytischen  Fehler  finden  können.  Wie  sich  indessen  zeigen 
wird,  haben  jene  beiden  Formeln  [o]  in  der  Tat  eine  verschiedene 
Bedeutung. 

6.  Die  Beer'sche  Entwickelung  des  inducirten  Potentiales  stützt 
sich  wie  wir  gesehen  haben  fortdauernd  auf  die  Vorstellung  der  mag- 
netischen Elemente,  während  die  Darstellung  des  §  1.  durch  die  Defi- 
nition des  direct  inciucirten  Potentiales  eines  Körperelementes  für  die 
weitere  mathematische  Analyse  jene  Vorstelluog  beseitigte.  Es  mag 
hier  zugegeben  werden,  dass  die  ursprüngliche  Vorstellung  über  den 
inducirten  magnetischen  Zustand  bei  Beer  eine  leichter  aufzufassende 
ist,  als  die  unserer  Definition  zu  Grunde  liegende.  Wenn  wir  es  trotz- 
dem vorzogen,  von  der  letzteren  auszugehen,  so  lag  der  Grund  zum 
Teil  freilich  darin,  dass  wir  durch  unsere  Darstellung  eine  möglichst 
vollständige  Unabhängigkeit  von  der  specifischen  Vorstellung  der  mag- 
netischen Elemente  zu  erzielen  suchten;  zum  Teil  aber  auch  darin, 
dass  die  Schwierigkeiten  und  Unsicherheiten,  welche  bei  der  Beer- 
schen  Grundanschauung  die  weitere  mathematische  Entwickelung  ziem- 
lich stark  afficiren,  bei  unserer  Darstellung  viel  mehr  vermieden  wer- 
den konnten. 

7.  Der  Einfluss,  welchen  die  beständige  Rücksichtnahme  auf  die 
Existenz  der  magnetischen  Elemente  bei  Beer. auf  seine  Rechnung 
ausübt,  zeigt  sich  zuerst  bei  der  Entwickelung  der  Formel  für  die 
oben  (s.  1.)  genannte  Function  V\.  Auf  Seite  157.  seines  genannten 
Werkes  stellt  Beer  die  Formel  auf  für  dasjenige  Potential,  welches 
in  Bezug  auf  die  Punkte  eines  magnetischen  Elementes  den  übrigen 
magnetischen  Elementen  nach  dem  ersten  Inductionsact  zukommt. 
Er  findet,  dass  dasselbe  gleich 

(a)-(ff) 

ist,  wenn  nämlich  (9)  und  {&)  die  Bedeutung  haben: 
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~dx'  Bx'  +  8y'  By'  +  &'  Bz-  ) 

VI 

und 

^^^^  äV     {dx'  dx^'^dy'  ~dy''^  dz'  dz') 

St 

Dabei  ist  die  erste  Integration  über  den  ganzen  Raum  von  ?t  zu  er- 
strecken und  die  zweite  über  den  Raum  einer  kleinen  Kugel  S,  welche 
um  einen  Punkt  des  betrachteten  magnetischen  Elementes  beschrieben 
ist.  In  etwas  übersichtlicherer  Weise  als  es  bei  Beer  (8.  157.)  ge- 
schieht, ergibt  sich  durch  eine  buchstäblich  gleiche  Entwickelung  wie 
wir  sie  oben  {§  1.  12.)  gaben, 

wo  unter  abc  wieder  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  sehr  klein 
gedachten  Kugel  und  unter  xyz  diejenigen  eines  variabelen  Punktes 
im  Innern  des  betrachteten  magnetischen  Elementes  verstanden  sind. 
Wäre  es  Beer  nun,  wie  bei  unserer  Darstellung  im  §  1.,  darauf  an- 
gekommen, das  Potential  des  ganzen  Körpers  ^  auf  einen  iunem 
Punkt  (xyz)  zu  ermitteln,  so  hätte  er  bei  verschwindendem  Radius  der 
Kugel  S  in  aller  Strenge  Vixyg)  ==  Vi^abc)  setzen  müssen,  woraus  ($f)«0 
gefolgt  wäre.    Beer  setzt  dagegen 

und 

Indem  er  also  die  für  das  Bereich  des  betrachteten  magnetischen  Ele- 
raentes  freilich  als  constant  zu  betrachtende  Grösse  0-3  Viabc)  fort- 
lässt,  substituirt  er  für  den  in  Wirklichkeit  unendlich  kleinen  Wert 

4:7t 

(Sf )  einen  solchen  von  endlicher  Grösse  ;r-^  V.    Dies  Verfahren  findet 

seine  Begründung  durch  die  Bemerkung  Beer's,  „dass  man  für  die 
„Wirkung  im  Innern  des  Molectiles  (magnetischen  Elementes)  das 
„Potential  des  ausserhalb  befindlichen  magnetischen  Fluidums  ersetzen 
„könne  durch  die  Function 
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Da  nämlich  Fi  bei  der  weiteren  Bildung  der  Functionen  Fg,  V^  ... 
nur  insofern  in  Betracht  kommt,  als  es  sich  um  seine  Differential- 
quotienten handelt,  so  ist  es  allerdings  erlaubt  eine  willkürliche  Con- 
stante  fortzulassen.  Wir  haben  die  Fanction  F,  daher  nicht  geradezu 
als  das  Potential  des  ausserhalb  des  magnetischen  Elementes  befind- 
lichen Fluidums  zu  betrachten,  sondern  als  dieses  Potential,  vermindert 
am  eine  im  Bereiche  des  magnetischen  Elementes  als  constant  zu 
betrachtende  Grösse.  Dieselben  Bemerkungen  sind  in  Bezug  auf  Fg, 
F,  ...  und  die  Summe  derselben  ü  zu  machen.  Macht  es  nun  schon 
einige  Mühe,  sich  in  diese  von  Beer  nur  flüchtig  skizzirte  Auffassung 
seiner  Functionen  Fj,  V^  ...  ü  und  der  dabei  auftretenden  eigentüm- 
lichen Constanten  hineinzudenken,  so  kommt  doch  noch  ein  weiterer 
erschwerender  Umstand  hinzu.  Die  Functionen  F,,  V^  ...  sind  näm- 
lich gebildet  unter  Zugrundelegung  eines  in  der  Vorstellung  fixirten 
magnetischen  Elementes  und  sind  zunächst  nur  gültig  im  Bereiche 
eines  solchen.  Denn  würde  man  für  einen  Punkt  ^»/f,  der  zwischen 
den  magnetischen  Elementen  läge,  das  Potential  des  ausserhalb  be- 
findlichen magnetischen. Fluidums  bilden,  so  würde  dieses  den  Wert 
(S)  anstatt  wie  früher  für  den  unmittelbar  benachbarten  Punkt  (xyz) 
den  Wert 

haben.  Die  Functionen  F^,  Fg  ...  erscheinen  daher  nicht  ohne  Wei- 
teres als  Functionen  eines  variabelen  Punktes  (xt/z).  Da  sie  aber  als 
solche  für  die  Begründung  der  späterhin  mit  ihnen  vorgenommenen 
Umgestaltungen  offenbar  betrachtet  werden  müssen,  so  ist  noch  eine 
besondere  Anschauungsweise  erforderlich,  welche  allerdings  durch 
folgende  Abstraction  gewonnen  werden  kann.  Fassen  wir  die  magne- 
tischen Elemente  als  unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  eines 
Körperelemcntes  auf  und  dieses  wieder  als  unendlich  klein  gegen  den 
Körper  S(,  so  ist  ersichtlich,  dass  man  unter  den  dem  Punkte  xyz 
oder  dem  Körperelemente  dxdydz  zukommenden  Werten  F^,  V^  ... 
nur  die  Mittelwerte  der  in  den  magnetischen  Elementen  des  betref- 
fenden Körperelementes  vorhandenen  Werte  von  F^,  Fg  ...  zu  ver- 
stehen braucht,  um  F^,  V^  ...  als  Functionen  der  Stelle  xyz  auffassen 
zu  können.  Die  hierin  liegende  Schwierigkeit  ist  übrigens  von  der- 
selben Natur  wie  diejenige,  welche  bei  der  in  §  1.  gegebenen  De- 
finition des  direct  inducirten  Potentiale  auftritt',  und  scheint  von  der 
Theorie  der  magnetischen  Induction  untrennbar  zu  sein*). 


*)  A  n  m.  Es  möge  hier  darauf  oufmcrksam  gemacht  werden,  dass  Green 
in  seinem  Essay  of  the  theor.  S.  199.  auf  diese  etwas  difficilen  Vorstellungen 
Rücksicht  nimmt,  indem  er  unterscheidet  zwischen  der  ron  dem  gansen  Körper 
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Dass  nun  der  auf  den  ersten  Blick  sehr  wesentlich  erBcheincKlIe 
Unterschied  zwischen  der  Beer'schen  Formel  [q]  und  unserer  Formel 
§  1.  [k]  in  der  Tat  nur  von  untergeordneter  Bedeutung  ist,  erkennt 
man,  wenn  man  die  beiderseitigen  Umformungen  für  V^  vergleicht 
Beer  findet  nämlich  auf  S.  160. 


8;r 


wofür  wir  nach  unserer  Bezeichnungsweise  auch  schreiben  können 

und  es  lautete  die  Formel  §  1.  [e] 

/hT' 

In  dieser  Form  erkennt  man  sofort,  dass  der  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Functionen  V^  sich  auf  eine  Verschiedenheit  der  darin 
auftretenden  Constanteii  reducirt. 

8.  Die  im  Vorigen  aufgedeckte  Verschiedenheit  in  der  Behand- 
lungsweise  bei  Beer  und  im  §  1.  lässt  sich  in  Kürze  etwa  so  aus- 
drücken: Beer  erteilt  bei  seinen  einzelnen  Inductionsacten  den  magne- 
tischen Elementen  eiue^  gewisse  Rolle  zu,  indem  er  eine  Einwirkung 
der  einzelnen  Teile  eines  und  desselben  magnetischen  Elementes  auf 
einander  in  Rechnung  zieht,  und  erst  nach  vollendeter  Inductiou  von 
der  Existenz  der  magnetischen  Elemente  abstrahirt;  wogegen  bei  der 
Darstellung  des  §  1.  die  Vorstellung  der  magnetischen  Elemente  durch 
deu  an  die  Spitze  gestellten  Begriff  der  directen  Induction  beseitigt 
wird.  Der  so  ausgesprochene  Unterschied  in  der  Behandlungsweise 
übt  die  Wirkung  auf  die  aufzustellenden  Formeln,  dass  die  parallel 
stehenden  Formeln  für  Fj  sich  so  unterscheiden 

(Beer)     V,  =^  + -J  T ^dc  +  ^,V 

r    BV  ^'"^ 

(§1)      V.^  +  Kj  T^^da 


9  und  der  von  den  aasscrhalb  eines  Molccüles  gelegenen  Teile  auf  einen  inneni 
Punkt  ausgeübten  Kraft,  und  diese  Unterscheidung  mathematisch  dadurch 
deßnirt,  dass  er  eine  gewisse  Function  y/  das  erste  Mal  differentiirt  nach  dem 
Verschwinden  der  kleinen  Hülfskngel  und  das  zweite  Mal  vorher. 
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Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  die  Verschiedenheit  dieser  beiden 
Ausdrücke  sich  auf  eine  Ycrschiedenheit  der  Oonstanten  reducirt, 
wenn  man  die  Ausdrücke  in  folgender  Form  schreibt 


(Beer)     yi=-^.V+-,J  V^dis 
(§  1.)     F,  =  -  ^KV-\-Kjv^diS 


w 


9.  Hierdurch  erkennen  wir  nun  auch,  warum  sich  zwischen  den 
Beer'scheu  Constanten  x  und  a  einerseits  und  unsern  Constanten  x 
und  K  andererseits  nicht  die  nämlichen  Beziehungen  ergeben  konnten; 
und  wir  erkennen,  freilich  nur  a  posteriori,  dass  der  Beer'schen 
Fundamentalformcl  [a]  in  der  Tat  eine  etwas  andere  Bedeutung  bei- 
zulegen ist  als  unserer  analogen  Formel  (§  1.  [a]),  dass  aber  diese 
Verschiedenheit  sich  auf  die  Bedeutung  der  Constanton  beschränken 
mnss. 

10.  Dieser  Umstand  wird  vollständig  klar,  wenn  wir  die  Beer- 
sche  Formel  [a]  direct  mit  der  von  Poisson  gegebenen  (§  2.  [e]) 

!dT  St  St       ) 

^^(*«)+  jy^  (¥)+^  (fc)'))  d.,ä!„d^ 

vergleichen  und  hierin  der  Beer'schen  Grundanschauung  entsprechend 
die  Bestimmung  der  Grössen  er,  ^,  y  vornehmen  vermittelst  der  in 
der  Einleitung  angeführten  Poisson'schen  Gleichgewichtsgleichungen 

Diese  GleichuDgen  werden  offenbar,  wenn  es  sich  um  ein  einziges 
magnetisches  Element  handelt: 

dV   ,  in 
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woraus 

5  =  -  A  ^Z 

^  "■  4:7t    dZi 

folgt.    Setzt  man  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  q  ein,  so  wird 
derselbe 

3k  iST  dv  ,  8r  Sf  ,  8r  dv\  ,  _ ., 

« =  -  i^i  \a^-  'dx,+di,  Wi  +8^  8.7!  ^^'i^^i'^^'        W 

Die  Beor'sche  Formel  [a]  lautete: 

1   (BT  dv    ,  St  dv    .   dT  dV)  ^    ^    ^  ^ 

~  äMöi:  &ri+8y;  8^  +8^  ä^ j  '^^^^^'^^  w 

wenn  wir  nämlich .  die  gleichbedeutenden  «'y'«'  mit  arj  p^  z^  vertauschen 

und  ebenso  -  =  r  setzen.    Aus  der  Vergleichung  von  [u]  und  [v] 
folgt  nun 

L  _  ^^: 

0^       4:r 

Führen  wir  noch  hierin  die  von  Beer  angegebene  Beziehung  zwischen 
seinem  a  und  x  ein,  nämlich 

1    _   4    _3» 
«^"^4;r  3— 2x' 
so  folgt 

3— 2x 

oder 

Dies  ist  aber  dieselbe  Beziehung,  welche  wir  oben  Gleichung  [n]  fanden. 

§4. 

In  diesem  §  soll  eine  Methode  der  successiven  Induction  in  An- 
wendung gebracht  werden,  auf  welche  ich  durch  eine  freundliche  Mit- 
teilung des  Herrn  Professor  Dr.  C.  Neumann  aufmerksam  gemacht 
bin,  und  welche  sich  den  Poisson'schen  Gleichungen  unmittelbar  an- 
schliesst. 
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1.  Poisson  gibt  für  das  indacirte  Potential  (Mein,  de  TAcad. 
S.  294.)  die  Formel,  welche  wir  unter  Beibehaltung  unserer  froheren 

1  Zk 

Beziehungsweise  ^  =  -5  T'n.ZZl]  ~  ^  ^^^  5^  ^»  t  ™it  arj,   y,,  z^ 

vertauschend,  schreiben  können: 

worin  die  drei  (früher  durch  ArjJ,  A-ft  ity  bezeichneten)  Grössen  -4,  B, 
rdie  Bedeutung  haben  (vergl.  M6m.  S.  299.  (c)) 

In  diesen  Formeln  ist  ausser  der  als  gegeben  zu  betrachtenden  Con- 
ßtanten  K  nur  das  V  bekannt  und  es  handelt  sich  darum ,  Q  auszu- 
drücken durch  V. 

2.  Das  letztere  werden  wir  dadurch  erreichen,  dass  wir  für  Q 
eine  Eeihe  von  Ausdrücken 

Q\  Q",  Or  ...  Q(">  ...  Q«*) 

bilden,  die,  mit  einem  ersten  Näherungswert  Q!  beginnend,  sich  suc- 
cessivo  dem  wahren  Werte  von  Q  mehr  und  mehr  nähern  und  von 
denen  der  Ausdruck  Q(°°)  in  aller  Strenge  mit  dem  wahren  Q  zu- 
sammenfällt. 

Den  ersten  Näherungswert  Q'  müssen  wir  nun  offenbar  erhalten, 
wenn  wir  uns  vorstellen,  dass  die  Induction  zunächst  in  jedem  Körper- 
element  dx^dy^da^  so  vor  sich  ginge,  als  ob  dabei  keine  Einwirkung 
der  übrigen  Teile  von  dem  Körqer  21  auf  dasselbe  stattfände;  oder 
mit  andern  Worten,  indem  wir  das  durch  die  Kräfte  mit  dem  Potential 
V  ilirect  inducirte  Potential  (vergl.  §  1.  1.)  bilden.    Dieses  wird: 

'^-fff  {-^ir + «■  1' + '"^ !  "-.*■"-      ra 
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uirorin  nun  die  Grössen  A%  B\  I"  aus  den  Gleichungen  [c]  sich  er- 
geben, indem  man  in  den  letzteren  Qi  =  0  setzt    Es  wird  also 

Durch  Sabstitation  dieser  Gleichnngen  in  [d]  nnd  [e]  wird 

oder  mit  Hülfe  derselben  Green'schcn  Sätze,  welche  in  §  1.  auf  die 
buchstäblich  gleichen  Ausdrücke  [c]  und  [d]  angewandt  wurden, 

Ta-^da  [g] 

Ti-^dC  [h] 

Den  letzteren  Ausdruck,  welcher  mit  dem  für  \\  in  §  1.  gefun- 
denen vollständig  identisch  ist^  können  wir  wieder  in  derselben  Weise 
umformen  wie  dort,  und  erhalten  unter  Benutzung  derselben  Ab- 
kürzungen [z] 

Q/  =  —  47t  KV-^  4:7t  KF^  p] 

3.  Aus  der  Identität  von  l\  und  Q/  folgt,  wie  wir  besonders 
hervorheben,  dass  Q,'  innerhalb  91  dieselben  Haupteigenschaften  wie 
V  besitzt,  und  dass  daher  auch  der  Function  (F+Qi')  die  nämlichen 
Eigenschaften  zukommen  werden. 

4:  Einen  zweiten  Näherungswert  erhalten  wir  dadurch,  dass  in 
den  Gleichungen  [c]  das  noch  unbekannte  Q*  ersetzt  wird  durch  deu 
in  2.  gefundenen  Wert  Q/  und  diese  Gleichungen  sodann  substituirt 
werden  in  die  ursprünglichen  [a]  und  [b].    Diese  werden 


'■'-///{ 


d( V+Q/)  STa       B(V±Q/)  STa 


■   d(V+Q/)dra\ 
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^'  -JJJ   \     8^1      »*,  "^     ^i      8yi 

,  8(F-t-Q/)8r<)  .    .    ,  rn 

+  — g^— ^jd*,«y,rf.,  [1] 

Zafolge  der  Bemerkung  3.  sind  diese  beiden  Ausdrücke  der  näm- 
lichen Umgestaltung  zu  unterwerfen  wie  vorher  die  Ausdrücke  für 
Qa   und  Q/.    Es  wird  demnach 

Der  letzte  Ausdruck  Q/'  ist  nun  in  ähnlicher  Weise  zu  bebandeln  wie 
der  obige  für  Q^.  Es  wird  nämlich  zunächst,  wenn  man  den  Satz 
(§1.  13.)  anwendet  auf  die  Function  (F-f-Q/), 

oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 

einführen  und  für  Q/  seinen  Wert  [i]  setzen, 

oder  anders  geschrieben 

Q/'«(-A+A2)r  [ö] 

5.  Für  die  Function  Q/'  ist  dieselbe  Bemerkung  zu  machen  wie 
in  3.  für  Q/.  Es  ist  nämlich  ohne  Weiteres  klar,  dass  der  Ausdruck 
[l]  derselben  Discussion  unterworfen  werden  kann  wie  sie  in  §  1, 
12  angestellt.  Daraus  ist  denn  auch  zu  schliessen,  dass  die  Function 
(F-j-Q/')  widerum  dieselben  Haupteigenscbaften  innerhalb  31  wie  F, 
Q/,  Q/'  besitzen  wird.  Noch  sei  bemerkt,  dass  Q/'  identisch  ist  mit 
(Vi-{^Vi)  des§  1. 

6.  Das  nun  weiter  einzuschlagende  Verfahren  ist  durch  4.  und  5. 
bereits  vollständig  angegeben.  Wir  erhalten  den  3ten,  4ten,  5ten 
etc.  Näherungswert  von  Q,   indem   wil*  die  succossive   gewonnenen 
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Werte  Q/',  Q/",  Q/^  ...  ete.  einsetzen  in  die  Gleichungen  [c]-,  diase 
wiederum  in  [a]  und  [b]  und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  Q«*', 
Qa(^^,  Qa^'')  ...  etc.  und  Q,^  Qt^^^\  Q/H  ...  etc.  denselben  Trans- 
formationen unterwerfen  wie  unter  4.  dargestellt. 

7.    Der  «te  Näherungswert  wird  durch  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens 


woraus  sich  ebenso  wie  in  §  1  durch  Einführung  der  Constanten 

l 

ergibt: 

F+Q/«)  =  (1  -x){  r+3cF,  -l-x^Fa  +  ...  x"/-«}  [p] 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  für  eine  unendliche  Anzahl  in  obiger 

Weise  berechneter  Näherungswerte,  die  letzteren  sich  successive  dem 

wahren  Werte  Q,  nähern,  wird 

r+Q.--  (l-x){r+xFi+x2F2+  ...  in  inf.}  [r] 

Setzen  wir  diesen  Wert  dann  in  die  Gleichungen  [c]  und  diese 

wiederum  in  [a]  und  [b]  ein,  so  erhalten  wir  durch  Anwendung  der 

nämlichen  Transformationen,  wie  in  §  1.  11.  und  12.  oder  in  diesem  § 

unter  4.  dargestellt: 

und  für  die  Dichtigkeit  derjenigen  fingirten  einfachen  Oberflächen- 
belegung, durch  welche  die  Wirkung  des  inducirten  Magnetismus  auf 
äussere  und  innere  Punkte  ersetzt  werden  kann 


O'-hf 


tr       *  8(r+)cF,  +  x^F8+...in  inf.)  ^  , 

4xc  ov  '-  -^ 

8.  Die  Formeln  [s],  [t],  [u]  befinden  sich  in  vollständiger  Ueber- 
einstimmung  mit  den  Formeln  [cc],  [dd],  [ff]  des  §  1.,  denn  es  haben 
die  Functionen  F^  F^  ...  an  beiden  Stellen  dieselbe  Bedeutung  (§  1. 
[z])  und  es  befindet  sich  die  Constante  x  an  beiden  Stellen  in  der 
nämlichen  Beziehung  zur  Poisson'schen  Constanteu  h 

_1+2Ä 
^  3A;    * 

Kiel,  Aug.  1877. 


Digitized  by 


Google 


Mücdltn.  321 


XXI. 
Miscellen. 


1. 

lieber  die  sreometrisehe  Darstelinngr  elllptiseher  Funetionen. 

Es  sind  schon  mehrmals  die  Mittel  untersucht  worden,  welche 
zur  geometrischen  Darstellung  der  elliptischen  Integrale  und  Func- 
tionen geeignet  sind;  einen  kleinen  Beitrag  zu  demselben  Zwecke 
sollen  auch  folgende  Zeilen  liefern. 

1.    Betrachtet  man  die  Curve  r  ='f((p)  und  ihre  Inverse  (durch 

reciproke  radii  vectores  transformirte)  r  =  ^r— :,   so  wird  der  Inhalt 

des  Sectors  der  ersten  durch  das  Integral  S  =  i  j  r^dtp^  und  der 


=»-/i 


zweiten  durch  S'  -^  \a^  1  -y  ausgedrückt.    Die  Curve 

0^      "^ 


r  =  a  y  1  —  w*  sin^<p (1 ) 

hat  zur  Inversen  die  Curve 

a 


und  es  wird  dann 


(2) 


(3) 
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oder,  wenn  wir  a  =  y2  wählen  and  die  bekannte  Legendre'sche  Be- 
zeichnung anwenden, 

S^E(m,q>),      S'^F(m,q>) (4) 

Wir  wollen  die  betreffenden  Curven  kurz  E '  und  F  nennen.  Die 
Gleichung  der  J^-Curve  in  Descartesischen  Coordinaten  lautet 

(a;«-fy«)3  — aV— a*(l-wV  =  0 (5) 

68  ist  also  eine  Curve  6ter  Ordnung,  welche  im  Anfangspunkte  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  die  imaginären  Ereispunkte  zu  dreifachen 
Punkten  hat.    Ebenso  erkennt  man  aus  der  Gleichung  der  F-Crune 

(a:2+y«)2— »»V(x2+y»)  — a*  =  0 (6) 

dass  es  eine  Curve  4ter  Ordnung  ist,  mit  den  Ereispunkten  als 
Doppelpunkten.  Beide  Curven,  welche  für  m*<Cl  eine  elliptische 
Form  besitzen,  können  einfach  nach  ihren  Polargleichungen  con- 
struirt  werden-,  man  kann  auch  die  eine  —  vielleicht  die  -E  —  nach 
der  Gleichung  darstellen  und  aus  ihr  die  F  nach  der  Methode  der 
Inversion  ableiten. 

2.  Für  jeden  Wert  des  Modulus  m,  welcher  bekanntlich  der 
Bedingung  0  <  i»  <  1  unterworfen  ist,  erhalten  wir  eine  JE-  und  eine 
i^-Curve.  £s  kann  aber  sehr  leicht  gezeigt  werden,  dass  man  alle 
diese  Curven  als  Schnitte  zweier  invcrsen  Flächen  H  und  <P  mit  den 
Ebenen  eines  bestimmten  Büschels  erzeugen  kann.  Man  braucht  zn 
diesem  Zwecke  nur  in  den  Polargleichungen  der  Curven  i»  =  sin« 
setzen  und  die  Grössen  r,  ^,  o  als  räumliche  Polarcoordinaten  be- 
trachten, welche  mit  den  parallelen  Coordinaten  durch  die  Gleichungen 
fl*  »  rcos^,  y  =  r  sin  9?  cos  09,  z  =  r  sin  9  sin  od  verbunden  sind.  Es 
ist  dann 

4 

r  =»  aVl  —  sin*9)sin*co (7) 

die  Gleichung  der  Fläche  H  und 


(8) 


Vi — sin^sin^o 
die  Gleichung  der  Fläche  4>,  oder,  in  Parallelcoordinaten  ausgedrückt: 

(9) 
(a;«+y«+««)S-ai(ic»-fy»)=0    uud    (a;2+y2+«2)  (x«-f  y«) -«*  -  0 

Wie  hieraus  zu  ersehen,  ist  die  Fläche  H  eine  Rotationsfläche  6ter 
und  O  eine  Rotationsfläche  4ter  Ordnung;  die  J?-Aie  ist  ihre  ge- 
meinschaftliche Rotationsaxe.     Die  Gleichungen  der  Meridiancurven 
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erBcheinen  in  einer  äusserst  einfachen  Gestalt,  nämlich  r  »  aVcos^ 

und  r  —  -;=:,    Jede  durch  die   X-  oder   F-Axe  gelegte  Ebene 
ycosip 

schneidet  die  Fläche  H  in  einer  £-Carve  und  die  Fläche  O  in  der 
entsprechenden  F-Curve.  —  Endlich  sei  noch  die  Bemerkulig  bei- 
gefügt, dass  sich  die  Fläche  ^  zur  geometrischen  Darstellung  der 
elliptischen  Functionen  eignet.  Legen  wir  nämlich  durch  den  Funkt 
(a;,y,9)  dieser  Fläche  und  durch  die  X-Axe  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  die  Fläche  in  einer  i^-Curve,  deren  in  den  Gränzen  0,  9  ent- 
haltener Sector  durch  die  Gleichung  S'=^  F{m^q>)  bestimmt  ist,  und 
es  ist  dann 

^^^^-*— -  =  sinaiÄÄ',    -  — cosawiS',    r^^/iamS'    .    .    .(10) 


r  '     r 

Königgräz,  den  29.  April  1877 


A.  Strnad. 


2. 
UeKer  Bezeichnungen. 


Unter  den  in  der  Mathematik  gebräuchlichen  2ieichen  lassen  sich 
nach  der  einen  Seite  hin  unterscheiden  disponibele  und  feste,  nach 
der  andern  Zeichen  fflr  Grössen,  für  Functionen,  für  Operationen  und 
fOr  Anordnungen.  In  Betreff  der  disponibelen  Zeichen,  welchen  der 
Antor  erst  im  vorkommenden  Falle  ihre  Bedeutung  beilegt,  möchte 
wol  kaum  ein  Punkt  zu  erörtern  sein-,  nur  ist  die  Bemerkung  mcht 
QBwichtig,  dass  die  geläufige  Reihenfolge  der  Buchstaben  im  Alphabet 
und  das  Entsprechen  der  Buchstaben  in  verschiedenen  Alphabeten  uns 
vielfach  zu  statten  kommt  Es  sind  daher  Festsetzungen,  welche 
diesem  Gebrauche  hindernd  in  den  Weg  treten,  nicht  zu  empfehlen, 
nnd  wo  sie  bestehen,  als  baldigst  zu  beseitigende  Uebelstände  zu  ver- 
merken, wovon  später. 

Die  festen  oder  eingeführten  Zeichen  hingegen,  welche  ohne  Er- 
klärung gebraucht  werden,  geben  vielfachen  Grund  zur  Besprechung. 
:Abänderungsvorschläge  im  einzelnen,  welche  schon  manchmal  zutage 
getreten  sind,  gehen  meist  aus  einseitigen  Erwägungen  hervor;  sie 
l>egegnen  darum  oft  unmotivirter  Missbilligung,  weil  sie  die  ihnen 
entgegenstehenden  Interessen  nicht  zum  Bewusstsein  und  zur  Klarheit 
bringen.  Damit  Abänderungen  einen  definitiven  Fortschritt  der  Praxis 
iF«rbtrgen  können,  muss  beim  einzelnen  Punkte  die  Gesammtheit  ins 
Ange  gefasst  und  auf  alle  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkte 
Btteksieht  genommen  sein.    Letztere  in  grösst  möglicher  Yollständig- 

2l» 
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keit  und  bester  Ordnung  zusammenzustellen  ist  der  Zweck  des  Fol- 
genden. Doch  empüehlt  es  sich  in  praktischen  Fragen,  dieselben  nicht 
in  abstracten  Principien,  sondern  an  den  wirklich  vorliegenden  Gegen- 
ständen darzulegen.    Ich  folge  daher  der  oben  aufgestellten  Einteilung. 

I.  Zeichen  für  Grössen.  Gewöhnlich  ohne  Erklärung  ge- 
braucht werden  die  Buchstaben  tc,  e,  i,  g. 

1.  Periode  der  Krcisfunctionen.  Wenn  ursprünglich  » 
den  Ereisumfang  für  den  Durchmesser  1  ausdrücken  sollte,  so  hat 
diese  Bedeutung  jetzt  keine  Geltung  mehr,  wo  immer  der  Radius  zur 
Einheit  genommen  wird.  Hiernach  würde  für  2;c  ein  Zeichen  zu  setzen 
sein.  Doch  handelt  es  sich  nicht  allein  um  Ausdruck  des  Ereis- 
umfangs;  eine  weit  überwiegende  Rolle  kommt  dem  2n;  als  Perioden- 
länge zu.  Die  Praxis  hat  sich  bei  allen  symmetrisch  periodischen 
Functionen  dafür  entschieden  nicht  die  ganze,  sondern  die  Yiertel- 
periode  zu  bezeichnen,  weil  diese  das  gesammte  Intervall  der  Zahlen- 
werte der  Function  umfasst,  was  sich  zunächst  bei  Tafeln  geltend 
macht,  aber  auch  auf  die  Rechnung  vielfachen  Einfluss  übt  (Comple- 
mentarfunctionen,    Teilung  der   Intervalle  von  Integralen  u.  a.  m.). 

Hier  zeigt  sich  die  Schreibung  ^  äusserst  unbequem,  so  dass  es  Viele 

vorziehen  dafür  90^  zu  schreiben.  Sind  wir  aber  erst  dazu  gelangt 
die  Nonagesimal-  und  Sexagesimalteilung  zu  beseitigen,  so  wird  ein 
Zeichen  für  den  Quadranten  unentbehrlich,  da  es  immer  als  Benen- 
nung zur  decimal  dargestellten  Zahl  hinzutritt  Hierzu  bedarf  es  nun 
keiner  neuen  Einführung.  Im  Unterricht  lernt  der  Schüler  das  Zeichen 
R  für  den  rechten  Winkel,  ehe  er  von  n  etwas  hört;  es  ist  nur  nötig 
bei  diesem  Zeichen  stehen  zu  bleiben,  also  nachher  bei  der  Kreis- 
berechnung, wo  der  Bogen  für  den  Radius  1  als  Mass  des  Centri- 
winkels  betrachtet  wird,  nur  den  Bogen  nach  dem  Winkel,  statt  um- 
gekehrt, zu  bezeichnen,  mithin  4Rr  als  Wert  des  Kreisumfangs  an- 
zugeben. Dass  dies  gewöhnlich  nicht  geschieht,  scheint  in  einer 
Täuschung  seinen  Grund  zu  haben.  Man  denkt  sich ,  am  Zeichen  R 
hafte  die  Vorstellung  einer  Winkelfigur.  Hat  man  einmal  die  Winkcl- 
grösse  mit  der  Zahl  identificirt,  wie  es  ja  factisch  der  Fall  ist,  so 
macht  es  doch  gewiss  keinen  Unterschied,  ob  man  2R »  »  oder 
9c  »  2R  setzt.  Durch  den  müssigen  Uebergang  vom  Zeichen  R  za 
einem  neuen  Zeichen  n  die  Illusion  zu  begünstigen,  als  handele  es 
sich  um  heterogene  Dinge,  ist  jedenfalls  nicht  ratsam. 

Lässt  sich  indes  auf  diese  Art  unser  nächster  Zweck  leicht  er- 
reichen, so  stellt  uns  ein  zweiter  Gesichtspunkt,  der  schon  oben  an- 
gedeutet ist,  eine  weitere  Forderung.  Es  ist  ein  Uebelstand,  dass 
Buchstaben  mitten  aus  dem  Alphabet  heraus  für  eine  exclusive  feste 
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Bezeichnung  in  Beschlag  genommen  und  dem  freien  Gebrauche  ent- 
zogen werden.  Sehr  oft  haben  wir  Anlass  eine  Reihe  auf  einander 
folgender  Buchstaben  des  Alphabets  der  Uebersichtlichkeit  wegen  zu 
wählen,  und  finden  uns  daran  durch  einen  einzigen  der  Reihe  gehin- 
dert, weil  er  Zweideutigkeit  verursacht.  Für  eine  so  unveränderliche 
und  in  allen  Gebieten  der  Mathematik  vorkommende  Grösse  können 
wir  ein  besonderes  Zeichen  haben.  Es  würde  sicher  verbürgt  sein, 
dass  die  Typen  nie  entwertet  würden.  Den  Weg  zur  Formirung  zeigt 
uns  die  bei  den  Operationszeichen,  namentlich  dem  Differential-,  Inte- 
gral- und  Wurzelzeichen  befolgte  Praxis,  welche  den  anfänglich  dafür 
gebrauchten  Buchstaben  </,  «,  r  derart  modificirt  hat,  dass  die  ver- 
änderte Form  noch  immer  den  gewohnten  Eindruck  macht  und  doch 
kenntlich  unterschieden  ist.  Ebenso  könnte  man  das  R  etwa  links 
oben  abrunden  und  zugleich  verkleinern;  letzteres  und  die  gerade 
Stellung  würde  schon  bei  den  vorhandenen  Lettern  ausgeführt  werden 
können  und  zur  Unterscheidung  hinreichen.  Auf  Grössenzeichen  hat 
jenes  Verfahren  bis  jetzt  noch  keine  Anwendung  gefunden,  doch  sind 
sie  hinsichtlich  der  Unterscheidungsbedürftigkeit  in  gleichem  Falle 
mit  den  Operationszeichen;  es  ist  daher  wol  nur  zufällig,  dass  es  noch 
nicht  geschehen  ist. 

2.  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen.  Von  dem 
Vorstellenden  findet  nur  das  zweite  Abänderungsmotiv,  aber  dieses  in 
noch  höherem  Grade  auf  das  Zeichen  e  Anwendung.  Die  Grundzahl 
der  natürlichen  Logarithmen  ist  eine  ebenso  unveränderliche  und  in 
der  ganzen  Analysis  eine  wichtige  Rolle  spielende  Grösse,  und  ver- 
diente daher  ebenso  ein  besonderes  Zeichen.  Dass  man  dieses  aus 
dem  kleinen  lateinischen  Alphabet  entnommen  hat,  beengt  den  freien 
Gebrauch  noch  empfindlicher  als  die  Vorwegnahme  des  tt,  weil  uns 
dasselbe  ohne  die  verursachte  Lücke  das  bequemste  von  allen  Alpha- 
beten sein  würde.  Auch  hier  liesse  sich  durch  Modification  der  Buch- 
stabenform abhelfen;  in  Ermangelung  der  Typen  könnte  man  einst- 
weilen das  selten  gebrauchte  e  dafür  setzen.  Am  meisten  fehlt  uns 
ein  kurzes  Wort,  dass  die  Bedeutung  ausdrückt,  wie  das  Wort  „Rech- 
ter'*  im  vorigen  Falle  dem  Bedürfniss  vollkommen  genügte. 

3.  Quadratwurzel  aus  —1.  Das  Zeichen  i  vertritt  nicht  wie 
n  und  e  einen  Begriff  von  unveränderlicher  Auffassung.  Die  Theorie 
der  Imaginären  ist  noch  so  stark  in  der  Entwickelung  begriffen,  dass 
wir  alle  Festsetzungen  als  interimistische  betrachten  müssen.  Es  kann 
insbesondere  ein  Zweifel  erhoben  werden,  ob  i  ajs  Grösse,  oder  +^ 
-— i  als  Vorzeichen  wie  +  und  —  aufzufassen  sind.  Hier  scheint 
daher  eine  Abänderung  besser  für  spätere  Zeiten  vorbehalten  zu 
werden. 
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4.  Gewicht  der  Masseneinheit.  Das  Zeichen  ^  ist  in  an- 
derem Falle  als  tc,  e  nnd  t,  insofern  es  in  keiner  allgemeinen  Theorie 
Bedeutung  hat,  nnd  nur  in  der  angewandten  Mechanik  vorkommen 
kann.  Wenn  es  daher  ohne  Erklärung  gebraucht  wird,  so  lässt  es 
sich  als  ein  disponibeles  Zeichen  ansehen,  dessen  Bedeutung  aus  dem 
Zusammenhange  erheilt.  Eine  Beeinträchtigung  des  freien  Gebrauches 
fahrt  dasselbe  nicht  mit  sich.  Nur  sollte  man  nicht,  wie  dies  mis- 
bräuchiich  in  manchen  Lehrbüchern  der  Fall  ist,  das  g  in  Formeln 
finden,  die  mit  der  Erdanziehung  nichts  zu  tun  haben,  z.  R  in  dem 
Ausdruck  fdr  die  Centrifugalkraft 

Nun  giebt  es  noch  manche  stehende  Bezeichnungen,  namentlich 
für  variabele  Grössen,  z.  B.  t  für  die  Zeit.  Diese  lassen  sich  jedoch 
wenn  sie  auch  bisweilen  ohne  Erklärung  gebraucht  werden,  als  dispo- 
nibele  betrachten,  und  haben  nie  aufgehört  als  solche  zu  dienen. 

n.  Zeichen  für  Functionen.  Bei  den  stehenden  Functions- 
bezeichnungen  mit  Angabe  des  Arguments  ist  die  schädliche  Vorweg- 
nahme einzelner  Buchstaben  grösstenteils  dadurch  vermieden,  dass  sie 
mit  mehreren  Buchstaben,  welche  eine  Abkürzung  des  Namens  dar- 
stellen, geschrieben  werden;  denn  ein  freier  Gebrauch  von  solchen 
Combinationen  pflegt  nicht  stattzufinden.  Hierhin  gehören  die  Zeichen 
sin,  cos,  tg,  cot,  log.  Zu  diesen  sind  nur  wenige  Bemerkungen  zu 
machen.  Dass  neben  der  ganz  unzweideutigen  Abkürzung  tg  noch 
einige  weniger  kurze  bestehen,  ist  offenbar  überflüssig.  Das  Zeichen 
log  ist  für  briggische  und  natürliche  Logarithmen  in  Gebrauch,  doch 
kommt  man  nicht  in  den  Fall  über  die  Deutung  in  Zweifel  zu  sein. 
Dieselbe  kenntlich  zu  machen  ist  leicht,  daher  braucht  keine  Unter- 
scheidung eingeführt  zu  werden.  Zu  verwerfen  ist  die  in  Vorschlag 
gekommene  Einführung  eines  Zeichens  für  loga;  Grundzahl  a.  Denn 
diese  Function  ist  nicht  transcendent  in  2  Argumenten,  sondern  rational 
in  2  Werten  einer  Function  eines  Arguments  log« :  log a;  es  würde 
das  Einfachere  complicirter  machen. 

1.  Inverse  elliptische  Functionen  1.  Gattung.  Die 
Bezeichnung  der  elliptischen  Functionen  ist  unter  2  verschiedenen 
Auffassungsweisen  entstanden.  Legendre  stellte  dieselben  als  Func- 
tionen der  Amplitude  dar.  Seine  hierauf  berechneten  Bezeichnungen 
sind  auf  die  neue  Gestaltung  der  Theorie,  in  der  das  Integral  I.Gat- 
tung unabhängige  Variabele  ist,  übertragen  worden.  Hier  ist  die 
Amplitude  eine  Mittelfunction  von  geringer  Bedeutung,  nur  zur  Er- 
leichterung einiger  wenigen  Deductionen  dienlich.  Nach  Inversion 
treten  3  coordinirte  gleichberechtigte  Functionen  auf,  welche  von  da 
an  unentbehrliche  Elemente  der  Rechnung  sind,  und  als  solche  ein- 
zeln Zeichen  beanspruchen.    Jacobi  hat  diese  Zeichen  nicht  einfllhreB 
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wollen  und  statt  dessen  nnr  die  Amplitude  bezeichnet  ans  dem  Grunde, 
weil  die  definitive  Bezeichnung  erst  dann  bestimmt  werden  könne, 
wenn  die  Theorie  zu  einem  Abschluss  gediehen  sei;  bis  dahin  seien 
nur  die  notwendigsten  Einführungen  vorzunehmen  um  nicht  der  spä- 
teren Gestaltung  in  den  Weg  zu  treten.  Hiermit  hat  er  die  getroffene 
Auskunft  für  eine  interimistische  erklärt.  Wenn  nun  heutzutage  noch 
das  Festhalten  an  der  vermittelten  Bezeichnuug  von  manchen  Seiten 
gefordert  wird,  so  ist  jedenfalls  die  Berufung  auf  Jacobi's  Ausspruch 
nicht  stichhaltig.  Denn  erstens  betrachten  diejenigen,  welche  die 
Zeichen  sin  am  u,  cos  am  u,  Jamu  gebrauchen,  dieselben  als  Ausdrücke 
directer  Functionen  von  u,  nicht  von  amu^  mithin  sind  dieselben 
gegenüber  den  Zeichen  sin,  cos,  J  in  Wirklichkeit  3  neue  Einführun- 
gen, zweitens  sieht  niemand  diese  Einführungen  als  interimistisch  an; 
denn  niemand  denkt  jetzt,  nachdem  die  Auffassung  der  3  Functionen 
länger  als  20  Jahre  dieselbe  geblieben,  daran,  dass  in  diesem  Punkte 
die  Theorie  eine  Umgestaltung  erfahren  könnte.  Da  wir  nun  neben 
dieser  Bezeichnung  die  hinreichend  bekannte  Gudermann'sche  snu^ 
cnu^  dnu  besitzen,  so  kann  es  sich  nur  darum  handeln,  welche  von 
beiden  zweckmässiger  ist,  die  ungleichmässige  mit  ö  und  4  oder  die 
glcichmässige  mit  2  Buchstaben.  Alle,  die  sich  überhaupt  über  letz- 
tere ausgesprochen  haben,  finden  sie  gut  gewählt  und  praktisch;  Ein- 
wände dagegen  sind  nicht  an  den  Tag  getreten.  Was  also  die  er- 
stere  bevorzugen  lässt,  ist  nichts  als  Täuschung.  Diese  zu  enthüllen 
war  reichlich  Grund,  da  sie  dem  Fortschritt  zu  einer  befriedigenden 
Praxis  solange  entgegengewirkt  hat. 

2.  Elliptische  Functionen  2.  und  3.  Gattung.  Gegen 
die  Legendre'sche  Bezeichnung  E  und  II  ist  erstlich  geltend  zu  machen, 
dass  sie  2  Buchstaben  dem  freien  Gebrauch  entzieht;  namentlich  wird 
n  gern  in  andern  Bedeutungen  gebraucht.  Ausserdem  ist  jetzt  E 
das  gewöhnliche  Zeichen  für  den  Quadranten  2.  Gattung,  bei  Legendre 
JE^.  Hierzu  kommt,  dass  wir  jetzt  directe  Functionen  von  i«,  nicht 
mehr  von  amu  zu  bezeichnen  haben;  endlich  in  Betreff  der  3.  Gat- 
tung, dass  sie,  stark  abweichend  von  Legendre,  jetzt  in  deijenigen 
Form  definirt  wird,  welche  unmittelbar  in  Logarithmen  der  Jacobi- 
8chen  Functionen  übergeht.  Die  Gudermann'sche  Bezeichnung  der 
2.  Gattung  elu  kann  sehr  wol  befriedigen  und  empfiehlt  sich  beson- 
ders durch  den  Hinweis  auf  die  geometrische  Deutuug.  Die  der  3. 
Gattung,  D  mit  4  Indices,  welche  sich  der  heutigen  Definition  an- 
schliesst,  hat  nur  das  gegen  sich,  dass  sie  einen  Buchstaben  in  Be- 
schlag nimmt.  Es  wäre  sowol  zur  Vermeidung  dieses  Umstandes  als 
auch  um  der  Gleichmässigkeit  willen  eine  Combination  von  2  kleinen 
lateinischen  Buchstaben  vorzuziehen. 

Die  Zeichen  0^  H  für  die  Jacobi'schen  Functionen  werden  noch 
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verschieden  in  Anwendung  gebracht,  die  K  und  E  für  die  eil.  Quadran- 
ten nicht  als  Functionsbuchstaben  betrachtet;  daher  können  wir  sie 
zu  den  disponibelen,  wenn  auch  vorzugsweise  gewählten  Zeichen 
rechnen. 

3.  Das  Euler'sche  Integral  und  die  Gauss'sche  Func- 
tion. Von  den  Functionszeichen  F  und  F  gilt  nur  der  allgemeine 
Einwand.  Es  würde  sich  empfehlen  zu  schreiben:  Ft  (Gamma  Euleri) 
und  Fg  (Functio  Gaussiana). 

III.  Zeichen  für  Operationen.  Nicht  alle  Operationszeichen 
drücken  Functionen  aus,  und  auch  unter  denjenigen,  welche  dies  tun, 
giebt  es  solche,  die  nicht  nach  Art  der  allgemeinen  Functionszeichen 
vor  die  Argumente  geschrieben  werden.  Beide  Arten  können  wir 
also  den  eigentlichen  Functionszeichen  entgegensetzen.  Alle  dahin 
gehörigen  Operationszeichen,  soweit  sie  für  eingeführte  gelten,  haben 
bereits  ihre  befriedigenden,  ausser  dem  Alphabet  liegenden  Formen. 
Manche  wollen  zwar  die  Unterscheidung  des  vollständigen  Differentials 
und  partiellen  Differentialquotienten  durch  d  und  d  für  eine  einge- 
führte ausgeben.  Diese  ist  aber  nur  für  gewisse  einfachere  Abhän- 
gigkeitsi^lle,  die  freilich  die  häufigsten  sind,  haltbar,  und  muss  daher 
der  Natur  der  Sache  zufolge  stets  eine  disponibele,  vom  Schriftsteller 
zu  erklärende  bleiben.    Meistens  ist  sie  überhaupt  überflüssig. 

IV.  Die  Anordnungszeichen  (Klammem,  Trennungszeichen  u.  s.  w.) 
geben  keinen  Anlass  zur  Besprechung. 

Das  Vorstehende  hat  sich  nicht  mit  der  Aufgabe  beschäftigt  über 
die  vorgefundenen,  in  Gebrauch  befindlichen  Bezeichnungen  hfiiaas 
erfinderisch  vorzugehen.  Sollte  die  Nennung  der  vorhandenen  Mängd 
den  Anlass  bieten,  dass  es  von  anderer  Seite  geschähe,  so  würden 
mir  dahin  gehende  Vorschläge  willkommen  sein.  Es  ist  ein  kurzes 
Wort  für  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  und  ein  dem  e 
ähnliches  Zeichen,  femer  ein  aus  2  kleinen  lateinischen  Buchstaben 
bestehendes  Zeichen  für  die  elliptischen  Functionen  3.  Gattung  mit 
Unterscheidung  der  4  Formen  zu  erfinden.  Mein  ausschliessliches 
Ziel  war  es,  gegen  oft  gehörte  täuschende  Bestimmungsgründe  Kritik 
zu  üben  und  dadurch  das  Haupthinderniss  einer  befriedigenden  Praxis 

zu  entfernen. 

B.  Hoppe. 
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3. 
Bestimmnngr  der  Flfteheniiilialte  Jener  Cunren,  die  dnreh  die  Oleiehun; 


i:ere1»eii  sind,  in  weleher  m  eine  iruue  pesitiTe  ZaU  beseiehnet. 

Es  ist  leicht  einzuseheD,  dass  die  Fläche  der  durch  die  Gleichung: 
(1)  gegebenen  Curven  bestimmt  wird  durch  nachstehendes  Integrale 

a 

»Bx  (2) 


-/' 


Setzt  man 

-L 

y  =  b,(l  —  «)*" 

so  geschieht  der  Gleichung  (1)  Genüge,  und  das  Integrale  (2)  geht 

über  in 

1 


(3) 


Das  in  (3)  stehende  Int^;rale  ist  die  bekannte  Beta-Function,  folglich 
gestattet  die  Gleichung  (3)  nachstehende  Schreibweise: 


-(t)A^+k) 


Dies  vereinfacht  sich,  wenn  man  die  Gleichung 
berücksichtigt,  denn  dann  ist 

Setzt  man  m  »  qo  ,  so  ist 

und  dies  ist  selbstverständlich,  weil  die  Gleichung  (1)  für  unendlich 
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wachsende  Werte  von  m  sich  fort  nnd  fort  einem  Rechtecke  nähert, 
welches  die  Seiten  2a  nnd  2b  hat.  (Siehe  die  Arbeit  Ton  Dr.  J.  Grai- 
lich  im  23.  Bande  der  SitEtingsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien). 


Man  kann  auch  das  in  (4)  stehende  Resultat  erlangen,  wenn  man 
von  der  Formel  Lejcune-Dirichlet's 

aasgeht,  in  welcher  x^  y^  z,  ...  solche  positive  Zahlen  bedeuten,  für 
welche 


©'+(1)'+©'+ 


<1 


ist,  und  wo  die  Gonstanten  a,  &,  c, ...  p^  ^,  r, ...  or,  ß^  y, ...  positiv  sind 
Lässt  man  nämlich  das  Integrale  (5)  ein  Doppclintegralc  sein,  so  hat 
man: 


(6) 


unter  der  YoraasBetzaog,  dass 

<1 


{tf+iSf' 


ist,  und  a,  6,  /),  <z,  a,  ß  positive  Zahlen  bezeichnen.    Setzt  man  nun 
in  (6) 

statt  a  die  Zahl  1 


99        9. 

51 

?1 

»     1 

„     2m 
„     2m 

5,      o 

so  erhält  man 

ffä.äy  = 

ah 

Hm 

•4+y 

vorausgesetzt, 

dass 

(7) 
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ist,  und  a,  b  and  m  positive  Zahlen  bedeuten. 

Das  in  (7)  stehende  Resultat  gibt  den  4ten  Teil  jener  Fläche  an, 
welche  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist,   und   somit  ist  die  Richtigkeit  der  Formel  (4)  nach- 
gewiesen. 


Bestimmuig  des  K9rperin]ialtes  Jener  Fliehen,  die  dureh  dieOleiehuif 

{!)"■+(!)-+ (f-' 

gegeben  sind,  in  welcher  m  eine  guixe  positiTe  Zahl  bezeiehnet. 

Schneidet  man  die  Fläche.  (8)  durch  die  Horizontal-Ebene  s  »  A, 
so  ist  die  Gleichung  eines  Horizontalschnittes 

und  diese  Gleichung  gestattet  auch  folgende  Schreibweise: 
a^ I ^ ^ 

Die  Fläche  dieses  Schnittes  ergibt  sich  aus  der  Formel  (4)  und  ist: 


Wird  dies  mit  dh  mnltiplicirt,  und  innerhalb  der  Grenzen  von  0  bis  c 
integrirt,  so  hat  man  die  Hälfte  des  gesuchten  Eörperinhaltes.  Es 
ist  demnach 
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Setzt  man  nun 


1 


so  ist: 


V+s)  ^ 


-K"«  2^-^ TT^-  f  «*^**      (1  — a)«rftt 


Das  hier  anftretendo  Integrale  ist  wieder  eine  Beta-Function,  und  ist 
gleich 

folglich  ist 

^_^  ^{l)H^+l)]' 

oder  anders  geschrieben: 


K^8abc. 


und  dies  geht  fttr  m  =  oo  über  in 

K  =  Sabc 

was  wieder  von  selbst  klar  ist,  weil  der  durch  die  Fläche  (8)  be- 
grenzte Körper  mit  dem  Wachsen  von  m  sich  fort  und  fort  dem 
Körperinhalte  eines  Parallelepipeds  nähert. 

Mittelst  der  Formel  (5)  von  Lejeune-Dirichlet,  welche  im  Jahre 
1839  in  Liouville's  Journal  für  Mathematik  veröffentlicht  wurde,  lässt 
sich  gleichfalls  das  gefundene  Besultat  herstellen. 

Simon  Spitzer. 
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4. 


SammiruBgr  der  Reihe  ^  —  lUr  m  »»  1,  2,  3,  4,  5, 


n 


1)  Bezeichnet  man  die  Summe  der  Reihe  fttr  m  «  1  mit  S  -;• 

^  in! 

so  hat  man: 

also  die  bekannte  Formel. 

2)  WeU 

1.2,3.      4       . 


1.2^1.2.3^1.2.3.4^  •• 
so  erhält  man  durch  Addition: 

3         4  5 

2«  =  1  +  2+ j;2+j^+j-2;3^+.. 

Daher  gilt  die  Gleichung: 

i:i=i+l!+3i+i5+-=2'' 

3)  Es  ist 

3.4.5 


2e 


^'^^"'■1.2+1.2.3+1.2.3.4"^ 


l[2e]-2.-         l+r2+llr3  +  il|-4+ 

i[e]  =  «  ^     i+ä+il3+r&4+ 

so  crgiebt  sich  durch  Addition: 


woraus  folgt: 


5« = i+44-i;2+r2:3+r2:35- 


00  ,jS  2*      38     43 

f;n  =  ^+2!+3i+4!+-"'^ 
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4)  Weil 

,       1  a..  .    ö  j.  16  o.   25 

ir^i       ;;  i_i_  ^  _i_  ^7     .      64 

i[5«]  =  5e  -     i+i:2-*T2r3+i:25a- 

2[2e]  =  4.-        a+j-g  +  j-^^+iläl- 

80  erhält  man  durch  Addition: 

ir        i_L.ft_L27    ,    64         125 

15« = i+8+i:2+i:25+i:2Ä4+' 

oder 

2  n*       .   ,  2*  ,  3*.  4* 


5)  Es  ist 


f;ü=  1  +  21+31+4!+- -=1^' 


in,       iJ-ft4-27   ,     W         125 
15«  =  l  +  S  +  j^ä+rB+OJi' 


1[15«]  =  15«=        l+r2+il3+im+" 

„  1  24   ,    81    ,     192     , 
3[5e]    =15«=         3+i;2+i:2:3+r2j4+- 

15  97  ilÄ 

3[2e]    =    6«=         3+j-3+j;|3  +  j^+... 

IW    -    *=      1  +  A+  ^    ■     *     • 


1.2^1.2.3^1.2.3.4 
so  erhalt  man  durch  Addition: 

52«  =  14-164-^4-^ +-^?^ -4- 
öJ«  =  1  +  1«» +1.2+ 1.2.3 +  1.2.3.4  + 

oder 


6)  WeU 


•  «6  2*     3*     4» 

f;n-l  +  2!+l!+4l+--  =  ^2« 


^9.      ia.ißJ_®l  J_256  ,    625 
52«  =  14.I6+-2+ j;2:3+ j^g^g^jH- 


,r^oi       Ro  ,  .  32    ,    243   .    1024    , 

1[52«]  =  52«  -  1  +  1:2+1:2:3+1:2^4+- 
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,r.r  -.       <,«  .  ,  W   ,   324   ,   1024     , 

4C15*]  -  60e  -  *+r2-^U-^+lMI  +' 

«r.  -,        „«  „  ,  48   ,   162   ,    384     , 

6[5«]    -3(k=.  6  +  i:2+i:27i+r2Ä4+- 

Iß  ^  fvi 

4[2e]    -8.-  *+r2+if3+i||l  +  - 

1[«]      =      e==  1+1:2+1:2:3+1:2^4 +  • 

SO  ergiebt  sich  durch  Addition: 

203«  _  1+32+^  2  +1Ä3+ 1.2.3.4 +  •• 
oder 

« ,,e  2*     3*     4* 

fi!-l  +  2!+5l+4!+-=208* 

7)  £3  ist 

JIM«  -  l-hdJ-l-j  2  +1.2.3+1.2.3.4+- 

1[203«]-2Ü3«=  1+1:2+1:2:3+1:2.35 +• 

10[1H=150«=         10+^+^3+S+- 

10[6«]     =50«=         10+g+SI+im+- 

5[2«]     =10«=  5+r2+if-3+ilL  +  - 

iw    =    «-      i+i:2+i:2r3+r2Ä4+- 

80  erhalt  man  durch  Addition: 

«77,  -  1 4.ßd4-^29     4098     15625 
877«  -  1+64+ j^  +l2:3+i:2Äi+- 

<o  ni  2''      3^      4^ 

f;ü  =  l+2i+3!+4i+-='8'^' 


oder 
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8)  Das  Büdüngsgesetz  dieser  Ausdrücke  «,  2c,  5«,  15«,  52«,  203«, 
...  ist  leicht  ersichtlich: 


E'L 


i"-?_rii;+ii=^+j5;+eJ?*+4i^+i=i!  1=203, 

in!       Li  «•        ll  w-  in!'      in!'       1  n!    '    i  nl)j 

in!        L  1  »J        1 1  »•  in!*         in!*         in!*         in! 

00        2  GO  \    -1 

+  62r^  +  2:!t       =4140. 
*      1  n!    *     1  n\)  J 

Auf  diesem  Wege  kann  man  weiter  gehen. 

Entno,  d.  1.  März  1877.  6.  Dobiiiski. 
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Yeriay  vob  Modellen  fOf  den  htthercn  math>  ünicrrichh 

Bei  L.  Biill  in  Darmstadt  erschien  soeben: 

Math.  Gips-Modelle 

mod.  nach  den  im  math.  Institut  der  k.  technischen  Hochschnle  in  München 

unter  Leitung  der  Proff.  Dr.  Brill  und  Dr.  Klein 

angefertigten  Originalen. 

Formen  nnd  Abgüsse  Ton  J.  Ereittmayr,  Formator  des  National- 

miisenms  in  München. 

Zweite    Serie. 

6)  Drei  Modelle  der  Kummer'schen  Fläche  (16,  8»  4  Enotenpankte  reell.) 

7)  Fläche  3ter  Ordn.  mit  4  reellen  con.  Knotenpunkten  nebst  Haiipttangen- 
teneorven.  8)  Drei  Botationsflächen  oonst.  mittl.  Krümmung  nebst  geodät. 
Lioien.  9)  Botationsfläche  von  const  negat.  Krümmungsmass  (Kegel- 
Typus)  nebst  geodät.  u.  Asymntoten-Linien.  10)  Desgl.  (Hjperboloid- 
Typus)  mit  parallelen  geodät.  Linien  u.  geodät.  Kreisen.  11)  Bahncurve 
eines  schweren  Punktes  auf  einer  KugeL 

Zu  jeder  Gruppe  Ton  zusammengehörigen  Modellen  ist  ein  erläuternder 
Text  beigefügt, 

Preis  der  ganzen  Serie  120  Mark  excl.  Emballage  u.  Yersendungs- 
kosten. 

Mod.  u.  Proep.  sind  duroh  jede  Buohliandlung,  ferner  durch  Hrn.  Kreitt- 
mayr  In  München,  sowie  direct  durch  die  Verlagebuchhandlung  zu  beziehen. 

In  anserm  Verlag  ist  soeben  erschienen: 

Lehrbuch  der  Analysis 

von 

&Qiolf  LipiBhlii. 

Erster  Bandt 

Grundlagen    der    Analysis. 

38  Bogen  gr.  8^.    Geh.    Preis  15  Mk. 

Durch  die  neueren  Fortschritte  der  Analysis  haben  auch  die  Elemente 
dieser  Wissenschaft  allmälig  tiefgreifende  Umgestaltungen  erlitten.  Die 
Grundbegriffe  und  Beweise  haben  an  Schärfe  der  Fassung  gewonnen ;  vieles 
hat  sich  vereinfacht ,  dagegen  hat  sich  der  llmiang  der  zum  Yerständniss 
der  modernen  Mathematik  und  namentlich  auch  ihrer  physikalischen  und 
technischen  Anwendungen  erforderlichen  Kenntnisse  bedeutend  erweitert. 
Die  mit  den  Anfangsgründen  sich  befassenden  Lehrbücher  haben  aber,  be- 
sonders in  Deutschland,  entsprechende  Veränderungen  gar  nicht  oder  doch 
nur  in  beschränktem  Maadse  erfe^en;  die  Kluft  zwischen  ihren  Auffitssungs- 
weisen  und  denjenigen  Anschauungen,  welche  dem  Studenten  in  den  Vor- 
trägen der  Universitäten  und  technischen  Hochschulen  jetzt  meist  entgegen- 
treten, ist  immer  grosser  geworden.  Um  diese  Kluft  auszufüllen,  musste  der 
Verfasser  im  vorliegenden  Buche  das  ^anze  Gebäude  der  Analysis  aus  den 
Fundamenten  vor  dem  Leser  neu  errichten  und  durfte  bei  ihm  nichts  vor- 
aussetzen, als  diejenige  Gewandtheit  im  Gebrauch  der  mathematischen  Zei- 
chensprache, welche  auch  ein  mittelmässiger  Schulunterricht  immerhin  gibt. 

Der  zweite  Band  „Differential-  und  Integralrechnung'S  womit  das  Werk 
abschliesst,  ist  in  Vorbereitung. 

lai  CokeD  &  Solui  (Fr.  CoM  ifl  Boi. 
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Soeben  erschien; 

Geometrische  Aufgaben 

zu  den 
Kubischen  Gleichungen ,  nebst  einem  Anhange  mit  Auf- 
gaben über  biqnadratische  Gleichungen.     Ein  Supplement 
zu  jeder  Sammlung  algebraischer  Aufgaben 

von 

Dr  Emil  Lampe, 

FrCkleBBDr  »n  d^r  LwiafinaUd tischen  AnweTlipflcbTilp  uiid  lui  d«r 
KänigL  Krle^^BAjfDidi'ZDie  xti  Harljo, 

gr.  8^.     112  SeiteiL     Geh.     Preis  2  Mark, 
Verlai^  von  H.  W,  Müller  in  Berlin. 


INHALT. 

S«itt. 

XVII.     üeber  das  Dreieck.     Von  Max  Greiner 225 

XVIII.    Fortrflcken  der  Bahnscheitel  eines  Pendels  ron  gerin^r  Elon- 
gation.    Mit  Bezugnahme  auf  das  Foucault'sche  Pendel.     Von 

R.  Hoppe S64 

XIX.    Erste  Sfttse  von  den  bestimmten  Integralen   unabhingig   vom 

Differentialbcgriff  entwickelt.    Von  R.  Hoppe 270 

XX.     Zor  Theorie  der  magnetischen  Indnction.     Von  L.  Weber  .    286 
XXI.    Miscellen. 

1.  üeber  die  geometrische   Darstellung    elliptischer    Func- 
tionen.    Von  R.  Strnad 823 

2.  Ueber  Bezeichnungen.     Vo»  R.  Hoppe 328 

3.  Bestimmung  der  Flächeninhalte  derjenigen  Curven,   die 
durch  die  Gleichung 

gegeben   sind,   in  welcher  m  eine   ganze   positive    Zahl 
bezeichnet.     Von  8.  Spitzer 329 

4.  Snmmirung  der  Reihe  ^— p  für  m  =:  1,  2,  3,  4,  5,    ... 

n! 
Von  G.  Dobinski •   ....    326 


Oreifowald,  gadniekt  ^ei  F.  W.  Kanike. 
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Vu  llo)ipc. 
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1878. 


Digitized  by 


Google 


CA.  Koches  Vcrlagsbachhandlung  in  Leipz!^. 

(Durch  alle  Buchhandlungen  zu  beziehen.) 

Lehrbuch  der  Geometrie 

für 

Gymnasien 
und  andere  Lelu-anstalten. 

Von 

C.  Meyer, 

weiland  Professor  am  Gymnasium  za  Potsdam. 

I.  Thcil:  Planimetrie.    12.  Auflage.    Geh.    1  Mk.  75  Pf. 

II.  Theil:  Stereometrie.    6.  Auflage.    Geh.    1  Mk.  50  Pf. 

III.  Theil:  Algebraische  Geometrie.  Trigouometrie.  4.  Auflage.    Geh. 
1  Mk.  50  Pf. 

Freiexemplare  behufs  Eiinführung^  stehen  gern  zu  Diensten. 


Neuigkeiten 

aus  dem  Verlage  von  Oeorge  Westermanu  in  Braunschweig. 

Asher:  Die  wichtigsten  Regeln  der  englischen 

Syntax,    besonders   zur  Vorbereitung  für  Schulamtscandidatcu 
und  einjährig  Freiwillige.    8.    Geh.  75  Pf. 

Ducros:  Le  Parnasse  fran9ais.    choix  de  po^sies 

3.  Aufl.    Miniatur-Ausgabe.    Geh.  Mk.  4,80.    Eleg.  geb.  6  Mk. 

Glaser:  Das  Haus  des  Schulmeisters.    Dem  hoi 

ländischen  des  Gerard  Keller  nacherzählt.    8.    Geh.  Mk.  4,80. 

Neueste  Novellen.   8.  Geh.  Mk.  4,8o. 

Riegel:  Kunstgeschichtliche  Vorträge  und  Auf- 
sätze. Mit  8  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten,  gr.  8. 
Geh.  8  Mk. 

Storni:  Hausbuch  aus  deutschen  Dichtern  seit 

Claudius.     4.  durchgesehene  Auflage.    8.    Geh.  6  Mk.     Elcg. 
geb.  Mk.  7,50. 


Heigel; 


Im  Verlage  von  Quaudt  &  Uilndel  in  Leipzig  ist  soeben  er- 
schienen; 

Theorie  der  Elasticität,  Akustik  und  Optik, 

Von  Prof.  Dr.  Hermann  Klein,  Oberlehrer  am  Vitztbum'schcn 
Gymnasium  in  Dresden.    Gr.  8^.    XII  und  524  S.  mit  104  Holz- 

scbnitten.    Preis  14  Mk.  ^ 

Das  Werk  soll  zunächst  allen  liChrern  der  Physik  einen  bequemen     ^ 
Ersatz  för  die  oft  schwer  zu  erlangenden  Originalarbeiten  bieten,  so- 
dann besonders  den  Studircnden  auf  Universitäten  und  technischen     '^ 
Hochschulen  einen  Dienst  erweisen,  wenn  sie  sich  mit  der  theoretischeu     f 
Behandlung  physikalischer  Probleme  bekannt  machen  wollen. 
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XXII. 
Neue  Methode  zur  Auflösung  des  Dreikants. 

Von 

Herrn  Karl  K| ekler, 

Professor  an  der  k.  k.  Marine-Akademie  in  Fiume. 


Um  ein  gegebenes  Dreikant  aufzulösen,  bringt  man  es  in  eine 
solche  Lage  gegen  die  Projectionsebene,  dass  dieselbe  gegen  alle 
Kanten  gleich  geneigt  erscheint.  Die  Spur  des  Dreikants  ist  dann 
ein  Dreieck  ABC  (Fig.  la  und  Ib),  dessen  Mittelpunkt  /S'  des  um- 
geschriebenen Kreises  die  Projection  des  Scheitels  S  des  Dreikants 
ist.  Ist  noch  die  Höhe  des  Scheitels  über  der  Projectionsebene  ge- 
geben, so  ist  dadurch  das  Dreikant  vollkommen  bestimmt 

Die  Seiten  (Kantenwinkel)  des  Dreikants  erhält  man  in  der 
wahren  Grösse  durch  Umlegen  der  Seitenebenen  um  ihre  Spuren  in 
die  Projectionsebene.  Bei  dieser  Umleguug  erhält  man  die  Seiten- 
ebenen  als  gleichschenklige  Dreiecke  AS^B^  AS^C  und  BS^C  von 
gleicher  Schenkellänge,  deren  Winkel  an  der  Spitze  die  3  Seiten  a, 
b,  c  des  Dreikants  ergeben.  Die  Länge  der  Schenkel  dieser  Seiten- 
dreiecke ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Katheten  der  Radius  des  dem  Spurendreiecke  umschriebenen  Kreises 
und  die  Höhe  des  Scheitels  über  der  Projectionsebene  bilden. 

Um  die  drei  Winkel  (Keile)  des  Dreikants  zu  erhalten,  legt  man 
durch  den  Scheitel  B  die  Neigungswinkelebenen  senkrecht  auf  die 
Kanten.  Die  Spuren  dieser  Ebenen  ergeben  sich  leicht  aus  den 
Schnittlinien  derseU)en  mit  den  Seitenebenen,  welche  auf  der  betref- 
fenden Kante  senkrecht  stehen.  Um  z.  B.  die  Spur  der  auf  der  Kante 
AS   senkrechten  Ebene  zu  erhalten,  zieht  man  in  den  umgelegten 
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Seitenebenen  AS^B  und  AS^C  die  Geraden  S^M  und  S^N  senkrecht 
auf  die  Umlegungen  ASq  und  AS^  der  Kante  AS,  welche  die  Spurea 
-45  und  AC  dieser  Seitenebenen  in  den  Punkten  ilf  und  N  treffen. 
Die  Verbindungsgerade  MN  ist  dann  die  gesuchte  Spnr  der  Neigungs- 
winkelebene des  Keiles  a  des  Dreikants,  und  die  Verbindungslinien 
der  Punkte  M  uno  JV  mit  dem  Scheitel  des  Dreikants  geben  den 
Neigungswinkel  er.  Die  wahre  Grösse  desselben  erhält  man  durcli 
Umlegung  um  die  Spur  AfN,  und  da  die  wahren  Grössen  der  Schnitt- 
linien MS  und  NS  in  den  Umlegungen  S^M  und  S^N  bekannt  sind, 
so  gibt  das  an  MN  mit  den  Seiten  S^M  und  S^N  construirte  Dreieck 
MA^N  die  verlangte  Umlegung,  und  bei  A^  den  gesuchten  Neigungs- 
winkel des  Dreikantkeiles  «.  Die  auf  gleiche  Weise  construirten 
Neigungswinkeldreiecke  PB^Q  und  RC^T  geben  die  beiden  anderen 
Winkel  ß  und  y  des  Dreikants. 

Die  Verbindungslinien  AA^,  BB^  und  CCi  der  Ecken  des  Spuren- 
dreiecks mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  dieser  Neigungs- 
winkeldreiecke gehen  durch  den  Mittelpunkt  S'  und  sind  auf  den 
betreffenden  Spuren  MN,  PQ  und  RT  senkrecht  Diese  Neigungs- 
winkeldreiecke haben  je  eine  Seite  und  einen  Winkel  gemeinsam-, 
die  gemeinsamen  Seiten  a^,  h^^  c^  derselben  sind  aus  den  Kanten- 
winkeln a,  b  und  c  und  der  Kantenlänge  l  des  Dreikants  leicht  be- 
stimmbar. Die  nicht  gemeinsamen  Seiten  MN(m),  PQ{p)  und  RT(r) 
dieser  Dreiecke  bilden  mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  A,  B 
und  C  des  Spurendreiecks  Dreiecke,  welche  zum  Spurendreieck  ABC 
ähnlich  sind,  und  deren  andre  Seiten  og,  b^  und  c^  ebenfalls  durch 
die  Kantenwinkel  des  Dreikants  bestimmt  sind. 

Bringt  man  die  Spuren  MN,  PQ  und  RT  zn  ihren  gegenseitigen 
Durchschnitten,  so  erhält  man  die  Spur  A^B^C^  des  Polardreikants, 
dessen  Seitenebenen  gegen  die  Projectionsebcne  gleich  geneigt  sind-, 
die  Projection  S*  des  Drcikantsscheitels  erscheint  also  als  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreiecke  A^B^C^  eingeschriebenen  Kreises.  Die  Ver- 
bindungslinien der  Eckpunkte  A^,  B^  und  Cg  dieses  Dreiecks  mit  den 
Scheitelpunkten  A^,  B^  und  C^  der  Neigungswinkeldreieckc  schlicssen 
die  Seiten  des  Polardroikants  ein,  und  die  Winkel  QS^T,  NS^R  und 
MSqP  geben  die  Winkel  desselben,  welche  zu  den  Winkeln  und  Seiten 
des  gegebenen  Dreikants  supplementär  sind. 

Soll  ein  Dreikant  aus  3  gegebenen  Stücken  aufgelöst,  d.  h.  sollen 
die  fehlenden  Stücke  bestimmt  werden,  so  hat  man  folgende  6  Fälle 
zu  unterscheiden: 

Gegeben: 

I.    die  drei  Seiten  a,  b,  c\ 
II.    zwei  Seiten  a,  b,  und  der  eingeschlossene  Winkel  /; 
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ni.    zwei  Seiten  a,  b^  und  ein  gegenüberliegender  Winkel  er; 
IV.    eine  Seite  a  und  die  anliegenden  Winkel  ß  und  y ; 
V.    eine  Seite  «,  ein  anliegender  Winkel  ß  und  der  gegen- 
überliegende Winkel  «;  und 
VI.    die  drei  Winkel  a,  ß  und  y. 

I.  Sind  die  drei  Seiten  des  Dreikants  gegeben,  so  trägt  man 
auf  die  Scbenkel  derselben  die  willkürlich  gewählte  Kantenlänge  /  auf. 
Die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  der  Schenkel  geben  die  Seiten 
o^,  h^  und  ^  des  Spurendroiecks,  und  dieses,  sowie  die  bekannte 
Kantenlänge  bestimmen  das  Dreikant.  Die  3  Winkel  erhält  man  nach 
der  obigen  Construction  aus  den  Neiguugswinkeldreiecken. 

IL  Sind  zwei  Seiten,  a  und  i,  und  der  eingeschlossene  Winkel 
y  gegeben,  so  kann  man  aus  den  gegebenen  Kantenwinkeln  a  und  h^' 
und  der  willkürlich  angenommenen  Kantenlänge  l  die  Seiten  a^,  h^ 
des  Neigungswinkeldreiecks  für  den  Winkel  y  leicht  bestimmen.  Man 
trägt  nämlich  (Fig.  2  a)  die  Kantenlänge  auf  die  Schenkel  der  gege- 
benen Winkel  a  und  h  auf,  und  errichtet  in  dem  Scheitel  derselben 
die  Senkrechte  auf  einen  Schenkel.  Gleichzeitig  mit  a^  und  b^  erhält 
man  auch  die  Seiten  a^  und  &3  des  dem  Neigungswinkeldreieck  an- 
liegenden Dreiecks,  welches  mit  dem  Spurendreieck  einen  Eckpunkt 
gemeinsam  hat,  und  die  Seiten  «i,  b^  des  Spureudreiecks.  Trägt  man 
nun  (Fig.  2  b)  auf  die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  y  die  so  ge- 
fundenen Seiten  a^  und  b^  auf,  so  erhält  man  das  Neigungswinkel- 
dreieck RC^T,  und  das  an  die  Seite  RT  desselben  mit  den  Seiten  ajj, 
C3  construirte  Dreieck  RCT  gibt  den  Eckpunkt  C  des  Spurendreiecks. 
Die  beiden  andern  Eckpunkte  A  und  B  dieses  Dreiecks  erhält  man, 
wenn  man  von  C  aus  auf  die  Seiten  CR  und  CT  die  bekannten  Sei- 
ten b^  und  Ol  des  Spurendreiecks  aufträgt.  Aus  dem  Spurendreieck 
lassen  sich  dann  die  fehlenden  Stücke  des  Dreikauts  auf  die  oben 
angegebene  Weise  leicht  bestimmen. 

III.  Sind  zwei  Seiten  a,  b  und  der  einer  dieser  Seiten  gegen- 
überliegende Winkel  a  gegeben,  so  muss  zunächst  der  der  zweiten 
Seite  gegenüberliegende  Winkel  ß  bestimmt  werden.  Um  diesen  Win- 
kel zu  erhalten,  denkt  man  sich  (Fig.  la  und  Ib)  die  Neigungs- 
winkelebenen der  Dreikants^winkel  a  und  ß  parallel  verschoben,  bis 
sie  durch  den  Eckpunkt  C  des  Spurendreiecks  gehen.  Die  einen 
Schenkel  beider  Neigungswinkel,  die  Schnittlinien  CG  und  CH  der 
Neigungswinkelebenen  mit  den  Seitenebenen  CSA  und  CSE  des  Drei- 
kants ,  gehen  ebenfalls  durch  den  Punkt  C  und  sind  auf  den  Kanten 
AS  und  BS  senkrecht.  Die  Schnittlinien  GK  und  HK  dieser  Ebenen 
mit  der  Seitenebene  ASB^  welche  die  zweiten  Schenkel  der  Neigungs- 
winkel «  und  ß  bilden,  gehen  durch  die  beiden  Punkte  G  und  H  der 
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Seitenkanten  AS  und  BS  nnd  sind  ebenfalls  auf  diesen  Kanten  senk- 
recht Diese  beiden  Geraden  schneiden  sich  im  Punkte  K  der  Seiten- 
ebenen ASB^  und  die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem 
Eckpunkte  C  des  Spureadreiecks  gibt  die  auf  der  Seitenebene  ASB 
senkrechte  Schnittlinie  CK  der  beiden  durch  C  gehenden  Neigungs- 
winkelebenen. Diese  beiden  Ebenen  bestimmen  also  die  beiden  bei 
K  rechtwinkligen  Dreiecke  CGK  und  CHK^  welche  die  Kathete  CiL 
gemeinsam  haben  und  bei  G  und  H  die  Neigungswinkel  cc  und  ß  der 
entsprechenden  Dreikantskeile  oder  deren  Supplemente  enthalten. 
Mit  Hülfe  dieser  beiden  Dreiecke  kann  nun  der  Winkel  ß  aus  den 
gegebenen  Stücken  leicht  bestimmt  werden.  Sind  (Fig.  3  a)  a  und  b 
die  gegebenen  Seiten,  so  erhält  mau  zunächst  durch  Auftragen  der 
beliebig  gewählten  Kantenlänge  AS  ==  BS  ^  CS  —  l  die  Strecken 
%,  ag,  as  und  &i,  h^^  b^  auf  die  bekannte  Weise.  Fällt  man  dann 
von  C  die  Senkrechten  CG  und  CH  auf  die  Kanten  AS  und  BS^  so 
erhält  man  in  denselben  die  Hypotenusen  der  Neigungswinkeldreieckc 
CGK  und  CHK,  Construirt  man  an  CG  bei  G  den  gegebenen  Winkel 
cf,  oder,  wenn  «  >  90^,  seinen  supplementären  Winkel,  und  zieht  von 
C  die  Senkrechte  CK  auf  den  zweiten  Schenkel  dieses  Winkels,  so 
ist  CGK  das  Neigungswinkeldreieck  für  den  Winkel  «.  Von  dem 
Neigungswinkeldreieck  des  Winkels  ß  kennt  man  jetzt  die  eine  mit 
CGK  gemeinsame  Kathete  CK  und  die  Hypotenuse  CH^  aus  welchen 
Stücken  es  construirt  werden  kann.  Durchschneidet  man  nämlich  die 
Gerade  CK  im  Punkte  H^  durch  einen  Kreisbogen  vom  Radius  CH 
und  dem  Mittelpunkte  C,  so  erhält  man  in  H^  den  dritten  Eckpunkt 
dieses  Dreiecks,  und  in  dem  Winkel  bei  H^  den  gesuchten  Winkel  ^. 

Bei  dieser  Bestimmung  dos  Winkels  ß  muss  noch  entschieden 
werden,  ob  der  durch  diese  Construction  erhaltene,  spitze  Winkel  des 
Dreiecks  CHK  selbst,  oder  sein  supplementärer,  stumpfer  Winkel, 
oder  vielleicht  beide  Winkel  den  gesuchten  Dreikantswinkel  ß  er- 
geben. Zur  Entscheidung  dieser  Frage  dienen  die  bekannten  Sätze 
über  das  Dreikant,  dass  für 

<  <  ^  ^ 

a'\-h=2R  auch  a+j3  =  2Ä,  und  für  a-^h  auch  n^ß 

sein  muss. 

Man  hat  daher  folgende  8  mögliche  Fälle: 

1.  für  a+&  <  2i?,  a  >  ft,  a  <  R\  muss  ß<iR  seiu; 

2.  „    a+5<:2i?,  a>&,  a>Ä;      „      ß<Ä      „ 

3.  „   a+&  <  2i?,  a  <  &,  a  <  iE;  kann  ß^R     „ 

4.  w   a+*  <  2ä,  a<^h^  «  >  -R;  ist  das  Dreikant  unmöglich; 
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5.  für  a+b  >  2ä,  a  <  &,  a  >  R-,  muss  /5  >  i2  sein; 

6.  „   a+&>2Ä,  a<Ä,  «<Ä;     „      /3  >  Ä    „ 

7.  „  a-f  5  >  2ä,  a  >  5,  «  >  Ä;  kann  /5  ^  Ä    „ 

8.  „  a-\-b  >  2i2,  a  >  5,  o  <;  JR;  ist  das  Dreikant  unmöglich. 

Aus  diesem  Schema  kann  nun  leicht  entnommen  werden,  welcher 
der  beiden  durch  die  Construetion  erhaltenen  Winkel  der  gesuchte 
Drcikantswinkel  ß  ist.  Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  in  den 
Fällen  3.  und  7.,  wo  beide  Winkel  der  Aufgabe  genügen,  bei  beson- 
derer Annahme  der  gegebenen  Stücke  das  Dreikant  auch  unmöglich 
werden  kann;  es  kann  nämlich,  da  in  diesen  Fällen  CH<^  CG  ist, 
CH  auch  kleiner  als  CK  sich  ergeben,  wo  dann  das  Dreieck  CHK^ 
und  mit  ihm  der  Winkel  /3,  unmöglich  wird. 

Um  jetzt  das  Spurendreieck,  und  aus  ihm  die  fehlenden  Stücke 
des  Dreikants  zu  erhalten,  construirt  man  an  eine  Gerade  A^M(F\g.  3b) 
als  gemeinsamen  Schenkel,  die  beiden  bekannten  Winkel  MA^N  «  « 
und  MAy^Q  >=  /?,  und  trägt  auf  die  nicht  gemeinsamen  Schenkel  die 
früher  bestimmten  Seiten  o^  und  b^  der  durch  den  Scheitel  gehenden 
Neigungswinkeldreiecke  auf.  Verbindet  man  die  Endpunkte  N  und  Q 
dieser  Strecken  und  verlängert  diese  Verbindungslinie  bis  zum  Durch- 
schnitt M  mit  dem  gemeinsamen  Schenkel  A^M  der  beiden  Winkel, 
so  erhält  man  in  MA^N  und  MA^Q  die  beiden  mit  der  gemeinsamen 
Seite  cg  und  dem  gleichen  Winkel  z  auf  einander  gelegten  Neigungs- 
winkeldreiecke der  Winkel  «  und  ß  des  Dreikants.  Der  A^  gegen- 
überliegende Eckpunkt  A  des  Spurendreiecks  liegt  in  der  von  A^  auf 
MN  gefällten  Senkrechten  und  ist  durch  die  Länge  der  Seite  AN  =-  b^ 
bestimmt.  Die  von  A  auf  AN  aufgetragene  Seite  b^  des  Spuren- 
dreiecks bestimmt  den  Eckpunkt  (7,  und  die  Seitenlänge  BC^a^  den 
dritten  Eckpunkt  B  desselben. 

IV.  Sind  zwei  Winkel,  a  und  ß,  und  die  zwischenliegende  Seite 
c  gegeben,  so  benützt  man  wieder  die  durch  den  Punkt  C  gehenden 
Neigungswinkeldreiecko  CGK  und  CHK  zur  Construetion.  Nimmt 
man  die  gemeinsame  Kathete  CK  willkürlich  an,  so  kann  man  (Fig.  4a) 
in  COK  und  CHK  aus  den  beiden  gegebenen  Winkeln  a  und  /?,  oder 
deren  Supplementen,  diese  beiden  Dreiecke  construiren.  Die  Katheten 
GK  und  HK  geben  die  Abstände  des  in  der  Ebene  der  Seite  c  ge- 
legenen Punktes  K  von  den  Kanten  AS  und  BS^  welche  positiv  oder 
negativ  genommen  werden  müssen,  je  nachdem  die  Winkel  er  und  ß 
kleiner  oder  grösser  als  90®  sind.  Ist  also  (Fig.  4b)  AS^B  die  ge- 
gebene Seite  c,  und  zieht  man  in  den  Abständen  GK  und  HK  die 
Parallelen  zu  den  Schenkeln  S^A  und  S^B  dieses  Winkels,  (wobei  die 
positive  Richtung  dieser  Abstände  gegen  die  innere  Winkelfläche  an- 
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genommen  werden  muss),  so  erhält  man  in  dem  Durchschnitte  der- 
selben den  Punkt  K.  Die  Senkrechten  von  K  auf  S^A  und  S^B  be- 
stimmen die  Lage  der  Punkte  G  und  H  in  den  Kanten  SA  und  SB 
des  Dreikants  oder  in  deren  Verlängerungen.  Errichtet  man  daher 
in  G  und  K  (Fig.  4  a)  die  Senkrechten  HS^  und  GS^  auf  die  Hypo- 
tenusen CG  und  CH  der  Dreiecke  CGK  und  CHK,  und  trägt  auf 
dieselben  die  frtlher  bestimmten  Strecken  GSq  und  HS^  in  ihrer  ent- 
sprechenden Richtung  auf,  so  erhält  man  die  Dreiecke  CHS^  und 
CGS2^  welche  bei  S^  und  S^  die  Seiten  a  und  b  des  Dreikants,  oder 
deren  Supplemente  enthalten.  Die  Hypotenusen  dieser  Dreiecke  geben 
die  Kantenlänge  Z,  aus  welcher  die  Seitendreiecke  AS2C  und  BS^C 
des  Dreikants,  mit  den  Seiten  oj  und  b^  des  Spurendreiecks  gefunden 
werden.  Trägt  man  noch  die  gefundene  Kantenlänge  auf  die  Schenkel 
des  Winkels  c,  so  ergibt  sich  in  AB  die  dritte  Seite  c^  des  Spuren- 
dreiecks, wodurch  dasselbe  und  mit  ihm  das  Dreikant  bestimmt 
erscheint. 

V.  Sind  zwei  Winkel  a  und  |5,  und  eine  gegenüberliegende  Seite 
a  gegeben,  so  kann  die  zweite  gegenüberliegende  Seite  b  mit  Hülfe 
der  durch  C  gehenden  Neigungswinkeldreiecke  CGK  und  CHK  leicht 
bestimmt  werden.  Ist  a  (Fig.  5.)  die  gegebene  Seite,  so  trägt  man 
auf  die  Schenkel  dieses  Winkels  die  beliebige  Kantenlänge  l^S^A^SiB 
auf,  und  fällt  von  C  die  Senkrechte  CH  auf  den  andern  Schenkel  des- 
selben. Construirt  man  dann  an  CH  den  gegebenen  Dreikantswinkel 
ß  oder  sein  Supplement,  und  zieht  die  Senkrechte  CjST,  so  ist  CHK 
das  Neigungswinkeldreieck  des  Winkels  ß.  Von  dem  zweiten  dieser 
rechtwinkligen  Dreiecke  ist  nun  die  Kathete  CK  und  ein  spitzer  Winkel 
(«  oder  dessen  Supplement)  gegeben,  aus  welchen  Stücken  dasselbe 
in  CKG  construirt  werden  kann.  Errichtet  man  hierauf  in  H  die 
Senkrechte  auf  CH  und  durchschneidet  dieselbe  in  S^  durch  einen 
Kreisbogen  vom  Radius  l  aus  dem  Mittelpunkte  C,  so  gibt  der  Win- 
kel HS^C  oder  sein  Supplement  die  gesuchte  Seite  b  des  Dreikants. 
Wie  im  Falle  HI.  muss  auch  hier  noch  bestimmt  werden,  welcher 
der  beiden  so  erhaltenen  Winkel  der  Aufgabe  genügt,  was  aus  dem 
dort  gegebenen  Schema,  wenn  man  die  Seiten  und  Winkel  gegenseitig 
vertauscht,  leicht  entnommen  werden  kann.  Aus  den  nun  bekannten 
Seiten  a  und  &,  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln  a  und  ß  werden 
das  Spurendreieck  und  die  fehlenden  Stücke,  wie  im  Falle  HI.,  ge- 
funden. 

VI.  Soll  aus  den  drei  Winkeln  das  Dreikant  bestimmt  werden, 
so  geht  die  Coustructiou  von  einem  der  drei  durch  den  Scheitel  ge- 
henden Neigungswinkeldreiecken  z.  B.  EC^^T  aus.  Dieses  Dreieck 
enthält  den  gegebenen  Winkel  y  des  Dreikants,  und  die  beiden  andern 
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Winkel  desselben,  x  und  ^,  sind  aas  den  gegebenen  Dreikantswinkeln 
leicht  bestimmbar.    Es  ist  nämlich,  wie  leicht  ersichtlich, 

Ist  daher  (Fig.  6a)  AOB  der  Winkel  y,  und  macht  man  BOC  gleich 
«  und  COD  gleich  ß,  so  gibt  der  zu  y  supplementäre  Winkel  EOB 
die  Summe,  und  BOD  die  Differenz  der  Winkel  x  und  y.  Halbirt 
man  also  den  Winkel  EOD  durch  den  Strahl  OF,  so  erhält  man  in 
EOF  den  Winkel  x  und  in  FOB  den  Winkel  y,  Construirt  man  mit 
den  Winkeln  y,  x  und  y,  und  mit  willkürlicher  Seitenlänge  das  Dreieck 
EC^T  (Fig.  6b),  so  geben  EC^  und  TC^  die  Seiten  b^,  ag,  und  ET 
die  Seite  r  des  Neigungswinkeldreiecks  für  den  Winkel  y.  Ebenso 
kann  man  an  die  gemeinsame  Seite  a^  mit  den  Winkeln  ß  und  x  das 
Neigungswinkeldreieck  des  Winkels  ß  construiren,  und  erhält  so  die 
Seiten  c^  und  p  dieses  Dreiecks.  Jetzt  handelt  es  sich  noch  um  die 
Bestimmung  der  Strecke  ag,  da  aus  o^  und  o,  die  Seite  a^  des  Spuren- 
dreiecks und  die  Kantenlänge  /  gefunden  werden  kann.  Aus  der 
Aebnlichkeit  der  Dreiecke  ECT  und  PBQ  (Fig.  la  und  Ib)  folgt: 

r:a^  =  %:;>; 

d.  h.  og  ist  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  p  und  r. 
Construirt  man  daher  über  ET  (Fig.  6b)  als  Durchmesser  einen 
Halbkreis  und  errichtet  im  Punkte  F  die  Senkrechte  PZ>,  so  ist  nach 
einem  bekannten  Satze: 

r:2X«PL:p, 

mithin  TL  die  gesuchte  Strecke  ag.  Der  C^  gegenüberliegende  Eck- 
punkt C  des  Spurendreiecks  ist  dann  durch  die  Senkrechte  CC^  auf 
ET  und  durch  die  Entfernung  CT  —  a^  bestimmt,  wobei  sich  auch 
die  Seite  CE  ===  b^  ergibt.  Zeichnet  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
(Fig.  6  c)  mit  der  Hypotenuse  o,  und  einer  Kathete  a^,  so  gibt  die 
zweite  Kathete  desselben  die  Kantenlänge  /,  aus  welcher  auch  die  Seite 
a^  des  Spurendreiecks  leicht  gefunden  werden  kann.  Auf  ganz  gleiche 
Weise  findet  man  aus  2>2  und  b^  die  entsprechende  Seite  b^  des  Spuren- 
dreiecks. Durch  die  Seiten  o^  und  b^  und  den  von  ihnen  eingeschlos- 
senen Winkel  bei  C  ist  aber  das  Spurendreieck  ABC  (Fig.  6  b)  und 
mit  ihm  das  Dreikant  Tollkommen  bestimmt. 

Tiume,  den  15.  September  1876. 
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XXIII. 
Zur  Theorie  des  Keiles. 

Von 

P.  Meutzner. 


Die  folgenden  Zeilen  wollen  zunächst  auf  gewisse  Fehler  auf- 
merksam machen,  die  sich  in  verbreiteten  physikalischen  Lehrbüchern 
bei  der  Ableitung  des  Satzes  vom  Gleichgewichte  der  Kräfte  am  Keile 
vorfinden,  und  beabsichtigen  andrerseits,  womöglich  eine  einheitliche 
Fassung  dieses  Theoremcs  anzubahnen.  Eine  kurze  Herleitnng  des 
Theoremes  sei  vorausgeschickt 

Wird  in  ein  widerstehendes  Mittel  ein  materielles ,  gleichschenk- 
liges Dreieck  hineingetrieben  vermöge  einer  in  der  Richtung  der  Höhe 
DC  wirkenden  Kraft  P,  so  wird  ein  Zerreissen  jenes  Mittels  in  einer 
zu  den  Schenkeln  des  Dreiecks  im  Allgemeinen  senkrechten  Richtung 
die  Folge  sein.  Die  Wirkung -von  P  ist  sonach  äquivalent  mit  der 
zweier,  unter  den  gegebenen  Verhältnissen  einander  gleichen  Druck, 
kräfte  Q  »  Q\  deren  Richtungen  man  erhält,  wenn  man  von  einem 
in  der  Richtung  der  Kraft  P  liegenden  Punkte,  z.B.  a,  auf  AC  und 
BC  Normalen  fällt.  Ist  «d  das  Bild  von  P,  so  sind  aß  und  ßd^^ay 
die  Repräsentanten  der  P  äquivalenten  Druckkraft«  Q  =»  Q',  so  dass 

P:Q:Q'^  ad:aß:ßö 

und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  endlich: 

P:Q:Q'^  AB:AC:BC 

d.  h.:    „Eine    senkrecht    auf   die    Basis    eines    materiellen    gleich- 
schenkligen Dreiecks  wirkende  Kraft  P  ist  äquivalent  mit  2  einander 
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gleichen,  senkrecht  za  den  Schenkeln  wirkenden  Druckkräften  Q  =  Q', 
wenn  erstere  zn  je  einer  der  letzteren  sich  yerhält  wie  die  Basis  zu 
einem  Schenker'. 

Hieraus  folgt  durch  ümkehrung:  Drücken  2  Kräfte  Q=  Q'  senk- 
recht auf  die  Schenkel  eines  materiellen  gleichschenkligen  Dreiecks, 
so  kann  ihnen  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  durch  eine  zur 
Basis  senkrechte  Kraft  P,  wenn  diese  zu  je  einer  Druckkraft  sich 
verhält  wie  die  Basis  zum  Schenkel". 

Betrachten  wir  schliesslich  ABC  als  Durchschnittsfigur  eines 
gleichschenkligen  Keiles,  so  haben  wir  den  Satz  vom  Gleichgewichte 
der  Kräfte  am  Keile  hierdurch  gewonnen.  —  Sehen  wir  uns  jetzt  in 
einigen  Lehrbüchern  nach  der  Fassung  dieses  Lehrsatzes  um,   wir 


„Beim  Keile  findet  Gleichgewicht  statt  wenn  sich  die  Kraft  zur 
Last  verhält  wie  der  Rücken  zur  Seite  des  Keiles".    (Reis.) 

„Eine  Kraft  Q,  welche  rechtwinklig  gegen  den  Rücken  des  Keiles 
wirkt,  hält  einem  rechtwinklig  gegen  die  Seite  des  Keiles  wirkenden 
Drucke  P  das  Gleichgewicht,  wenn  sich  Q  zu  P  verhält  wie  die  Breite 
des  Keilrückens  zur  Länge  des  Keiles".    (Müller.) 

„Es  verhält  sich  für  jede  Hälfte  des  Keiles  Kraft  zur  Last  wie 
der  halbe  Rücken  zur  Höhe  des  Keiles,  oder  für  die  Gesammtwirkung 
Kraft  zur  Last,  wie  der  Rücken  des  Keiles  zu  seiner  Höhe".  (Ger- 
ding.) 

„Die  Kraft  verhält  sich  zum  Widerstände  wie  die  halbe  Breite 
des  Rückens  zur  Seitenlinie  des  Keiles".    (Spiller.) 

„Die  Kraft  verhält  sich  zu  einer  der  beiden  Lasten,  wie  der 
Rücken  des  Keiles  zu  einer  seiner  Seiten".    (Fliedner.) 

Diese  Aufzählung  zeigt  zur  Genüge,  dass  nach  Inhalt  wie  nach 
Form  das  beregte  Theorem  einen  sehr  verschiedenen  Ausdruck  ge- 
funden. 

Zuvörderst  scheint  es  wünschenswert,  über  eine  einheitliche  Be- 
zeichnung der  einzelnen  Stücke  des  Keiles  sich  zu  verständigen.  Die 
der  Schneide  des  Keiles  gegenüberliegende  Fläche,  resp.  deren  lineare 
Darstellung  in  der  herkönmilichen  Durchschnittsfigur  soll  kurz  der 
Bücken  (r)  des  Keiles  heissen,  in  den  obigen  Sätzen  findet  sich  da- 
für auch  noch  die  Bezeichnung  „Breite".  —  Die  beiden  die  Schneide 
des  Keiles  bildenden  Flächen  resp.  deren  lineare  Darstellungen  mögen 
die  Seiten  («)  des  Keiles  genannt  werden;  (der  Einfachheit  wegen 
setzen  wir  voraus,  der  Keil  sei  gleichschenkelig.)    Der  dafür  auch 
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noch  gebrauchte  Ausdrack  „Länge^^  (z.  B.  auch  bei  Poisson,  Koppe 
u.  a.)  wenn  demselben  auch  eine  gewisse  Berechtigung  nicht  abge- 
sprochen werden  kann,  sofern  man  ja  den  Keil  auf  die  schiefe  Ebene 
zurückzubeziehen  pflegt,  ist  doch,  zumal  wenn  dieser  Begriff  vorher 
nicht  definirt  ist,  wie  Beispielsweise  bei  Müller,  oder  das  Theorem 
nicht  im  Zusammenhange  mit  seiner  Ableitung  gelesen  wird,  nicht 
frei  von  Zweideutigkeit:  kann  man  doch  bei  diesem  Worte  „Länge^^ 
recht  wol  auch  an  den  Abstand  der  Schneide  vom  Rücken  denken 
In  der  Tat  mag  im  folgenden  unter  „Länge^^  (Z)  des  Keiles,  der  eben 
definirte  Abstand  verstanden  werden  im  Gegensätze  zu  der  von  Ger- 
ding dafür  angewendeten  Bezeichnung  „Höhe".  —  Für  das  durch  das 
Eintreiben  des  Keiles  zuüberwindende  Hindernis  findet  sich  bald  Last, 
bald  Druck,  bald  Widerstand  gebraucht,  sollte  es  sich  in  Gemässheit 
der  üblichen  Bezeichnung  bei  den  anderen  einfachen  Maschinen  nicht 
empfehlen  den  Ausdruck  „Last'^  anzunehmen?  Wir  wählen  dafür  das 
Zeichen  Q,  wi$  fQr  die  treibende,  auf  den  Rücken  senkrecht  wirkende 
Kraft  P. 

Bei  Zugrundelegung  dieser  Zeichen  lassen  sich  die  obigen  Sätze 
kürzlich  durch  folgende  Formeln  wiedergeben: 

F:Q^r:8  Reis ,  MüUer,  Fliedner. 

oder  \  Gerding. 

P:  2(2  —  r :  Z  j  B.  p.  6. 

P:2Q  —  ir:«  Spiller. 

Wenden  wir  uns  zu  einer  kritischen  Besprechung  einiger  Ab- 
leitungen dieser  Sätze. 

Reis  Physik^  p.  91.  sagt:  „Dieses  Gesetz  geht  leicht  aus  dem 
Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  hervor;  denn  ist  der  Keil 
mit  der  Kraft  P  um  den  Weg  de  (s.  Fig.  2.)  in  die  zu  sprengende 
Masse  eingedrungen,  so  ist  dieselbe  um  den  Weg  de  auseinander  ge- 
drängt; folglich  ist  P:dc-^  Q: de  oder  P:Q-=-de: de.'' 

Daraus  ergibt  sich  ihm  schliesslich 

P:Q  =  ab:ac 

Augenblicks  noch  die  Richtigkeit  der  Deduction  zugegeben,  wäre  der 
Beweis  doch  einfacher  dadurch  zu  geben,  dass  man  den  Keil  ganz  in 
den  Körper  eingedrungen  denke.  Ohne  erst  auf  ähnliche  Dreiecke 
zurückgreifen  zu  müssen,  ergäbe  sich  dann 

P\ac=  Qxdh    und     PiQ  =  ab:ac 

Nach  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  musste  aber  doch 
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die  virtaello  Arbeit  der  senkrecht  zn  dem  Bücken  wirkenden  Kraft 
P  durch  F:  cf  ausgedrückt  werden,  wenn  cf  den  Abstand  des  Punktes 
(der  Schneide)  c  von  de  bedeutet,  da  P  nur  um  cf^  nicht  um  de  „in 
die  zusprengende  Masse  eingedrungen  ist/^  Schliesslich  würde  dies 
auf  folgenden  Ausdruck  des  gesuchten  Satzes  führen: 

P:cg=  Q:al    oder    P:Q=-r:l 

Ganz  ähnlich  wie  Reis  hat  auch  Weinhold  in  seiner  weitverbrei- 
teten „Vorschule  der  Physik"*  p.  64.  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 
am  Keile  nachgewiesen.  In  dem  Beispiele  —  eine  knappe  Fassung 
des  Lehrsatzes  fehlt  —  welches  das  Spiel  der  Kräfte  versinnlichen 
soll,  ist  ein  25°"*  langer,  5®"^  breiter  Keil  mit  einer  Kraft  von  100  Kgr. 
„seiner  ganzen  Länge  nach"  in  das  Holz  eingetrieben,  daraus  wird 
die  Arbeit  der  Kraft  gleich  25  MK.  berechnet  und  hieraus  „die  aus- 
einander treibende  Kraft"  oder  umgekehrt  der  zu  überwindende  Druck 
des  Holzes  gleich  500  Kgr.  gefunden.  Allerdings  sagt  W.  nicht,  was 
man  unter  der  Länge  des  Keiles  verstehen  soll*,  entweder  ist  —  wie 
wahrscheinlich  —  die  Seite  ae  gemeint;  dann  ist  Piac  laber  kein 
streng  richtiger  Ausdruck  für  die  Arbeit  der  Kraft  P;  oder  man  er- 
hält wie  zuvor  P:Q:=r:l  d.  h.  das  in  Kede  stehende  Theorem  in 
einer  anderen  als  der  üblichen  Gestalt 

In  dem  Lehrbuche  (auch  Grundrisse)  der  Physik  von  Müller  ist 
die  ganze  Frage  sehr  kurz  abgetan.  Dort  heisst  es:  y,Aus  der  Theorie 
der  schiefen  Ebene  lässt  sich  leicht  ableiten,  dass  zwischen  der  Kraft 
Q  und  der  Last  P  —  M.  hat  sonderbarer  Weise  hier  die  umge- 
kehrte Bezeichnung  für  Kraft  und  Last  wie  sonst  —  „am  Keile 
Gleichgewicht  stattfindet,  wenn  Q  ^  P:sina,  vorausgesetzt,  dass  die 
Last  P  rechtwinklig  auf  die  Seitenfläche,  die  Kraft  Q  rechtwinklig 
gegen  den  Rücken  wirkt,  und  dass  mit  a  der  Winkel  der  Schneide 
bezeichnet  wird."  Die  Umdeutung  dieser  Formel  aber  leitet  er  mit 
den  merkwürdigen  Worten  ein :  „Wenn  der  Winkel  a  nicht  zu  gross 
ist,  lässt  sich  das  Gesetz  des  Gleichgewichtes  am  Keile  in  Worten 
auch  so  ausdrücken:  (folgt  das  Gesetz);"  merkwürdig  weil  der 
Wortlaut  des  Gesetzes  richtiger  ist  als  die  Formel,  deren 
ungenaue  Deutung  er  sein  soll.  Es  folgt  doch  bei  der  gewöhn- 
lichen Ableitung  —  M's.  Bezeichnungen  seien  beibehalten  — 

Q:P=:r:8  =  2bg:bc 
Q^P.bgibc    d.h.     Q  =  2P.sin| 

Ganz  abweichend  von  den  übrigen  Lehrbüchern  ist  in  der  wol 
weniger  verbreiteten  „Schule  der  Physik"  von  Gerding  p.  46.  die  vor- 
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liegende  Frage  behandelt.  Mit  Benutzung  der  Bezeichnung  unserer 
Figur  heisst  es  dort:  ,vEs  sei  abc  ein  Keil,  der  aus  den  beiden  recht- 
winkligen Dreiecken  (!)  agc  und  bgc  zusammengesetzt  betrachtet  werden 
kann.  Die  Linie  ah  heisst  der  Bücken  des  Keiles  und  ge  seine  Höhe. 
—  Betrachten  wir  nun  das  Eindringen  des  Keiles,  so  nehmen  irgend 
2  Teilchen  d  und  e  des  zu  trennenden  Körpers  die  Lagen  d!  und  «' 
an;  sie  sind  von  einander  entfernt  worden,  indem  sie  auf  den  schiefen 
Ebenen  fortrücken;  dieselbe  Bewegung  haben  aber  auch  alle  übrigen 
Teile  des  Körpers  gemacht,  mithin  haben  wir  beim  Keile  zwei  schiefe 
Ebenen,  bei  denen  der  Widerstand  des  Körpers  die  Last  bildet  und, 
wo  die  Kraft  in  der  Richtung  der  Grundlinien  derselben 
wirkt  Es  verhält  sich  demnach  für  jede  Hälfte  des  Keiles  Kraft 
zur  Last,  wie  der  halbe  Rücken  zur  Höhe  des  Keiles  oder 
für  die  Gesammtwirkung:  Kraft  zur  Last  wie  der  Rücken  des  Keiles 
zu  seiner  Höhe." 

Formulirt  würde  das  Gleichgewichtsgesetz  sonach  lauten: 

PiQ=:\ra  L 

für  die  Gesammtwirkung  ist  es  nach  dem  Wortlaute  möglich 

P:2Q  =  r:Z    od.     2P:2Q«r:Z*)  H. 

zu  setzen.  Um  den  offenbaren  Widerspruch  zwischen  I.  und  ü.  zu 
vermeiden,  müsste  es  natürlich  heissen 

2P:Q  =  r:Z*) 

Jedenfalls  ist  der  Wortlaut  nicht  klar.  —  Verweilen  wir  noch 
einen  Augenblick  bei  I.  Da  hier  abc  als  aus  2  schiefen  Ebenen  be- 
stehend betrachtet  wird,  die  unter  der  Wirkung  der  Kraft  P  ihren 
ganzen  mechanischen  Effect  hervorbringen,  so  verteilt  sich  P  in  gleicher 
Weise  auf  die  beiden  schiefen  Ebenen.  Für  jede  Hälfte  des  Keiles 
erhält  man  dann 

\PiQ^\ril 

und  für  die  Gesammtwirkung: 

P:2Q  =  \rxl 
wofQr  auch 

PiQ  =  r:l 

gesetzt  werden  könnte,   d.  h.  wir  erhalten  dieselbe  Form  dos  Ge- 


*)  Dann  wftre  unter  P  nur  die  halbe  Avirkende  Kraft  verstanden. 
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setzes,  auf  welche  Reis  nach  einer  früheren  Bemerkung  (p.  4.)  hätte 
geführt  werden  müssen. 

So  sehen  wir  uns  hier  vor  das  Dilemma  gestellt  als  Ausdruqk 
des  Gesetzes  vom  Gleichgev^ichte  der  Kräfte  am  Keile  entweder 

P:2Q=ir:i;        P:Q^r:l 
oder 

P:2Q==ir:«;         PiQ^ria 

anzunehmen.  In  praxi  würde  es  ziemlich  auf  dasselbe  hin- 
auskommen, da  bei  den  wirklich  benutzten  Keilen  s  und  l  von 
einander  nur  wenig  verschieden  sind  und  diese  Differenz  ganz 
in  den  Hintergrund  tritt  gegenüber  dem  Ausfalle  in  der 
theoretischen  und  praktischen  Kraftleistung  des  Keiles,  welche  durch 
die  starke  Reibung  beim  Gebrauche  des  Instrumentes  verursacht 
wird.  Wie  hat  man  sich  aber  von  theoretischem  Gesichtspunkte 
ans  zu  entscheiden?  Die  Mehrzahl  unserer  Lehrbücher  hat  der  2ten 
Form  des  Gesetzes  den  Vorzug  gegeben;  sollten  also  in  den  beiden 
obigen  Ableitungen  des  ersten  Ausdruckes  noch  Fehler  versteckt 
liegen?  Allerdings!  Was  zunächst  die  Ableitung  nach  Gerding  betrifft, 
so  ist  ja  richtig,  dass  bei  dieser  Auffassung  die  Kraft  P  parallel  der 
Grundlinie  der  schiefen  Ebene  wirkt  Trotzdem  ist  der  für  diesen 
Fall  geltende  Gleichgewichtssatz  —  Kraft  zur  Last  wie  die  Höhe  zur 
Grundlinie  der  schiefen  Ebene  —  um  des  willen  nicht  anwend- 
bar: bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  würde  die  auf  der  schiefen  Ebene 
liegende  Last  Q  in  eine  Gomponente  parallel  der  Grundlinie  und  eine 
senkrecht  zur  Länge  der  schiefen  Ebene  zerlegt,  letztere  dann 
aus  der  weiteren  Betrachtung  ganz  weggelassen,  weil  sie  durch  die 
Festigkeit  der  schiefen  Ebene  aufgehoben  wird;  anders  beim  Keile. 
Hier  haben  wir  auf  beiden  Seiten  solche  senkrechte  Druckkräfte, 
die  sich  mit  nichten  aufheben,  vielmehr  zu  einer  Resultante  in 
der  Richtung  von  der  Schneide  nach  dem  Rücken  zusammensetzen 
und  eben  dieser  Resultante  hat  P  das  Gleichgewicht  zu  halten.  — 
Was  dann  die  Ableitung  desselben  Satzes  P:  Q  «=  r :  Z  mittels  des 
Prindpes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  anlangt,  so  ist  der  früher 
hervorgehobene  Fehler  nochmals  begangen,  weil  nicht  beachtet  isti 
dass  die  Druckkräfte  Q  senkrecht  zu  den  Seiten  des  Keiles  wirken 
sollen,  folglich  de  (Fig.  2.)  nicht  die  virtuelle  Verrückung,  Q:de 
nicht  das  virtuelle  Moment  der  Last  sein  kann.  Man  müsste  vielmehr 
sagen:  ist  der  Keil  (Fig.  3.)  mit  der  Kraft  P  um  fc  in  den  zu  spren- 
genden Körper  eingedrungen,  so  sind  die  zu  den  Seiten  senkrecht 
wirkenden  Lasten  Q  um  die  Wege  fd  (senkrecht  bc)  und  fe  (senk- 
recht ac)  fortgehoben  werden.    Daher  ist: 
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P^fc^Q  .fd+Q,fe  «  2Q  .fd  ^  Q,2fd 
folglich 

F:2Q  =  fd;fe'^ir:8 
oder 

d.  h.  „Am  Keile  findet  zwischen  einer  senkrecht  zum  Rücken  wirken- 
den Kraft  nnd  einer  rechtwinklig  auf  eine  der  Seiten  drückenden 
Last  Gleichgewicht  statt,  wenn  Kraft  zur  Last  sich  wie  der  Rücken 
zur  Seite  verhält." 

Meissen. 
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XXIV. 


Kegelflächen  zweiter  Ordnung  mit  einer 
Symptosenaxe. 


Von 

Emanuel  Czuber 

in  Prag. 


Der  Kegelschnitt  K  (Fig.  1.)  sei  gemeinschaftliche  Leitcnrve  zweier 
Kegel,  deren  Scheitel  s  und  «^  sich  nach  «'  nnd  s^'  auf  die  Ebene 
von  k  orthogonal  projiciren.  Es  handle  sich  um  den  noch  übrigen 
Schnitt  der  beiden  Kegelflächen ,  resp.  um  dessen  Projection  auf  die 
bereits  erwähnte  Ebene.  Zu  diesem  Ende  legt  man  durch  die  Ge- 
rade M,  ein  Ebenenbüschel',  jede  Ebene  desselben  wird  im  Allge- 
meinen beide  Kegelflächen,  und  zwar  nach  je  zwei  Erzeugenden 
schneiden;  diese  yier  Erzeugenden  bilden  ein  vollständiges  Yierseit, 
zwei  Gegenecken  desselben  sind  die  Scheitel  »#|,  zwei  andere  die 
Punkte  auf  iT,  welche  die  betreffende  Ebene  ausschneidet,  das  dritte 
Gegenockenpaar  gehört  der  übrigen  Durchdringung  an.  Ist  6  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  ss^  mit  der  Ebene  iT,  so  bilden  die  Tracen 
des  Ebenenbüschels  ein  Stralenbüschel  in  K  mit  6  als  Mittelpunkt; 
hoben  wir  die  Ebene  e  mit  der  Trace  e'  hervor,  welche  letztere  K  in 
den  Punkten  1,  2  trifft,  so  sind  a,  ft  die  Schnittgeraden  des  Kegels 
^9  ^19  ^i  J^^^  ^01^  H'i  ^^^  <>9  ^9  ^19  ^1  bilden  das  genannte  vollstän- 
dige Yierseit,  in  welchem  #«i,  1,  2,  I,  n  Gegeneckenpaare  sind.  Die 
Zeichnung  gibt  von  allem  die  Projection  auf  die  JT-Ebene.  Bei  einer 
Aenderung  von  e'  wird  die  Diagonale  I',  11'  einerseits  durch  den  zu 
ö  in  Bezug  auf  as^*  zugeordneten  harmonischen  Punkt  ii  hindurch- 
gehoA,  um  diesen  «ich  also  drehen,  andererseits  aber  auch  den  zu- 
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geordnet  harmonischen  Punkt  zu  8  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte 
1,  2  enthalten;  letztere  aber  durchläuft  bei  der  Drehung  von  c'  die 
Polare  D  von  S  in  Bezug  auf  K.  —  Damit  ist  bewiesen,  dass  der 
Ort  der  Punkte  I',  II'  in  central -coUinearer  Verwandtschaft  zu  K 
steht;  denn  betrachten  wir  die  Punkte  1,  2  und  I',  11',  so  liegen  ent- 
weder 1,  I'  und  ebenso  2,  11'  auf  einem  Strale  durch  «j',  oder  1, 11' 
und  2,  I'  auf  einem  Strale  durch  «',  und  die  Verbindungslinie  von 
1,  2  einerseits  und  jene  von  1',  11'  andererseits  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  p  der  festen  (Greraden  D.  Mithin  ist  der  Ort  der  Punkte 
I',  ir  der  zu  K  coUineare  Kegelschnitt  Ä^'  in  Bezug  auf  «'  oder  s^' 
als  Collineationscentrum ,  D  als  Collineationsaxe.  Die  beiden 
Kegel  haben  ausser  dem  Kegelschnitt  K  noch  einen 
zweiten  K^  gemein.  Die  Ebene  derselben  ist  durch  D  und  den 
Punkt  dl  auf  «*i,  dessen  Projection  ^j'  ist,  bestimmt 

Die  Gerade  D  spielt  nun  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegel  eine 
eigentümliche  Eolle.  Als  Collineationsaxe  hat  sie  bezüglich  beider 
Kegelschnitte  K  und  K^  dasselbe  Punktsystem.  Sind  p  und  n  zwei 
conjugirte  Punkte  desselben,  dann  sind  c'  (pÖ)  und  e^  (pd^)  die 
Polaren  von  n  bezogen  auf  K  und  ^j';  räumlich  gesprochen  be- 
stimmen e'  und  e^  die  gemeinschaftliche  Polarebene  von  7t  bezüglich 
beider  Kegel.  Die  Punkte  der  Geraden  D  haben  also  für 
beide  Kegel  dieselbe  Polarebene. 

Das  Punktsystem  in  D  wird  ein  hyperbolisches,  ellipti- 
sches oder  parabolisches  werden,  jcnachdem  ö  ausserhalb,  inner- 
halb oder  auf  dem  Kegelschnitt  K  selbst  liegt  (selbstverständlich  hat 
auch  8^  bezüglich  iT^  die  gleiche  Lage);  im  ersten  Falle  treten  zwei 
reelle  Doppelpunkte  (Asymptoteupunkte)  auf,  für  welche  die  Polar- 
ebenen  zu  Berührungsebenen  werden;  es  haben  also  die  Kegel  in 
diesem  Falle  zwei  gemeinschaftliche  Tangirungsebenen, 
die  Durchdringung  besitzt  zwei  reelle  Doppelpunkte  d,  d^  mit 
den  Tangentenpaaren  öd^  ö^d  und  öd^^  ö^d^.  Im  zweiten  Falle,  wo 
das  Punktsystem  in  D  elliptisch  ist,  werden  die  Doppelpunkte, 
mithin  auch  die  gemeinsamen  Tangirungsebenen  imaginär. 
Im  dritten  Falle  endlich  fallen  die  Doppelpunkte  in  einen  zusam- 
men, das  Gleiche  geschieht  mit  den  gemeinsamen  Berührungsebenen, 
so  dass  sich  die  beiden  Kegel  längs  einer  Erzeugenden 
berühren;  es  fällt  dann  auch  der  Kegelschnitt  iT^  mit  iT  überein. 
Der  letztbesprocheno  Fall  bildet  den  Uebergang  vom  ersten  zum 
zweiten. 

Fassen  wir  das  Hesultat  zusammen: 

Haben  zwei  Kegel  einen  Kegelschnitt  K  gemein,  so  schnei- 
den sie  sich  noch  nach  einem  zweiten  Kegelschnitt  ÜT^;  die 
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Schnittlinie  D  der  beiden  Ebenen  K  und  K^  geht  durch  die 
zwei  reellen,  getrennten  oder  zasammenfailenden,  oder  die 
zwei  imaginären  Doppelpunkte  der  Durchdringung  (Schnitt- 
punkte von  JTund  K^\  in  diesen  haben  die  Eegelflächen 
reelle,  getrennte  oder  zusammenfallende*),  oder  imaginäre 
gemeinsame  Tangirungsebeoen. 

Die  Gerade D  hat  von  Escherich  (nach  Chasles'  Vorschlag) 
eine  Symptosenaxe  der  beiden  Flächen  genannt  (Grunert's  Archiv, 
1877,  I;  allgemeinere  Auffassung  und  für  Flächen  zweiten  Grades 
überhaupt).  Die  Ebenen  K  und  JTj,,  als  deren  Schnittlinie  D  er- 
scheint, bezeichnet  er  als  Symptosenebenen.  Wählt  man  in  der 
Sbene  K  (oder  K^  irgend  einen  Punkt  und  bestimmt  seine  Polare  in 
Bezug  auf  den  darin  liegenden  Kegelschnitt,  so  fixirt  diese  mit  • 
einerseits  und  mit  s^  andererseits  die  Polarebenen  des  gewählten 
Punktes  bezüglich  des  einen  und  des  andern  Kegels.  Diess  lässt 
sich  nun  so  aussprechen: 

Die  beiden  Symptosenebenen  {K  und  K^  haben  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Polarebenen  irgend  eines  ihrer  Punkte  in 
Bezug  auf  beide  Kegel  sich  in  ihnen  selbst  schneiden. 

Dazu  kommt  die  schon  früher  von  D  erwiesene  Eigenschaft,  die 
sich  in  folgende  Worte  kleiden  lässt: 

Die  Punkte  der  Symptosenaxe  D  haben  bezüglich  beider 
Kegel  dieselbe  Polarebene. 

Die  beiden  letztgenannten  Sätze  hat  v.  Escherich  als  Definition 
fllr  Symptosenebene  und  -Axe  aufgestellt 

Weil  D  die  Polare  von  i  bezüglich  K  und  von  S^  bezüglich  K^ 
ist^  so  sind  die  Ebenen  Da  und  Da^  die  Polarebencn  der  Geraden  Mj^ 
bezüglich  der  Kegel  s  und  s^.  Wird  nun  beachtet,  dass  die  Punkte 
Sy  B^  von  ^,  ii  harmonisch  getrennt  werden,  und  dass  die  Ebenen  D8 
und  JMi  gleichbedeutend  sind  mit  den  Symptosenebenen,  so  lässt  sich 
der  Satz  aussprechen: 

Die  beiden  Symptosenebenen  der  Kegel  werden  von  den 
Polarebenen  der  Scheitelverbindungsgeraden,  in  Bezug  auf 
beide  Kegel,  harmonisch  getrennt.  Die  Axe  dieses  Systems 
harmonischer  Ebenen  ist  die  Symptosenaxe. 

Der  erste  der  bisher  aufgestellten  Sätze  lässt  folgende  Um- 
kehrung zu: 


*)  Der  Kegeltchnjtt  iTj  degenerirt  dann  in  die  Borührangserzengende. 
T»U  LXL  23 
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Geben  zwei  in  yerschiedenen  Ebenen  liegende  Kegelscbnitte 
K  und  JTj  durch  zwei  in  der  Schnittlinie  D  der  Ebenen  ge- 
legene —  reelle,  zusammenfassende*)  oder  getrennte,  oder 
imaginäre  —  Punkte  hindurch,  so  können  sie  als  Durch- 
schnitt zweier  Kegel  aufgefasst  werden,  für  welche  dann 
jene  Ebenen  Symptosencbenen  und  deren  Schnittlinie  Sjrm- 
ptosenaxe  ist. 

Die  Scheitel  «,  «^  dieser  Kegel  liegen  auf  der  Verbindungslinie 
der  Pole  ö  und  i^  von  D  in  Bezug  auf  K  und  K^  und  werden  von 
letzteren  Punkten  harmonisch  getrennt  Um  sie  zu  erhalten,  lege 
man  durch  die  Gerade  bd^  eine  Ebene,  welche  Ä^  in  1,  2  und  K^  in 
I,  II  schneidet;  1,  I  und  2,  II,  ebeaso  1,  II  und  2,  I  treffen  sich  auf 
jener  Geraden  und  geben  die  Scheitel  «  und  s^. 

Diese  Bedingung,  unter  welcher  zwei  Kegclschnittslinien  (in  ver- 
schiedenen Ebenen)  als  Schnittergebnis  zweier  Kegel  angesehen  werden 
können,  ist  selbstverständlich  dieselbe,  unter  welcher  sie  als  Schnitte 
eines  Kegels  gelten  können.  Wird  der  eine  von  ihnen  auf  die  Ebene 
des  andern  oder  werden  beide  sammt  der  Schnittlinie  D  auf  eine 
Ebene  (central  oder  parallel)  projicirt  (oder  der  eine  in  die  Ebene 
des  andern  um  die  Schnittlinie  hincingedrcht,  was  mit  einer  ParalJel- 
projection  identisch  ist),  wodurch  man  zwei  neue  Kegelschnitte  {K) 
und  (K^)  und  eine  Linie  {D)  erhält,  so  muss  letztere  eine  der  Colli- 
neattonsaxen  sein,  welche  entspringen,  wenn  man  {K)  und  (K^)  als 
coUinear  liegend  betrachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den  besonderen  Fall,  wo  die  beiden 
Kegelschnitte  K  und  K^  Kreise  sind  (Fig.  2.).  Die  Schnittlinie  D 
ihrer  Ebenen  muss  dann  für  sie  eine  Linie  gleicher  Potenzen  sein, 
oder  die  Kreise  müssen  sich  als  Schnitte  einer  Kugel  betrachten  lassen. 
Die  Verhältnisse  sind  hier  leicht  zu  überblicken.  Wählt  man  die  durch 
die  Kreiscentra  gehende  zu  D  normale  Ebene  als  Zeichenebene,  so 
stellt  sich  D  als  Punkt  dar,  und  1, 2,  I,  II  sind  Durchmesser,  die  der 
Bedingung  zufolge  als  Sehnen  eines  Kreises  sich  repräsentiren.  Die 
Pole  von  D  in  Bezug  auf  K  und  A\  liegen  gleichfalls  in  der  Zeichen- 
fiäche,  somit  wird  diese  auch  die  Kegelscheitel  enthalten,  welche  sich 
durch  entsprechende  Verbindung  der  Punkte  1,  2,  I,  II  sofort  in  s 
und  «i  ergeben.  Die  Zeichenebene  tritt  hier  als  eine  gemeinschaft- 
liche Hauptebene  beider  Kegel  auf;  die  Halbirungslinion  der  Winkel 
bei  8  und  «^  geben  ein  Paar  Kegelaxen  8x  und  s^x^^  welche  übrigens 
bei  der  symmetrischen  Lage  der  cyklischen  Schnitte  mit  den  Halbi- 
rungslinien  h  und  h^  der  bei  D  von  K  und  ÜTi  eingeschlossenen  Winkel 


*)  Der  eine  der  beiden  Kegel  degenerirt  dann  in  ein  Ebenenpaar. 
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parallel  and  daher  gegen  einander  senkrecht  sind.  Das  zweite  Axen- 
paar  sp  und  s^y^  liegt  ebenfalls  in  der  Zeichenebene,  das  dritte  steht 
zu  ihr  senkrecht  and  projicirt  sich  nach  s  und  s^. 

Schneiden  sich  demnach  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  nach 
zwei  Kreisen,  so  treffen  sich  zwei  Axenpaare  derselben 
unter  rechtem  Winkel,  während  das  dritte  parallel  ist 

In  Fig.  2.  hat  die  Durchdringung  der  beiden  Kegel  zwei  nach  D 
sich  projicirende  reelle  Doppelpunkte,  welche  mit  der  Geraden  ss^ 
die  gemeinschaftlichen  Tangirungsebencn  festlegen. 

Die  Fig.  3.  bringt  den  Fall  zur  Darstellung,  wo  die  beiden  Kreise 
mit  D  imaginäre  Punkte  gemein  haben.  Im  ersten  Falle  sind  die 
zu  8x  und  s^x^  senkrechten  Schnitte  Ellipsen,  im  andern  Falle  ist 
einer  davon  eine  Hyperbel. 

Wenn  es  sich  um  die  Lösung  der  Aufgabe  handeln  würde,  einen 
Kreis  auf  eine  Ebene  zu  projiciren  derart,  dass  die  Pro- 
jection  wieder  ein  Kreis  vom  gegebenen  Durchmesser 
ist,  so  könnte  zur  Aufsuchung  der  Projectionscentra  in  folgender 
Weise  vorgegangen  werden. 

Es  sei  K^  Fig.  4,  der  gegebene  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der 
Zeichenfiäche  normal  steht  und  von  letzterer  nach  einem  Durchmesser 
12  geschnitten  wird.  E  sei  die  Ebene,  in  welcher  die  Projection  von 
K  bestimmt  werden  und  den  Durchmesser  d  haben  soll.  Nach  dem 
Vorausgegangenen  wird  sich  die  Lösung  darauf  reduciren,  durch  12 
einen  Kreis  zu  legen,  welcher  in  E  eine  Sehne  von  der  Länge  d  aus- 
schneidet. Construirt  man  zu  diesem  Zwecke  an  einen  beliebigen, 
durch  12  geführten  Kreis  C  eine  Tangente  Dt  aus  O,  verzeichnet 

d 
mit  dieser  und  ^  als  Katheten  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ZXm,  so 

gibt,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  um  ^  verminderte,  resp.  ver- 
mehrte Hypotenuse  Dm  die  Abstände  der  Punkte  I  und  II  von  D. 
Dies  gilt,  wenn  D  ausserhalb  der  Strecke  12  gelegen  ist.  —  Im  an- 
dern Falle,  Fig.  5.,  wo  2>  auf  der  Strecke  12  liegt,  beschreibt  man 
über  12  als  Durchmesser  einen  Halbkreis  C,  macht  die  in  D  zu  12 
bis  an  diesen  errichtete  Senkrechte  Dt  zur  Kathete  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  Dtm^  dessen  Hypotenuse  tm  ^^  ist;  die  andere  Ka- 
thete Dm  dieses  Dreiecks,  einmal  zu  ^  zu  addirt,  einmal  hiervon  ab- 
gezogen, gibt  die  Abstände  der  Punkte  I,  II  von  D,  Schon  aus  dem 
Gange  der  Construction  ersieht  man,  dass  in  diesem  zweiten  Falle 

23* 
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die  Aufgabe  nicht  für  jeden  Wert  von  d  eine  Lösung  zulässt;  es 
mnss  nämlich,  soll  eine  solche  möglich  sein,  Dt<^^  ausfallen. 

Da  in  beiden  Fällen  das  Abtragen  der  Abstände  der  Punkte  I 
und  II  in  zweifacher  Yfeise  geschehen  kann,  da  sich  femer  für  jedes 
Abtragen  zwei  Kegel,  also  zwei  Projectionscentra  ergeben,  so  las  st 
die  vorliegende  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Lösun- 
gen zu. 

In  den  Fig.  4.  und  5.  bedeuten  Äi(I,II)  und  Äi'(I',n')  jedesmal 
die  beiden  möglichen  Projectionen  von  ir(12),  »  und  «j  die  der  er- 
sten, 8*  und  «/  die  der  zweiten  entsprechenden  Kegelscheitel,  resp. 
Projectionscentra.  Wie  bereits  im  Eingange  gezeigt  wurde,  werden 
die  beiden  Symptosenebenen  zweier  Kegel  durch  die  zu  ihrer  Schei- 
telverbindungsgeraden zugehörigen  Polarebenen,  d.  i.  durch  die  Ebenen 
Da  und  Ds^  harmonisch  getrennt.  In  unserer  Darstellung  wird  also 
K  und  JTi  durch  Da  und  Z>«i,  dann  K  und  K^'  durch  Da*  und  />«,' 
harmonisch  geschieden,  und  da  K^  müK^'  (in  der  Zeichnung)  dieselbe 
Gerade  ist,  so  fallen  die  Stralen  Da  und  Da'  einerseits,  dann  Ds^ 
und  Da^*  andererseits  zusammen,  die  vier  Proj'ectionscentra 
liegen  also  auf  zwei  durch  D  gehenden  Geraden,  welche 
K  und  E  harmonisch  trennen. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  für  den  Fall,  wo  wie  in  Fig.  4.  und  5. 
die  beiden  Kreise  gleiche  Grösse  haben,  einer  der  Kegelscfaeitel  In's 
Unendliche  rückt,  eine  der  Kegelflächen  in  eine  Cylinderfläche  über- 
geht, bei  unserer  Aufgabe  verwandeln  sich  dann  zwei  Ccn- 
tralprojectionen  in  Parallelprojectionen. 

Wir  kehren  zu  dem  allgemeinen  Fall  Fig.  1.  zurück. 

Hält  man  den  einen  Kegelscheitel,  z.  B.  «,  fest,  während  man 
den  andern  a^  das  ihn  projicirende  Perpendikel  durchlaufen  lässt,  so 
dass  «i'  constant  bleibt,  dann  durchläuft  d  die  unbegrenzte  Gerade 
«'«i',  während  sich  die  Symptoseuaxe  D  um  den  Pol  c  von  a'a^*  in 
Bezug  auf  K  dreht.  Dabei  bilden  die  zugehörigen  Lagen  von  d  und 
dj'  ein  hyperbolisches  Punktsystem  mit  den  Asymptotenpunkten 
a'  und  «i'.  In  der  Geraden  a'a^'  befindet  sich  aber  auch  das  ihr  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  zukommende  Punktsystem,  welches 
hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch  ausfallen  wird,  jenachdem  ein 
reelles  oder  imaginäres  Schneiden  oder  eine  Berührung  von  «'^i'  mit 
K  stattfindet.  Es  liegen  demnach  in  «'^/  zwei  Punktsysteme,  und 
diese  haben  im  Allgemeinen  ein  Paar  conjugirte  Punkte,  die  wir 
J\  ^]'  nennen  wollen,  gemeinschaftlich.  Welche  Bedeutung  haben 
dieselben? 
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Fällt  der  Durchstosspunkt  von  w,  nach  z/',  so  geht  die  Sym- 
ptosenaxe  Z>  durch  z/i',  die  zweite  Symptosenebene  Z)^i  steht 
auf  der  ersten  senkrecht.  Desgleichen,  wenn  ///  den  Durch- 
stosspunkt von  88^  mit  der  Ebene  von  K  repräsentirt,  geht  D^  durch 
J'  und  es  stehen  wieder  die  beiden  Symptosenebenen  auf 
einander  normal. 

Was  nun  die  Punkte  z/'  und  z/^'  anlangt,  so  treten  dieselben 
immer  auf,  sobald  das  zweitgenannte  Punktsystem  in  «'«j'  elliptisch 
ist,  letztere  Gerade  K  also  nicht  schneidet;  sie  treten  dagegen  nur 
bedingungsweise  auf,  wenn  das  zweite  Punktsystem  ebenfalls 
hyperbolisch  ist,  *V  »lit  AT  reelle  Schnittpunkte  (JT,  K^)  gibt; 
in  diesem  Falle  dürfen  nämlich  die  As3rmptotenpunkte  a's^*  des  einen 
Systems  durch  die  des  andern,  TT,  K^^  nicht  getrennt  werden. 

Fassen  wir  Alles  zusammen: 

Bei  der  beschriebenen  Bewegung  des  Punktes  s^  (also  bei 
der  entsprechenden  Aenderung  des  Kegels  s^)  geschieht  es, 
wenn  K  von  ss^'  nicht  geschnitten  wird,  zweimal,  dass  die 
beiden  Symptosenebenen  zu  einander  normal  stehen ;  in  dem 
Falle,  wo  »'«i'  den  Kegelschnitt  K  trifft,  geschieht  dieses 
nur  dann,  und  ebenfalls  zweimal,  wenn  «'  und  8^'  gleich- 
zeitig innerhalb  oder  gleichzeitig  ausserhalb  K  liegen. 

Was  die  Construction  der  Punkte  /}\  /1^  betrifft,  so  wird  man, 
wenn  beide  Systeme  hyperbolisch  sind,  Fig.  6.,  über  «'«i'  und  KK^ 
als  Durchmesser  Kreise  beschreiben,  ihre  Chordale  bestimmen,  den 
Schnittpunkt  o  derselben  mit  8^8^'  zum  Centrum  eines  Orthogonal- 
kreises O  der  erstgedachten  Kreise  machen,  welcher  die  Punkte  J' 
und  z/i'  ausschneidet.  —  Ist  dagegen  das  zweite  Punktsystem  elliptisch, 
Fig.  7.,  so  wird  man  über  zwei  Punktepaaren  äJ,  y\^  desselben  Kreise 
beschreiben,  welche  reelle  Schnittpunkte  «,  ß  liefern;  durch  einen 
derselben,  z.  B.  a  und  die  Asymptotenpunkte  8' 8^  legt  man  nun  einen 
Kreis  C  und  construirt  zu  diesem  im  Punkte  a  jenen  Orthogonalkreis 
O,  der  sein  Centrum  oo  in  8*8^^  hat;  dieser  gibt  wieder  die  gesuchten 
gemeinschaftlichen  Punkte  ^i'  A^  an  *). 

In  dem  Zvnschcnfall,  wo  das  Punktsystem  in  8*8^  in  Bezug  auf 
R  ein  parabolisches  ist,  geschieht  es  auch  zweimal,  dass  die 
zweite  Kegelschnittsebene  auf  der  ersten  K  senkrecht  steht,  und  diese 
Lagen  sind  nach  Fig.  8.  leicht  zu  coustruiren;  man  braucht  blos  den 
zu  (ITÄi)  ^  /fj  ^  tf ,  dem  Mittelpunkt  der  parabolischen  Involution, 


♦)  Jac.   Steiner's  Vorl.   über  synth.  Geom.   IT.   Th.    v.  Dr.   H.  Schröter, 
pag.  58. 
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zugeordnet  harmonischen  Punkt  //'  in  Bezug  auf  «',  s^'  zu  hestimmen, 
Die  eine  dieser  besonderen  Ebenen,  D^/i  nämlich,  ist  gemeinschaft- 
liche Tangirungsebene  beider  Kegel,  wenn  z/^'  der  Durchstosspunkt 
der  Scheitelverbindungslinie  ist;  die  Kegel  selbst  berahren  sich  dann 
längs  einer  Erzeugenden,  welche,  doppelt  gezählt,  mit  K  die  Durch- 
dringung ausmacht 

Ein  eigentümlicher  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Punkte  s\  «/  auf 
K  selbst  liegen;  dann  fallen  die  beiden  in  ihrer  Verbindungslinie 
liegenden  Punktsysteme  zusammen,  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  ist 
ihnen  gemeinschaftlich,  daher  stehen  auch  alle  bei  der  beschriebenen 
Aendernng  des  Kegels  s^  auftretenden  Symptosenebenenpaare 
auf  einander  senkrecht;  die  zweiten  Symptosenebencn  bilden 
ein  Ebenenbaschcl,  dessen  Axc  sich  in  den  Pol  c  von  8*8^'  projicirt 
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XXV. 


Sur  ime  representation  des  points  iniaginaires 
en  g^om^trie  plane. 


Par 

Paul  Appell. 


Soit  une  conique  C  et  uue  droite  D  coupant  cctte  conique  en 
deux  points  imaginaires  M^  et  M^-^  prenons  sur  la  droite  un  point 
fixe  O  et  d6signons  par  g  la  distance  OM  de  ce  poiut  fixe  ä  un 
point  quelconque  M  de  la  droite.  Les  distances  Ö3ii,  OM^  scront 
donn^es  par  une  ^quation  du  second  degre  en  q  ayant  ses  racines 
imaginaires;  soient 

ces  deux  racines.  Pour  figurer  les  deux  points  3/^  et  3/^,  portons 
k  partir  de  O  sur  la  droite  D  une  longueur  OA  =  a]  puis  prenons 
sur  la  perpendiculaire  en  A  au  plan  de  la  figure  de  part  et  d'autre 
du  point  A  des  longueurs  AM^  =  AM^  =  b:  nous  obtenons  ainsi 
deux  points  M^  et  3^  dont  la  position  dans  l'espace  est  ind^pendante 
du  choix  de  Torigine  O  sur  la  droite  D  et  qui  peuvent  par  cons6- 
qnent  etre  consid^r^s  commo  repr6sentant  les  deux  points  imaginaires 
d'intersection  de  la  droite  et  de  la  conique. 

Ces  deux  points  ^tant  d^termin^s  quand  la  conique  et  la  droito 
sont  connues  poss^dent  des  propri^t^s  g^om^triques  qui  remplacent 
Celles  dont  F^nonce  exige  l'emploi  des  imaginaires.  G'est  ainsi  que 
les  points  M^  et  M^  sont  des  points  d'oü  Ton  voit  sous  un  angle 
droit  les  couples  de  points  situes  sur  la  droite  et  conjugu6s  par  rap- 
port  k  la  conique. 
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Si  la  droite  D  se  meut  parall^lement  ä  elle-mSme,  le  liea  des 
points  M^  et  M^  est  ane  autre  coniqne  C  qa'on  peut  appeler  con- 
jugn6e  de  la  conique  C  relativement  ä  la  direction  D, 

Cette  repr^sentation  des  points  imaginaires  s'6tend  d'elte-mßme 
an  cas  des  coorbes  alg^briques  d'ordre  sup^rienr. 

Remarque.  Seit  un  point  imaginaire  ayant  ponr  coordonn^es 
par  rapport  ä,  des  axes  rectaDgulaires 

le  point  de  Tespace  repr^sentant  ce  point  aura  ponr  coordonn^ 
Strassbonrg  16  Aout 
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XXVI. 

Ueber  die  Kugeln,  welche  die  Flächen  eines 
Tetraeders  berühren. 

Von 

Herrn  Leopold  Klug, 

Bealschnllehrer    in    Pressbarg. 


Es  giebt  im  Allgemeinen  acht  Kugeln,  welche  die  Flächen  eines 
Tetraeders  berühren. 

Bezeichnen  wir  die  Flächen  und  die  ihnen  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  mit  1,  2,  3,  4  and  nehmen  diejenigen  Seiten  der  Flächen, 
auf  welchen  das  Tetraeder  ruht,  als  positiv  an,  die  andere  aber 
negativ,  so  wird  eine  Kugel  alle  Flächen  auf  den  positiven,  vier  Ku- 
geln werden  drei  Flächen  auf  den  positiven,  eine  auf  der  negativen, 
endlich  werden  drei  Kugeln  zwei  Flächen  auf  den  positiven,  zwei  auf 
den  negativen  Seiten  berühren. 

Bezeichnet  man  femer  den  Badius  der  Kugel,  welche  alle  Flächen 
auf  den  positiven  Seiten  berührt,  mit  r,  die  Badien,  welche  die  resp. 
1,  2,  3,  4  Fläche  auf  der  negativen,  die  übrigen  drei  aber  auf  den 
positiven  Seiten  berühren,  mit  r^,  r,,  rg,  r^^  die  Flächeninhalte  der 
Dreiecke  mit  /i,  /„  /a,  /4,  endlich  das  dreifache  Volumen  des  Tetra- 
eders mit  r,  so  bestehen  zwischen  diesen  Grössen  folgende  Belationen 

1)   ; y  ,       2) j^ , 

«.   1      fi-A+A+A        ..    1      fi+A-A+A. 
o;  r  "= V 1       4;    -  == jz 9 


V 


r» 
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Die  erwähnten  drei  Kugeln  berühren  eine  gewisse  Fläche  (z.  B. 
1  Fläche)  entweder  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite,  aber  alle 
drei  übrigen  Flächen  kann  dieselbe  Kugel  weder  auf  den  positiven, 
noch  auf  den  negativen  Seiten  berühren. 

Berühren  die  drei  Kugeln  die  1  Fläche  auf  der  positiven  Seite 
und  man  bezeichnet  mit  gi  den  Kadius  der  Kugel,  welche  noch  die 
i  Fläche  auf  der  positiven  Seite  berührt,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass 

e)    ^_  -^„         ,        7)    ^-^--  ^ 

8)    _ ^^     .._. 

bcrahron  sie  aber  die  1  Fläche  auf  der  ucgativeu  Seite  und  inan 
bezeichnet  mit  f/  den  Radius  der  Kugel,  welrhe  noch  die  1  Fläche 
auf  der  negativen  Seite  berührt,  dann  ist 

Die  Lage  der  drei  Kugeln  wird  von  der  Grösse  der  Flächen 
bestimmt 

Wenn  wir*  voraussetzen,  dass 

a)  fi>f2>fs>fi 

dann  sind  -    und   -    positiv,  aber  nur    dann    positiv,    wenn 

ft—ft^h—fi  und  — ,  negativ;  die  Kugeln  müssen   also  in   dem 

92 

Falle  die  1  Fläche  auf  der  positiven  Seite  berühren. 

b)  ft>h>h>fi 

dann  sind    —7  und      -,    positiv,  aber   —7  nur  dann   positiv,   wenn 
Ps  ^1  9z 

/i— /3  ^A""/!?  während        negativ;    in   dem   Falle  können    nicht 

alle  drei  Wurzeln  die  1  Fläche  auf  der  positiven  Seite  berühi-en. 

c)  /•«>A>>3>A 

dann  sind  -  positiv,    -  und  —7  negativ;  alle  drei  Kugeln  berühren 
92  9\  92 
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also  die  1  Fläche   weder   auf  der  positiven  noch  auf  der  negativen 
Seite. 

Aus  diesem  folgt: 

1)  Die  drei  Kugeln  berühren  entweder  die  kleinste  oder  grösste 
Plächo  auf  (dem  Zeichen  nach)  derselben  Seite. 

2)  Sie  berühren  die  grösste  Fläche  (und  zwar  immer  auf  der 
positiven  Seite)  nur  dann,  wenn  die  Differenz  der  zwei  grössten 
Flüchen  grösser  ist  als  die  Differenz  der  zwei  kleineren. 

3)  Sie  berühren  die  kleinste  Fläche  (und  zwar  immer  auf  der 
negativen  Seite)  nur  dann,  wenn  die  Differenz  der  zwei  grössten 
Flächen  kleiner  ist  als  die  Differenz  der  beiden  übrigen. 

Aus  den  Gleichungen  von  6)  bis  11)  ergibt  sich,  dass 

/      wenn  /i  ==  A  =  /'s  =  A ,  dann  sind 

^2  =  P3  *==  ^4  =  <»  5 

»     /i  +  A  ==  fi + fi ,    <iann   sind 

^s%\     \  Qk^  cci  Qi;^  gi     aber  nicht  unendlich  gross; 

«     fi^M  fi  =  fh    dann  sind 

p."  =  (>«  =  00 ;    Qi  „  „  „ 

w     (/i  >  fk)  =-•  fi  =-  fi,  dann  sind 

?*  =  ^»  =  Ql  „  „  „ 

Die  Mittelpunkte  der  Kugeln  werden  durch  die  gemeinsamen  Punkte 
deijenigen  Ebenen  bestimmt,  welche  die  Flächenwinkel  halbiren. 

Bezeichnet  man  mit  Jh  und  Au  diejenigen  Ebenen,  welche  den 
inneren  resp.  äusseren  Winkel  der  Flächen  l^  i  halbiren,  die  Mittel- 
punkte der  Kugeln,  deren  Radien  r,  ri,  qi  sind,  mit  m,  m»,  (/,  dann 
liegen 


13) 


7n7/t^7n^fM.2   u 

i    UUi 

JliUCW 

3    ./J2, 

^*l"*2f«3f*4   " 

I  uer 

riUUii 

e^ia; 

TOW^TOjfig 

?i 

?? 

•/is; 

»H»»8f*4f*2 

11 

11 

-^131 

wmjwafi^ 

91 

51 

Ju. 

»^«*4f*2f*5 

^^ 

1) 

-^141 

m  tn^  fn^  fi^ 

» 

n 

Jn\ 

^fHHH 

11 

11 

-^23  1 

mwimgf*3 

« 

31 

Jti\ 

^^4^2f*4 

^^ 

11 

-^241 

mTHj^tn^^^ 

« 

« 

Jzi\ 

^3»»4M3f*4 

11 

^•i 

-^341 

ferner  gehen  die  Geraden 
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14) 


mm^^  f^sf^S)  ^f*39  ^li^'A  durch  den  Eckpunkt  1; 

«im,,  wi^„  «3^4,  TO^fij  „                „        2; 

mm,,  m^ftj,  m2^4,  m4fi2  „                ??        3; 

mm4,  mi^4,  mjfAj,  ma/i,  „                „        4. 


Nach  dieser  Zusammenstellung  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die 
Centralprojectionen  der  Mittelpunkte  ans  einem  Eckpunkte  als  Cen- 
trum auf  die  gegentlberliegende  Fläche  ein  Viereck  bestimmen,  dessen 
Diagonalpunkte  die  anderen  drei  Eckpunkte  des  Tetraeders  sind 

Um.  die  Lagen  der  Berührungspunkte  der  Kugeln  auf  den  Flächen 
z.  B.  1  Fläche  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  mit  p^  die  orthogo- 
nale Projection  des  1  Eckpunktes  auf  die  1  Flache,  die  Central- 
projectionen der  Mittelpunkte  aus  dem  1  Eckpunkt  mit  m',  m/,  /i,' ... 
die  Berührungspunkte  der  Kugeln  auf  der  1  Fläche  mit  a,  €4,  a^... 

Aus  der  Reihe  14)  folgt  nach  den  Cresetzen  der  Perspective, 
dass  die  Punkte 

15)    p^aa^m'^y    PiO^W^y    Pi^^^s'^si    Pi^iW^A 
sowie 

2aia,;    3a,a8;    4aia4; 

16)     /    ^^  *'*'    ^^  ^^'    ^^  "*' 
2^8  «4*,    Sa^a^'y    4a^a^\ 

2a^a^\    Sa^a^\    403«, 

in  einer  Geraden  liegen. 

Die  acht  Berührungspunkte,  die  drei  Eckpunkte  (2,  3,  4)  und 
dio  orthogonale  Projection  (p^)  des  vierten  Eckpunktes  sind  derart 
situirt  auf  16  Geraden,  dass  durch  jeden  Punkt  vier  Gerade  gehen, 
und  auf  jeder  Geraden  drei  Punkte  liegen  *). 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  auf  den  unter  15)  angeführten 
Geraden  die  benannten  Punkte  von  einander  harmonisch  getrennt  sind. 

Bilden  wir  zu  dem  Ende  aus  den  Gleichungen  1)  bis  11)  folgende 
andere : 

rjk'   Qk       r      rj^         V 
und  nehmen  wir  noch  in  Betracht  die  Proportion 


2/,        2  . 

i-_ 

_J^_^1_1   _2 

*./i~Ai' 

rt 

"«»'""r      r^        A, 

*)  Dnrege,  Curven  Ster  Ordnung  p.  214. 
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welche  sich  ans  den  im  Hanme  vorkommenden  ähnlichen  Dreiecken 
ergibt,  so  erhalten  wir: 

und  davon  ist: 


PjTOt        ajkwi       nfimt 

Die  Gleichung  beweist,  dass  die  Punkte  pi^  mi'  von  at,  €xi  har- 
monisch getrennt  sind. 

Pressburg,  den  4.  Juni. 
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XXVII. 

EclaircisKsements  siir  une  Note  relative 
ä  la  fonction  log/'x. 

Par 

Monsieur  Genocchi, 

Professeur  h  rUniversitd  de  Turin. 


Doux  Notes,  quo  j*ai  pr^sent^es  en  1873  h  TAcad^mie  Royale 
de  Belgique,  out  ete  Tobjet  d'un  compte  rcndu  dans  le  Litterari» 
scher  Bericht,  No.  CCXXVII,  pag.  22  et  25  (Archiv,  tom.  57.)- 
Comme  en  certains  points  ces  Notes  u*ont  pas  6t6  comprises  et  inter- 
pretees  suivaut  Icur  v6ritablc  sens,  j'ai  cru  convenable  de  donner 
quelques  explications,  ainsi  que  le  savant  Redacteur  avait  bien  vonln 
m*y  eugager.  Sur  Tuue  d'elles,  qui  se  rapportait  ä  la  Geometrie 
abstraite,  je  me  suis  dejä  explique  dans  uu  travail  ^tondu  qui  \ient 
de  paraitre  et  qui  est  intitul^:  Sur  un  Memoire  de  Daviet  de 
Foncenex  et  sur  les  geometrics  non  cuclidiennes  (Tarin, 
1877).  Ainsi  je  me  bornerai  ici  h  Tautro  Note,  sur  laquelle  j'entrerai 
dans  tous  les  details  et  je  dounerai  tons  les  developpemeuts  qui  sont 
necossairos  pour  comprendre  ces  explications  saus  rccourir  ä  d'autres 
ccrits  sur  la  question.  Je  repondrai  en  memo  temps  ä  certaines  ob- 
servations  publikes  dans  les  annees  1873—74  par  MM.  De  Tilly,  de 
Bruxelles,  et  Ph.  Gilbert,  de  Louvain. 

I.    Formale  de  Nieole. 

On  a  ridentit6 

_1_  ^        1  b  +  Vn  . 

a — b       a-^-Vn'^  {a'{-vn)(a  —  b)  * 
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et  remplagant  snccessiTcroent  vn  par  vq^  v^^  v^,  ...  r»,  multipHaut  re- 
spcctivement  par  les  quantites 

et  ajontant  les  produits,  on  obtient,  apr^s  des  r^dactions  facilcs, 

C'est  la  formale  donnee  par  Nicole  dans  les  Memoires  de  TAca- 
d^mie  de  Paris  pour  1727,  sauf  uno  legere  diff^rence.  J*ai  montre 
cn  1867  (Nouvelles  Annales  de  Math6matiques),  qu'on  peut 
en  tirer  une  regle  de  convergcnco  des  series  assez  rcmarquable.  En 
eflFet,  si  Ton  d^signe  par  Bn  le  dcrnier  tcrme  de  cette  formule,  par 
tr„  ravaut-dernier,  qui  fournira  les  autres  en  mettant  pour  n  les 
uombres  0,  1,  2,  ...,  on  ponrra  6crire 

tro+iri  +  ir2  + ••  •  ^<'»»+ Ä», 


et  on  aara 


cVoü 


i-„-«(x+f-4j(i+/^).(,+,^), 

S>'»-«(>+f4:-^+.^+-+ST^.) 


en  snpposant  positives  toutes  les  quantitös  a^  h^  a  —  6,  ro,  f  j,  . . .  r„. 
Donc  si  la  sdrie  dont  le  terme  g^n^ral  est  tzt"  sera  divergente, 

-^-  pourra  croitro  indefiniment  avec  7i,  et  Jtn  sera  iudefiuiraent 
d^croissant,  en  maniöre  que  la  serio  ^^o  "h '''i +  "*«  +  ••  •  sera  conver- 
gentc  et  aura  ponr  somme  -~_77-     Ainsi   nous   aurons   dcux   s6ries, 

Tuno  divergente  ayant  pour  terme  gen^ral  v'n  =  rx — »  Tautre  con- 

vergente  ayant  ponr  terme  g^n^ral  «r^,  et  le  rapport  de  denx  termes 
cons^cntifs  dans  ces  series  sera 
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Soit  uh  le  terme  g^n^ral  d'une  antre  s6rie  ä  termes  positifs:  d'apr^ 
nn  principe  connu,  eile  sera  divergente  si  Ton  a 

—^>—r-»  c'est-ä-dire  — ^>7-r • 

et  convergente  si  Ton  a 

ü?HÜ<!^,  c-est-ä-dire  !?^<  H:^ 

cela  poor  n  quelconque  ou  k  partir  d'une  valeur  donn^e  de  n. 

On  voit  qa*on  peut  d'une  infinit^  de  mani^res  attribuer  des  va- 
leurs  convenables  k  vn,  a  et  b. 

La  formale  de  Nicole  peut  se  rMuire  k  la  suivante 

(l+tio)(l+Ui)...(l-H*H)  « i+«o+(i+«oK+(i-K)(i-K)««+-.- 

+  (l-K)(l+n,)...  (1-H*«-!)«^ 

^quation  presque  Evidente  due  k  Euler.  Dans  an  article  post^riear 
(r^dig^  en  septembre  1868),  j'ai  fonde  sur  la  mdme  formule  ane 
th^orie  61^mentaire  des  produits  infinis.  Yoyez  Nouvelles  Anna- 
les de  Math^matiques,  1869. 


n.    Formale  de  Lagrange  et  formale  de  Binet. 

Faisons  dans  la  formale  de  Nicole  a^-^  x^  b  ^^  —  a]  multipliona 
par  €ki  et  int^grons  de  a  »  0  ä  a  «=  1.    En  posant 

1 

/*fa— tt)fa  — «)»-  (t^^-i  —  g)  , 
«.  «  y ___ oa, 


Xi^ 


0 

1.2....- 


(»+«'o)(«4-*^i)  •  •  •  («+«'»)' 
et 

Xa  =  — i — » 
nous  aurons 

log(l  +  ^)  =  jro+criXi  +  a,-X,+... 

d^veloppement  de  log(l-f-~)  Avec  un  reste  qu'on  peut  repr^enter 


Digitized  by 


Google 


ä  la  foncüon  logFx,  369 

1 

par  /  Rh  "5^.    Pour  juger  de  la  convcrgence  de  ce  developpement, 


nous  sapposerons  a  >  0,  vq  nul  ou  positif,  Vj,  vg,  v^, . . .  tous  positifs 
et  non  införieurs  k  runit^,  et  nommerons  od  la  plus  grande  valcur 

]iam6riqii&  de     %      cntrc  les  limites  «  =  0,  a  =  l.    On  aura,  en 

valenr  nnm^rique, 


Rn< 

oa 

• 

k> 

-:(>+ 

ä('+3--(^+; 

:;)• 

et  par 

suite 

k> 

K'+ 

i+i+k+-+ 

-V 

Douc,  si  la  s6rie 

d6fiuiment  avec  n, 
donc  rint^grale 

-»      .     -.  ...  est  divergente, 

Vt       V2      ^S 

et  JRn  d6croitra  ind^finiment 

1 

,  tT  augmentera  iu- 
en  valeurnumörique; 

/-.-f-.- 

qui  a  une  valeur  införieure  ä  — »  si  3f  est  la  valeur  maximum  de 

X 

J7n,  ira  aussi  ind6finiment  ddcroissant.  Ainsi  la  s^rie  indiqn^o  sera 
convergentc.  Elle  a  6t^  donn^c  par  Lagrauge,  sans  Texpression  du 
rcste,  dans  Ic  cas  particulier  de  t?o  =  0,  vi  =  .1,  v^  =»  2,  vg  =  3,  etc. 

Seit  maintenant  la  fonction 

u  =  {x — i)logaj — X 

sa  diff^rence  poor  ^x^l  sera 

z/tt=«loga:+(a:+J)log(l+^)-l. 

Mais  pour  log  ( !-{--)  on  a  Texpression  prec^dente,  et  comme 

*"r-  0 
11  s'ensuiyra 

Teil  LXL  2* 
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/*       da 


0 

oh  Ton  a  fait 

ßo  =  (J— vi)ffi  +  2a„        ßi  =  (i  — v,)ai+3a3,  ... 

et  en  g^n^al 

ft  =  (i— Vffi)«.fi  +  (*+2)a<f2. 

Or  cTj  =  vo — l,  et 

1  !• 

on  a  en  mSme  temps 

^*  y         1727:7(7+13     — ^«- 

Donc,  avec  ces  Conventions,  il  viendra 

1 

du  =  l0gX  +  ß^,Xj^  +  ßiXi-\-.,.'\-ßn-2Xn^l+fBn^ll^da, 

0 

et  le  d^veloppement  qui  est  ici  compris  sera  convergent  puisque  Jin^i 
devenant  infiniment  petit  pour  n  infini,  il  en  est  de  meme  de  Tint^- 
grale  qui  forme  le  tcrme  compl^mentaire.    On  suppose  toiijoors  que 

la  Serie   -  i  -.  -.  etc.  seit  divergente,  et  x  positif. 

Int^grons  enfin  par  rapport  ä  9;  et  suivant  Ics  r^gles  da  calcul 
des  diff^rencos  les  deux  mcmbres  de  cette  equation  sous  la  condition 
ci-dessus  indiqn^e  de  dx  =  1:  une  integrale  particuli^re  du  premier 
membre  sera  u  et  ne  pourra  differer  d'une  integrale  particuli^ro  du 
second  quo  d'une  quantit^  constante  ou  p^riodique  laquelle  sera  d^- 
sign^e  par  C.  Ainsi,  en  repr^sentant  par  le  signe  £  des  integrales 
particuli^res,  remettant  la  valeur  de  u,  faisant  £Xi  =  Ji,  et  transpo- 
sant,  on  aura 

2;iogfl;  -  (a;-i)loga;-a:  +  C-|Jon— Ar,— ...-/?K-2F„.i 

1 

-2  ' 


'/"'-^'i?.- 


Dans  le  cas  particulier  de  «v  =  »,  on  peut  prendre  Yt= — JTi-i, 
ce  qui  donne,  en  remplagant  n  par  n+l, 
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1 
0 

Cette  formalo  se  trouve  dans  ma  premi^re  Kote  de  1853  dont 
eile  6tait  Tobjet  principal,  et  ne  süppose  aucanement  qae  x  seit  qq 
nombre  entier.  Les  argumenta,  par  lesquels  M.  Ph.  Gilbert,  en  no- 
vembre  1873,  a  voulu  prouver  le  contraire,  ne  sont  pas  s^rienx*). 
La  qnantit^  C  permet  de  d^terminer  comme  on  Tondra  les  integrales 
particnli^res  d^signdes  par  £i  j'insiste  aar  cette  qualification, 
car  je  ne  comprenda  gas  cpmment  M.  De  Tilly  a  pu,  dans  son  Kap- 
port,  affirmer  quo  d'apr^a  mon  explication  les  Z  sont  nniquement 
des  integrales  g6nerales**). 

Dans  la  formale  de  Binet  on  r^duit  l^loga;  k  logFx^  C  ä  ilog27r, 
et  Ton  prolonge  ind^finiment  et  sans  terme  compl^mentaire  la  s^rie 

qne  j'appellerai  s^rie  de  Binet 

in.    CoBTergenee  de  la  s^rie  de  Binet.    £?anoaissement 
pour  X  infini. 

La  qnestion  de  la  convergence  ne  pouvait  pas  prodoire  la  moindre 
difficulte.  Binet  s'en  etait  occup^  d'une  mani^re  tr^s  profondo  et  tr^s 
detailiee,  et  avait  indiqu^  des  moyens  simples  et  directs  pour  de- 
montrcr  la  convergence:  moyens  auxquels  j'aurai  pu  renvoyer  sans 
autres  explications.  Ayant  trouv^  une  expression  du  reste  de  la 
s^ric,  je  n'ai  fait  qu'invoquer  en  deux  mots  un  principe  ^nonc^  par 
Euler  et  Lacroix,  pour  d^duire  de  cette  expression  la  convergence. 
J'ai  donn6  une  d^monstration  plus  d^velopp^e  dans  ma  demi^re  Note: 
M.  Hoppe  Ta  jug^e  trop***)  prolixe,  mais  celle  qu'il  propose  me 
parait  beaucoup  plus  prolixe  car  eile  emploie  une  formuledu  Lehr- 
buch dont  la  demonstration  est  aussi  un  peu  longue.  J'ai  fait  usage 
de  consid^rations  plus  simples  dans  ma  Kote  pag.  8—9,  et  j'ai  ob- 
tenu,  au  fond,  le  memo  r^sultat  que  cherchait  M.  Hoppe,  savoir  une 

limite  sup^rieure  de  ZRn^i  (suivant  la  notation  que  j'avais  adoptee). 


*)  Yoyes  les  Ball  et  ins  de  l'Acad.  roy.  de  Bclgiqne  poar  1853  et  1873. 
**)  Ibid,  1873. 

***)  Ce  mot  ne  se  troore  pas  Ik;  le  vrai  coDtenn  de  la  remarque  est  omis 
ici:  il  s'y  agit  de  co  que  Tantenr  ne  fait  nul  osage  de  son  expression  du  reste, 
qui  en  s'^yanouissant  montre  la  convergence  de  la  sdrie.    (Rdd.) 

24* 
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Je  remarquerai  encore  quc  M.  Hoppo  semble  avoir  ii^glig^*)  dans 
la  fonction  ä  integrer  Ics  variations  de  facteur  x-^-a  qui  entre  au 
denominatenr  et  qui  devient  a;  +  l+«,  «+2+a,  etc.;  et  qu'en  finis- 
sant  il  se  bonie  k  uno  affirmation  qui  pour  moi  n'est  pas  trds  daire, 
car  il  dit  seulement,  qne  la  convergence  de  la  s^rie  Un  (s^rie 
de  Binet)  s'eiisuit  de  1<\  sans  difficult^. 

Qaoi  qu'il  eu  soit,  voici  uno  d^monstration  tr^s  simple  k  laquellc 
se  r^duit  la  d^monstration  de  Binet  lorsqu'on  la  debarrasse  de  toat 
ce  qui  n'est  pas  n^cessaire  pour  etablir  la  convergence. 

On  a  ici 

^•-  -  -/  iXTTHTi) ^*-«)^« 

0 

le  produit  a(l  — cr)(2— a)...(t  — a)  est  inferieur  k  1.2...t,  et  la  va- 
leur  num^rique  do  ^— a  ne  surpasse  pas  ^-,  donc  celle  de  ßi  sera 

inferieure  k  örZnT)*    ^^  ^^^^^   ^^  ß*^'  ^^^^  inf6rieure   k 

1        1.2.../ >    A    L  1.2...(*->1) 

2(/+l)  x(x  +  l).,.{x+iy  ®^  P^^  '^'^^  *  2x  {x+l)(x+2)...ix+iy 

Mais  7— T  T V /~nrör " V    r~v   est  Ic  tormo  g6n6ral  d'une  s6rie 
(x+l)(x+2),..{x+i)  » 

convergente  k  termes  positifs  dont  la  somme  est  - :  on  peut  rccon- 

naitre  cela  par  la  formule  de  Nicole,  puisquc,  en  y  faisant  a=»ar+lf 
i  =  1,  Vi  =»  t,  on  trouvo 

1^  _i_  4. 1 . h? .    etc 

Donc  la  s4rie  ayant  pour  tonne  g^neral  ßiXt  sera  aussi  convergente 
et  aura  une  sommc  iuförieurc  k  ^ 

II  faudra  partir  du  terrae  ßiX^  pour  faire  la  comparaison:  lyou- 
tant  Ic  terrae  /3o^  Q^^  ®8*  ^S^  ^  12«'  ^^  conclura  que  la  s^rie  do 
Binet  est  convergente  et  a  uno  somme  inferieure  eu  valour  absolae  k 

_1     ..!_ 

12a:  ^  2a;* 

Getto  limite  est  peu  approch^e,  mais  eile  suffit  pour  montrer 
que  la  somme  de  la  serie  de  Binet  doit  s'^vanouir  si  x  devient  infini. 


*)  Ces  yariations  diminnent  senlcment  1a  quantitc  qui  doit  6'<5vanouir.  (Rdd.) 
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Cctto  propri6t6  est  d'aillcurs  Evidente  dfes  qu'on  admet  la  convergence, 
tous  les  termes  de  la  s6rie  s'annulent  avec  -:  la  d^finition  de  la 

X 

coüvergencc  et  celle  de«  la  somme  d'uno  serie  doivcnt  lever  tous 
les  doutes.    Le  restc  de  la  s6rie  devra  aussi  s'aunuler  avec  -• 

X 

II  est  encore  visible  que  ce  reste  sera  une  valeur  particuli^re  de 

1 

rint^grale  aux  diff^rences  Z  1  Rn—r  da.    En  effet,  comme  je  Tai 

•/        x-f-dt 

0 

rcmarqu^  dans  ma  dorni^re  Note,  si  une  s^rie  de  fonctions  de  x 

«^  +  «1  +  "«  +  -.. 

est  convcrgentc,  et  a  pour  somme  «,  pour  reste  r«  apr^s  n  termes, 
et  si  cela  a  lieu  pour  deux  valeurs  x  et  x-^-Jx^  l'autre  s6rie 

scra  aussi  convergente,  aura  pour  somme  Js  et  pour  reste  z/r,,. 
Ayant  fait  -Jr„  «  r'»,  ou  aura  r„  =  Xr',»,  et  ainsi  le  reste  r,»  de  la 
premi^re   serie  sera  une  integrale   particuli^re  du  reste  r »  de  la 

demi^re.    Or,  dans  notrc  cas,  le  reste  de  la  s6rie  des  differences  est 
1 

Rfi — i — da:  donc  le  reste  de  la  s^rie  do  Binet  sera  une  inte- 
x+a 

0 

grale  particuliere  de  cette  fonction,  celle  qui  s'annule  avec  -• 

Ces  proprietes  sont  une  cons^quence  bien  facilo  de  la  convergence 
qui  avait  ^t6  demontreo  par  Binet 

M.  De  Tilly  a  public  cn  1873  une  Note  pour  edaircir  les  points 
que  je  viens  dindiquer,  dans  le  cas  particulier  de  x  entier,  et  M. 
Pb.  Gilbert  assure  que  son  travail  a  rendu  nn  service  reel 
aux  geom^tres.  On  voit  quo  toutes  les  questions  se  reduisent  k 
la  demonstration  de  la  convergence  et  que  cette  d6monstration  ^tait 
donnee  depuis  longtemps. 

M.  Ph.  Gilbert  a  voulu  faire  Tbistoire  des  recherches  sur  la 
fonction  logAa;).  II  a  nomme  un  grand  nombre  d'ouvrages  et  do 
Memoires,  mais  sans  les  avoir  lus.  On  pcut  en  juger  par  le  passage 
suivant  (Bulletins  de  l'Acad.  roy.  de  Belgique,  janvier  1873, 
pag.  9): 

„Binet  ne  s'etait  pasarrete  a  d^montrer  la  convergence  de  cette 
„s^rie  (la  s6rie  dont  nous  venons  de  parier),  mais  Caucby,  dans  le 
„memoire  dejä  cit^,  donna  de  cette  formule  de  Binet  une  d^monstra- 
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„tion  rigoureuse,  d'une  beaat6  analytique  exceptionnelle,  et  qui  cn- 
„trainait  en  meme  temps  la  convergence  de  la  s6rie." 

Si  M.  Ph.  Gilbert  avait  lu,  je  ne  dis  pas  le  Memoire  de  Binet, 
mais  au  moins  celui  de  Cauchy,  il  aurait  su  que  cette  d^monstra- 
tion  rigoureuse,  d'une  beaut^  analytique  exceptionnelle, 
^tait  de  Binet,  car  Cauchy  le  declare  lui-meme  tr^s  express^ment. 
J'ai  r^fut^  dans  ma  Note  ccs  etranges  assertions  en  citant  des  extraits 
des  Memoires  de  Binet  et  de  Cauchy,  .et  j'ai  conclu  en  ces  termes: 
„On  voit  donc  que  Binet,  non-seulement  n'a  pas  n^glig6  la  qnestion 
„de  convergence,  mais  Ta,  au  contraire,  approfondie  avec  un  grand 
„sein,  et  que,  r^lativement  k  la  convergence,  Cauchy  n'a  fait  que 
„r^prodnire  une  des  d^monstrations  de  Binet" 

J'ai  cit6  dans  la  meme  Note  une  autre  s6rie  de  factorielles  ne- 
gatives etudide  longuement  par  Binet  dans  son  grand  Memoire,  qui 
neanmoins  etait  rest^e  inconnue  au  savant  beige,  tant  inconnue,  que 
Tayant  depuis  retrouv^e  dans  ses  Recherches  sur  le  d^velop- 
pement  de  la  fonction  F  (Bruxelles,  1873),  il  la  crut  nouvelle 
et  lui  appartenant  et  la  d^dare  s6rie  analogue  ä  celle  de  Binet 
et  que  Ton  pourrait  aussi  obtenir  par  d'autres  proc^d^s 
(pag.  25).  J'ai  mentionn^  aussi  une  infinit6  de  s^ries  sem- 
blables  ä  celle  de  Binet,  que  j'avais  donn^es  en  1855.  J'ai 
revendiqu6  k  Binet  un  autre  d^veloppement  qu'on  attribuait  k  F^ux 
et  qu*on  trouve  dans  les  Comptes  rendus  de  1839.  M.  Ph.  Gil- 
bert pense  rectifier  sa  premi^re  assertion  en  attribuant  cette  s6rio  ä 
Cauchy  (Recherches  etc.  pag.  14),  mais  le  Memoire  de  Cauchy  est 
de  1843  (M.  Gilbert  se  trompait  en  lo  faisant  r^monter  k  1841). 
J'ai  r^tabli  en  outre  les  droits  d'Eulcr,  de  Plana,  de  M.  Weierstrass, 
qui  me  paraissaient  oubli^s.  En  finissant,  M.  Gilbert  annongait  cet 
important  r^sultat:  „que  Ton  peut  obtenir  l'expression  du  reste  de 
„la  s^rie  de  Binet  sous  la  forme  d'une  integrale  d^finie  triple". 
J'ai  r^pondu  qu'en  1859  j'avais  obtenu  et  publik  l'expression  de  ce 
reste  sous  la  forme  d'une  integrale  d^finie  simple. 

IT.    Factorielle  de  Gauss.    B^temiination  de  la  qoantit^  C 

Je  d^finis  avec  Gauss  la  fonction  Fx  comme  la  limite  pour  i& «  oo 
de  la  factorielle 

1.2.3...fc.Ä:»-i      

^*'^'^~x(a:4-l)(a;+2)...(a;+A;— 1)' 


qui  donne 
et  k  la  limite 


nx+i,h)=^^xnx,k), 
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H[a;+1)  «  xFx, 
d'ou 

logri[a;+l)  — logrr  =  loga;. 

Ainsi  logFs;  est  une  valear  particuli^rc  do  riut^gralo  anx  differeuces 
l^loga*,  ^  en  le  substituant  daus  une  formale  pr^c^dente  nous  anrons 

logPa;  =  C+(a;— i)loga;— aj  +  |«{ar), 

si  fi(ar)  reprdsente  la  somme  de  la  s^rie  de  Binet 

ßQ^0  +  ßl^l+ß%^2+  etc. 

qu'on  a  demontrd  etre  convergente.    Prenant  les  diff^rences  des  deux 
pour  dx  =  1,  on  trouve 

Mar)-fi(x  +  l)  =  (:r+i)log(l  +  ^)-l; 

et  rempla^ut  successivemcnt  x  par  «+!)  a;-|-2,  ...  x-^h—l^  et 
ajoutant,  on  d^doit 

Or 

"2'h«'-('+^)]=<-+«'««[^S?-^] 

=  (x+i)iog(^); 

et  en  outre 

=  (ft-l)  log  (x+fc)  -  log[(H-l)  (x+2) . . .  («-M^i)]- 
Donc 

f»(*)— *»(*+*)  = 

(aH-*-i)log(«+'k)  -  (H-Dlog«— log[(«+l)(a4-2) .. .  (x+i-l)]  -fc. 

D'un  autre  c6t6,  l'expression  do  IT«-,  *)  doime 

logIT*,ft)  =  log(1.2.3...fc)  +  (x-l)logfc-log[«(ar+l)(a;+2)...(«+fc-l)]. 

Gombinant  ces  deux  ^qoations  et  faisant  ponr  abr^ger 

9)(i)  =  log(1.2.3...it)  — (i"+i)logfc4-&, 
on  obtient 

— ^(x)4-p(«+Jt)4-logn:«,fc)  =  («-i)logx-(a:4-fc-J)log(l4|)+V(*). 
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dans  laquellc  il  faut  prendre  les  limites  ponr  A* »  qo  .    Mais  comme 
(«+i— i)log(l  +  |)=(a=-J)log(l+^)+«-^+^-..., 

k  6tant  suppos^  >ir,  et  par  suite  («+/•?  — i)log(l  +  t)   ß©  reduit 

k  X  lorsquo  k  devient  infini.  D'ailleurs  on  sait  que  ]a  sornmc  fi(x} 
de  la  s^rie  de  Binet  s'^vanouit  pour  x  infini,  en  sorte  que  la  limitc 
de  ^i{x'\-k)  sera  nulle.    On  conclura 

logroj  — fi(a;)  =  (aj  —  }i)]ogx-\-x-\'\m(p(U)^ 

ce  qui  revient  k  C « lim  q>(k),  U  rösulte  donc  que  la  quantite  C  est 
independante  de  x  comme  q>{Je)^  et  qu'ainsi  C  n'est  pas  nne  fonction 
p^riodique  mais  uno  simple  coDStante. 

Cette  d^monstration  est  oxtraito  presque  textuellement  des  Bnl- 
'  Ictins  de  TAcad.  Roy.  de  Belgique,  fevrier  1854,  pag.  85—88. 

Tai  dit  au  meme  endroit  quo  la  valeur  de  C  s'obtient  aisement 
par  la  formule  de  Wallis.  M.  De  Tilly  affirme  au  contraire  ,,qa*on 
„ne  peut  employer  pour  cela  la  formule  de  Wallis  que  dans  le  cas 
„particulier  oü  x  est  enticr".  *)    Mais  cette  formule  donne 

n       ,.     /2   2   4   4     2^—2   2it— 2       2k    \ 
2^^''^\i'3^'b''2k^'2k=^'2k^l)   P^''^  ^•=*' 
ou 

l/i       ,.     /     2.4.5.. .2fc         1  \ 

et  comme 

2.4.6...2^  =  2*.1.2.3...A;, 
1.2.3...2/j=-1.3.5...(2/j  — 1).2.4.6...2^^ 

on  peut  ^crire  aussi 

n 
il  s'ensuit  que  Jlog^  sera  la  limitc  de 

21ogj;i.2.3...^)  — log(1.2.3...2^•)  +  2^•log2— Jlog(2Ä)==  JT. 


*)  Balletins  etc.  novembre  1873,  pag.  460. 
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On  trouve  d'ailleurs 

2tp{k)'-tp(2k)  =.  21og(1.2.3  ...Ä:)-~log(1.2.3  ...  21')  — (2A;4-l)log/j 

+  (2ÄJ+i)l0g(2A:); 
de  lä  nous  tiroDS 

iip{Jc)—q>{2h)  «  JS:+(2Ä+l)log2+2fclog2  =  Je'+log2, 
et  ]a  limite  de  2tp{k)  —  fp(2k)  sera  aiosi 

lim  ^-4.  log  2  =  ilog^+log2  —  ilog27r. 

Cr  C^\\m^(h)^  et  de  meme  C  ^\\mfp{2k)i  donc  la  limite  de 
^fpijc)  —  fp(2k)  est  2C—  C  ^  C.  On  condat  la  valenr  cherch^e 
C^  ilog23s,  seit  X  eatier  ou  non  entier;  ce  qui  compl^te  la  for- 
male de  Binet 

En  faisant  k^cxi  dans  l'equation 
on  a  la  formnle  de  Gndermann 

qn'on  pent,  avec  M.  Ph.  Gilbert,  mettre  Boas  la  forme 

1 

•4-« 


^'  '       «=o  ./    x+m+a 

0  ' 


puisqnc  cctte  integrale  definie,  relative  ä  a,  a  pour  valcur 
(x  +  ™+i)log(l  +  ^)-l. 

Y.     Obserration  snr  les  Talears  inilnles  de  la  rariable. 

J'ai  fait  nne  Observation  fort  simple  dans  ma  derniere  Note,  qni  ne 
m'a  pas  sembl^  manquer  d'importance.  M.  Hoppe ,  Tayant  rapport^e 
inexactement,  Ta  jng6e  inexacte. 

L*6tade  de  la  s^rie  de  Binet  avait  condoit  ä  prendre  ponr  x  des 
yaleurs  infinies,  et  Ton  avait  troav6  que  pour  ces  valeurs,  quoUo  quo 
füt  leur  forme,  la  somme  de  la  s^rie  s'annulait.  Plus  g^6ralement, 
j'avais  consid^r^  une  s^rie  convergente  9(x) +  9(^^+1) +9>(ac+ 2)  + 
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ete.,  et  en  supposant  g>(a;)  «0  pour  toute  valeur  infinie  de  ar, 
j'avait  conclu  que  la  somme  do  cctte  s^rie  serait  une  valeur  parti- 
culi^ro  de  Tint^grale  2q)(x)^  s'annulant  pour  «  =  00. 

J'^nongais  ensuite  ce  principe  que  je  regardais  commo  presquo 
evident.  „Lorsqu'on  a  obtenu,  en  int6grant  par  2?,  une  integrale 
particuliere  /(x),  et  qu'on  d^termine  la  quantite  C  de  rintegralc 
g6n6rale/(ir)  +  C7  en  faisant  x  =  cp  et  en  supposant  C  constante;  si 
Ton  trouve  pour  C  une  quantite  finio  et  determin^e,  on  pourra  con- 
clure  qu'on  n'aurait  pas  une  autre  valeur  de  C  en  la  supposant 
variable  (c'est-ä-dire  p6riodique)."  La  d^monstration  etait  tr^s  simple: 
cn  designant  par  c  une  valeur  finie  quelconque  de  o;,  je  remarquais 
que  la  quantite  C  6tant  p^riodique  doit  preudro  pour  x===c-{-l^ 
a:  =  c+2,  «  =  0+3,  ...  la  memo  valeur  qu'ello  prend  pour  a:  =  c, 
qu'  ainsi  eile  prendra  cette  valeur  pour  x  =  c+m,  m  6tant  un  nombrc 
entier  aussi  grand  qu'on  voudra,  et  par  consequent  eile  la  prendra 
pour  X  infini.  II  r^sultait  de  lä,  que  dans  ce  cas  l'arbitraire  C  se 
r^duisait  ä.  une  constante. 

J'ajoutais  cette  explication:  „On  voit  quo  la  valeur  infinie, 
pouvant  revetir  une  infinite  de  formes  diff^rentes  c+i» 
oü  c  peut  varier  d'une  maniöro  continue ,  joue  le  rölo  d'uncr  infinite 
de  valeurs,  mSme  continnes,  et  peut  ainsi  suffiro  pour  d^terminer  la 
fonction  p6riodiquo  arbitraire." 

n  est  clair,  que  dans  cetto  partie  de  ma  Note  j'ai  toujours  parU 
do  valeurs  infinies  d'une  forme  quelconque,  et  que  si  pour  cos 
valeurs  C  prend  une  valeur  unique,  naturellement  constante,  je  de- 
montrais  que  C  doit  recevoir  la  memo  valeur  pour  les  valeurs  fiuics 
de  X,  M.  Hoppe  me  fait  dire  que  si  C  r^sulte  constant  pour  ccr- 
taines  valeurs  infinies  de  a?,  il  doit  etre  constant  en  g^n^ral 
pour  x=^cx>.   *  (p.  384.) 

Je  finissais  en  disant:  „Le  principe  je  vicns  de  demontrer  sera 
utile  en  plusieurs  cas,  pour  l'application  du  calcul  des  diff^rcnces 
finies-,  il  peut  servir  ä  confirmer  la  determination  de  la  constante 
dans  la  formule  logarithmique  do  Blnet*,  il  explique  le  succ^s  de  la 
m^tbode  suivie  par  M.  Weierstrass  dans  la  tb6orie  des  facultas  ana- 
lytiquos  et  des  factorielles ,  et  peut  fournir  une  base  rigoureuse  ä  la 
tböorie  des  fonctions  inexplicablcs  d'Euler." 

Ainsi  pour  demontrer  quo  C  est  constant  dans  la  formule 
log  rx  =  C+  (x  —  J)  log  X—X+ ^(x), 
il  aurait  suffi  de  prouver  que  la  quantite 

logFa;  —  (aj--i)logaj-f-a; 
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a  pour  a;  =»  00  une  limite  finio  et  d4termin6e.  La  d^monstration,  quo 
j'^  doiiii6e  ci-dessus,  et  que  j'ai  extraite  des  Bulletins  de  1854, 
est  ind^pendante  de  ce  principe. 

J'indiquerai  plutöt,  corament  lo  meme  principe  sert  k  mettre  hors 
de  doute  qu'  une  integrale  aux  diff^rences  est  parfaitement  d^ter- 
inin^e  si  eile  est  sujette  k  la  condition  de  s'6vanoair  pour  x  infinie. 
Car,  si  une  integrale  particulifere  /(x)  =  2fp(x)  s'^vanouit  pour 
a;  =  Qc,  une  autre  integrale  sera/(a;)+6\  avec  C  quantit6  constanto 
ou  p^riodique,  et  pour  que  cette  integrale  s'evanouisse  aussi  lorsque 
a;  =  oo,  il  faudra  que  cette  valeur  donne  (7=0,  et  que  par  suite  on 
ait  toigours  C  =  0. 

Cette  r^flexion  montre  qu'  il  n'y  avait  aucune  ind^termination 
dans  Texpression  du  reste  de  la  sörio  de  Binet  sous  la  forme  d'une 
integrale  aux  diff^rences,  pnisque,  les  termes  et  la  somme  de  la  serie 
s'annulant  pour  o;  =>  od,  le  reste  devait  s'annuler  pour  la  meme  valeur. 
Une  teile  pr^tendue  ind^termination  a  ^t6  le  premier  et  principal 
reproche  qu'  on  m'a  fait,  et  on  Ta  relev^e  tantöt  comme  une  erreur, 
tantöt  comme  une  lacune. 


Tl.    G^n^ralisation  de  la  s^rie  de  Binet. 

£n  laissant  aux  quantit^s  ßi^  X.,   Yi  leur  signification  plus  g^n^- 
rale,  on  a  la  formule  dont  celle  de  Binet  est  un  cas  particulier 

2:iogaj  =  («— i)loga;— «+(7— /?o^i  — ft>«—  ...  — /Jh-2  F„-i 

1 

o  « —  « 

0 

Mais  on  a  aussi 

logFa;  =  ilog2«+(a;— •  j)loga:— x4-ft(«): 
en  posant  donc  .Sloga;  =  logTa;,  C=«ilog27r,  il  viendra 

I 

0 

qui  donno  une  transformation  de  la  s6rie  de  Binet. 

Frenant  les  diff6rences  et  changeant  n  en  n-{-l,  on  obtient 

1 
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i 

Rempla^ns  x  successivement  par  a;+l,  aj+2,  ...  as-f-»*?  et 
ajoutODs:  le  premier  membro  deviendra  f*(a:)  — ft(a:+«i4"l)»  «t 
$e  reduira  ä  ^i(x)  si  m  est  suppose  infini,  alors,  on  iüdiqaant  Ics  som- 
mcs  daus  le  second  membre,  on  aura 

1 

fi(a:)  =»  ß^£X,+ß^ix^+  ...  +/?„-i2;j'„+l  f  R^^da, 
XX  X  xJ  ^  — « 

0 

Ici  la  notatioQ  S(p{x)  d^signe  la  somme 

X 

9(x)  +  ^(a;+l)  +  <p(a;+2)+  etc., 
et  il  faut  s'assurcr  que  cetto  serie  sera  convergente.     Or  ccla  est 
facile  k  demontrer  pour  los  sommes  £Xi^  cn  supposant,  comme  ci- 

X 

dessnB,  X  positif,  vq  nul  ou  positif,  Vj,  v^^  ^3,  ...  tous  positifs  et  non 
inf^rienrs  ä  raiiit6.    £n  effet,  Xi  sera  toujoars  positlf,  on  aora 

IXi^Xi'^'kXi 

X  x\l 


et    i:Xi<i  ^Xi]  de  plus,  Xj^  6tant  =  7-1 — ^7— : — :  sera  ^^-7— .tx» 


x»<^  äS^jii]  ae  pius,  jl,  eiani  =  7—1 — w— r — ;  sera 

et  comme  on  sait  quo  £  —. — r-r-.  =  1 ,   il  s'ensuivra    que  la   seric 

^  1.2  ..  j 

2.jri  est  convergente;  mais  Xi  ne  peut  surpasser  7-  .  ..  .  »JT»;   donc 

OL  1.2  ...   t  00, 

2Xi  ne  pourra  surpasser   .     .  ....jit   Ji'-X,  et  formera  aussi  uno  serie 

1  l^-ri;         1 

convergente.    Los  s^ries  £Xi  seront  donc  egalcment  couvergentes. 

X 

Quant  au  terrae  compl6mentaire  £    1  Rn—j-^cUx^  on  a  troave 

et  Ton  peut  prendre  w  =-5   d*  oü  ^  >>a:(l4-««)»  -^**^x{l^«  )' 

en  posant  «,»  =*     H h  ...  +     •    Nous  partagerons  Tintegrale  cn 

deux  parties,  Tune  de  «  ==  0  ä  «  =  4,  Tautre  de  ««=J  äa=«l: 
la  valeur  num6rique  du  termo  complementaire  sera  moindrc  que  la 
sommc  des  valeurs  num6riques  des  deux  parties,  c'est-ä-dire  que 
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1 


Mais 


0  \ 

5  1 


donc  cettc  somme  sera  införieure  k 

1 


*f(^/^^'^«+^/^''«)<*!i^ 


0  & 


inferieure  aussi  ä. 


puisque 


^'l  +  XSn^X*<^l  +  XSn\x*'^   e)' 


On  voit  donc  que  si  la  serie  -.     »   -,  ...  est  divergente,  comme 

tTj      V5       Vj 

«»  pourra  d^passer  toute  limite,  le  termo  compl^mentaire  dont  il 
s'agit  ira  en  d^croissant  au  delä  de  tonte  limite,  et  la  s^rie  tres- 
g^nerale  exprimant  ^(2*)  sera  convcrgcnte. 

Cette  Serie  est  d'uno  forme  plus  g^n^rale  que  toutes  Celles  aux- 
qaelles  est  parvonu  M.  Ph.  Gilbert  dans  le  §.  lY  de  son  Memoire 
(pag.  18—26).  En  faisant  vq  ==  a,  Vj  =  a+1,  i?2  =  a+2,  etc.,  et 
remarquant  que  dans  ce  cas 

«  1.2.3...a'-~l) 

t^'  ^  (a+x)(a+x  +  l)...  {a  +  x+i^D  ~  ^•-^' 

oa  aura  les  sMes  scmblables  k  Celles  de  Binet  que  j'ayais 
doon^es  en  1855  et  1859:  les  deu^  s^ries  de  Binet  r^pondent  aux 
valeurs  a  =»  0  et  a  =»  1. 

On  obtient  les  s^ries  de  M.  Gilbert  en  prenant  vo'^^ft  ^^j^/^+P» 
t?j=/J-j-2p,  ...  et  g^neralement  t?i  =  /34"»P»  etsupposantp  unnombre 

entier  et  positif:  alors  les   sommes  £Xi  se  r^duisent  h  un  nombre 

X 

fini  de  termes,  car  on  a 


Digitized  by 


Google 


382  Genocchi:  Edaircissements  sur  une  Note  relative 

y_l  1.2...  (,-1) 


P  ix+ß)  (x+ß+p)  ...  (x+ß  +  i--  Ip) 

1  1  2...{t-l) 


P  {x+ß+p){x+ß-{-2p)  ...  {x+ß+ip) 

et  les  valcurs  que  prend  le  premier  terme  lorsqu'on  remplace  x  par 

ar+p,  a;+;)+lj  ^^c.  sont  d^truiles  par  Celles  du  second;  d'oü  il 

r^sulte 

OD  1  «+P-1 

^Xi  =  ~     £   Xi^x. 

%  P     % 

Mais  ces  s6ries  dans  les  quelles  chaque  terme  se  compose  par  la 
somme  de  p  termes  et  qui  ne  proc^dent  pas  suivant  des  factorielles 
negatives  ne  paraissent  pas  devoir  etre  regard6cs  comme  semblables 
ä  Celles  de  Binet.  M.  Pb.  Gilbert  lui-mSme  a  qaaM6  analogueä 
la  s6rie  de  Biuet  celle  de  la  formale  (6),  pag.  25.  (la  seconde  s^rie 
de  Binet),  mais  non  toutes  les  sdries  comprises  dans  sa  formale  (5). 

J'ai  adresse  une  reclamation  de  priorit6  ä  TAcademie  royalc  de 
Belgiqae  poar  les  s^ries  semblables  ä  celle  de  Binet  don- 
n6es  dans  le  §.  IV  da  Memoire  de  M.  Gilbert,  et  cette  r^da- 
mation  fut  ins6r6e  dans  les  Balletins  (mars  1874.  pag.  351—352) 
sur  le  rapport  de  M.  Ernest  Quetelet  M.  De  Tilly,  qui  d'abord 
avait  et6  nomm6  commissaire,  demande  d'etre  remplac6,  parceque 
(je  pense)  je  m'^tais  plaint  qu'on  me  donnät  pour  juges  mcs  adver- 
saires  ( Voyez  ib.  p.  270) ;  mais  il  fit  ndanmoins  son  rapport,  en  raison 
de  la  circonstance  d'avoir  k\k  Tun  des  commissatres  pour  le  Memoire 
de  M.  Gilbert  (Bulletins,  juület  1874.  pag.  67—70).  En  ajoutant 
pour  les  sdries  du  dit  §.  IV  que  je  revendiquais  le  mot  toutes  et 
ne  tenant  pas  compte  de  la  qualification  de  semblables,  il  jogea 
que  ma  r^damation  n'6tait  fondeo  qu*  en  partie,  et  que  la  formale 
(5)  d6jä  mentionn^e  devait  lui  ^chapper*). 

Quoi  qu'  il  en  soit  d'une  question  de  mots,  j'observe  qu'on  re- 
connait  mes  droits  de  priont6  pour  une  g^n^ralisation  plus  on  moins 
importante  de  la  s6rie  de  Binet,  et  qu'  ainsi  M.  De  Tilly  n'a  pas 
mis  enti^rement  ä  couvert  sa  rcsponsabilit^  de  commissaire  pour  ie 
Memoire  de  M.  Gilbert.  Sa  responsabilit6  dans  cette  qnalit^  serait 
cngag6e  au  meme  titre  pour  n'avöir  pas  constat^  que  l'une  des  s^ries 
que  M.  Gilbert  s'attribuait  6tait  de  Binet  lui-mSme,  et  que  dans  la 
d^monstration  de  la  formule  de  Gudermann  et  dans  Texpression  du 
reste  de  la  s^rie  de  Binet  j'avais  la  priorit^  sur  M.  Gilbert,  comme 
celui-ci  r  a  d6clar6  (Bulletins,  novembre  1873.  pag.  545). 


*)  M.  De   Tilly  dit  Tune  an    moins   des  sdries,    mais   il  n'y   en  a 
qu'une  absolument« 
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La  formule  de  Binet  a  6t^  g^n^ralisee  ä  an  antre  point  de  vue, 
dont  M.  Do  Tilly  ne  s'est  pas  occup^  du  tout,  mais  que  j'ai  rappele 
dans  ma  derni^re  Note  en  citant  la  formule  symboliqae 

dans  laquelle  u  d^signe   une  fonction  de  ar,  et  vn  ce  que  devient 

du 

^^^dx  ^^^^^^'^^  change  x  en  a;+».    Dans  le  d6Yoloppement,  les 

puissances  de  J  repr^senteront  des  diflF6rencc8  pour  Jx  =  1.  On 
obtient  la  s6rie  de  Binet  et  les  series  semblables  en  prenant 
u  =  logar.    Je  renvoie  aux  Annales  de  Tortolini,  1855,  pag.71— 74. 

Yoici  une  autre  g^n^ralisation.  Dans  la  formule  de  Nicole,  teile 
que  nous  Tavous  donn^e,  faisons  comme  ci-dessns  a  =»  ä?,  2»  «  —  o, 
et  puis  multiplions  les  deux  mcmbres  par  (p(a)da^  et  integrons  entre 
les  limites  a  ^  0  et  o  «  i,  en  d^signant  par  (p{a)  une  fonction  de 
la  Tariablo  a  qui  conserve  entre  ces  limites  une  valeur  finie  et  ne 
change  de  signe  qu'  un  nombre  fini  de  fois,  et  teile  de  plus  que 
1 

rint^grale   /  q>{(x)da  so  reduise  k  z6ro.    Si  Ton  fait 

1,2  ...e 


1 
P.  '=-  J  1    o      /,-_i_i^ 9>W<^^, 


/?«« 


1.2...  (^  +  l) 


on  anra 


1 

Qu*  on  remplace  x  successivement  par  ar+1,  «+2,  «+3,  etc. 
ä,  Tinfini,  et  qu'  on  ajoute  tous  les  r^sultats:  il  viendra 


f /^  -  -^^+ft^+ - +ft-.^+ !A?i^ 


Nous  supposerons  toujours  que  x  soit  positif,  que  vq  soit  nul  ou 
posltif,  que  tous  les  nombres  v^,  v^,  V3,  ...  soient  positifs  et  nou  in- 
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f^rieurs  h  Tunite,  et  que  la  sdrie  —  •      •   -  , ...  soit  divergente.  Alors 

^J       *'2       ^S 

on  prouvera  comme  nous  ravons  expliqu^,  que  toutes  leR  sommes 

2:Xi  ont  des  valeurs  fiuies;   et  k  T^gard  du  terrae  compl^mentaire 
1 

/(p(a)da 
i?n— t; — »   on  pourra  decomposer  rintorvallc  a  «  0,   «  =  1  en 

0 

plusieurs  parties  dans  cbacune  dcsquelies  la  fonctiou  q>{a)  conscrre 
Ic  meme  signe,  et  en  nommant  M  la  plus  grande  valeur  num6rique 
que  la  fonction  q>{a)  puisse  acqu6rir  dans  tout  rintervalle,  on  trou- 
vera  sans  peine  que  la  valeur  num^rique  du  terrae  complementairc 
scra  införieure  h 

et  par  cons^quent  sera  infiniment  petite  pour'n  iniini,  M  6tant  uuc 
valeur  finie. 

1 
Ainsi  la  fonction  2^    /   7^ —  sera  cxprimee  par  une  serie  con- 
0 
vergente,  avec  les  coefficients  j8o?  A»  A»  •  •  •    Cette  fonction  devient 
la  raeme  (i{x)  qui  est  represent^e  par  la  s^rie  de  Binet,  si  Ton  prend 

En  terminant  ici  ma  pol^mique  avec  M.  De  Tilly,  je  dois  rendrc 
justice  k  la  forme  extremement  courtoise  de  ses  Kotes  et  Rapports. 


*  (p.  378.)  M.  Genocchi  m*accase  d'ane  Substitution.  Ma  remarque  te 
rapportait  li  scs  mots  (v.  p.  379.  1.  7.)  „en  faisant  2  =  od<<.  Oo  pcut  faire 
X  =  00  en  lo  faisant  pnrcourir  uno  sdrie  de  valeurs.  Donc  le  principe  d'apr^ 
r^none^  ne  suppose  pas  varier  x  continuemcnt.  Si  M.  Oenocchi  dit  maintenant 
qu'il  a  toujours  parld  de  valeurs  infinies  d'nne  forme  qnelconqnc,  cet  nsage 
ne  pent  pas  dtre  portd  dans  un  principe  gön^ral  et  ind^pendant.  J'ai  dit  que, 
la  critique  ayant  rdvoqu^  en  doutc  la  justesse  de  d^duction,  il  y  avait  assez 
de  raison  d'aviscr  le  Icctcur.  Hoppe. 
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xxvm. 
Ueber  die  Krümmungskreise  der  Parabel. 

Neue  Grundlage  für    die  Theorie   derselben    und   entsprechende 

Ausführungen. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  Mack 

za  Ludwigsbnrg. 


Wenn  man  den  Winkel  zwischen  zwei  Normalen  einer  Parabel 
mit  demjenigen  zwischen  den  Brennstrahlcn  der  zugehörigen  Peri- 
pheriepunkte vergleicht,  so  ergibt  sich  ein  Lehrsatz,  welcher  —  in 
seiner  Einfachheit  —  schon  an  und  für  sich  bemerkenswert  erscheint. 
Derselbe  macht  es  möglich,  die  Lage  des  Krümmungsmittelpunkts  für 
jede  Stelle  der  Curve  auf  eine  viel  leichtere  Weise  zu  ermitteln,  als 
bisher  geschehen  sein  dürfte.  Daran  knüpft  sich  ganz  von  selbst  eine 
völlig  elementare  Darlegung  aller  Hauptsätze  über  die  Krümmungs- 
verhaitnisse  der  Parabel,  zu  welchen  einige  vielleicht  neue  und  nicht 
unerhebliche  Nebensätze  (Vgl.  namentlich  §  4,  HI  und  §  5,  I)  hinzu- 
treten.   Man  braucht  hiebei  nichts  Weiteres  vorauszusetzen  als  die- 

» 

jenigen  allbekannten  Theoreme,  welche  überall  schon  bei  einem  er- 
sten Studium  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  sich  darbieten.  — 
Das  hiemit  Angedeutete  soll  hier  des  genaueren  ausgeführt,  und  mögen 
entsprechende  Bemerkungen  für  die  übrigen  Kegelschnitte  hinzugefügt 
werden. 

§L 

Entwicklung  des  Fundamentalsatzes  über  den  Winkel 
zwischen  zwei  Normalen  einer  Parabel.    (Fig.  1.). 

Auf  einer  gegebenen  Parabel  mit  Scheitel  S  und  Brennpunkt  F 
sei  irgend  ein  von  iS  verschiedener  Peripheriepunkt  P  genommen.  Die 
Ten  LXI.  3» 
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ZU  P  gehörige  Tangente  gibt  mit  der  Axe  den  Durchschnitt  T.  Das 
Dreieck  PFl'  hat  bei  P  und  T  gleiche  Winkel.  —  Heisst  FU  die 
über  F  hinausgehende  Verlängerung  von  SF^  so  zeigt  sich 

1)  Wkl.  UFP  —  2  FTP 

Wird  ein  zweiter  Pheriepheriepunkt  P^  in  Betracht  gezogen,  welcher 
mit  P  auf  derselben  Seite  der  Axe  liegt,  ist  femer  T^  der  Durch- 
schnitt der  Axe  mit  der  zu  P,  gehörigen  Tangente,  so  hat  man  aus 
gleichen  Gründen  wie  vorhin 

2)  Wkl.  ÜFPi  «  2  n\Pi. 

Setzt  man  femer  fest,  dass  P^  weiter  als  P  von  F  entfernt  sei,  wor- 
nach  Wkl.  UFP^  UFP^  ist,  so  erhalt  man  durch  Verbindung  der 
Angaben  1)  und  2) 

3)  Wkl.  UFP—  UfP^  «  2iFTP—  FTjPj), 

Die  hier  links  stehende  Differenz  ist  dargestellt  durch  den  hohlen 
Winkel  PiFP\  was  die  rechts  stehende  betrifft,  so  erkennt  mdn  sie 
gleich  dem  spitzigen  Winkel,  welchen  die  zu  P  und  P^  gehörigen 
Tangenten  mit  einander  machen. 

Hiernach  ist  vermöge  der  Gleichung  3)  zunächst  zu  sagen:  der 
spitzige  Winkel  zwischen  den  Tangenten  der  Punkte  P,  P^  ist  halb 
so  gross  als  der  hohle  Winkel  zwischen  den  Brennstrahlcn  PP,  FP^. 
Da  aber  dem  spitzigen  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  gewiss  gleich 
ist  der  spitzige  zwischen  den  zugehörigen  Normalen,  so  sagen  wir 
vielmehr  j 

Wenn  zwei  Peripheriepunkte  einer  Parabel  auf 
einerlei  Seite  von  ihrer  Axe  sich  befinden:  so  ist  der 
spitzige  Winkel  zwischen  den  zugehörigen  Normalen 
halb  so  gross  als  der  hohle  Winkel  zwischen  den  zu« 
gehörigen  Bronnstrahlen. 

Der  Satz  ist  auch  dann  festzuhalten  (und  dann  besonders  leicht 
zu  beweisen),  wenn  der  eine  der  genannten  Punkte  in  die  Axe  selbst 
fällt  (in  die  Lage  des  Scheitels  kommt). 

Anmerkung.  Für  den  Fall,  dass  P,  P^  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Axe  sind,  ist  ein  dem  obigen  entsprechender  Satz  leicht  zu  finden. 
Auch  könnte  man  immerhin  beide  Sätze  unter  einer  gemeinschaftlichen 
Fassung  vereinigen ,  die  übrigens  bei  vollkommener  Genauigkeit 
schwerfällig  werden  möchte.  — Ueber  den  Winkel  zwischen  zwei  Tan- 
genten ist  der  entsprechende  Satz  zu  linden  in  „Steiner,  Theorie 
der  Eegelschnitte'S  bearbeitet  von  Geiser,  2te  Aufl.,  Seite  111. 
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§2. 

Entwicklung  des  Hauptsatzes  über  den  zu    einer  Stelle 

der  Parabel  gehörigen  Krttmmungskreis.    Dazu  genauere 

Bestimmungen.    (Fig.  2.). 

Während  die  Peripheriepunkte  P,  Pj  der  Parabel  auf  Einer  Seite 
von  der  Axe  gedacht  sind,  sei  mit  N-^  der  Durchschnitt  ihrer  Nor- 
malen bezeichnet;  man  hat  also  (nach  §  1.) 

Wkl.  P^FP  =  2  P^N^P, 

wo  wieder  F  den  Brennpunkt  bezeichnet.  Nun  werde  an  die  P^N^^ 
auf  derjenigen  Seite  von  ihr  wo  P  sich  befindet,  die  Gerade  P^Q  so 
angelegt,  dass  sie  —  den  Durchschnitt  Q  mit  der  PN^  gebend  —  den 

Wkl.  QPjiVi  «  QN^Px 

darbietet.    Das  hierdurch  entstandene  Dreieck  P^N^Q  hat  dann 

QiVi  -  QP^, 

nnd  sein  Aussenwinkel  PQP^  ist  doppelt  so  gross  als  der  innere  bei 
-^1,  oder  es  ist 

Wkl.  PQPy^  =  2  PA\Pi. 

Nach  dem  vorhin  Bemerkten  heisst  dies  aber  auch: 

WW.  P^QP  «  P^FP-, 

es  liegen  also  die  vier  Punkte  P,  Pj,  Q,  F  auf  Einem  Punkte. 

Denken  wir  jetzt  auf  der  gegebenen  Parabel  zwar  den  Punkt  in 
fester  Lage,  dagegen  P^  gegen  P  hin  auf  der  Curve  sich  bewegend. 
Mit  P  bleibt  fest  der  Punkt  F  und  der  jetzt  auch  einzuführende,  auf 
die  Normale  von  P  fallende  Erttmmungsmittelpunkt  N-^  dagegen  be- 
wegt sich  auf  der  festen  Geraden  PN  sowohl  der  Punkt  N^  als  der 
Punkt  Q,  während  übrigens  immer 

QP,  ==  QN^ 

bleibt.  Wenn  P^  ebön  in  die  Lage  P  übergeht,  so  geht  N^  über  in 
iV;  und  Q  geht  über  in  den  (festen)  Halbirungspunkt  M  der  (festen) 
Strecke  PN,  Da  aber  der  vorhin  gedachte  Kreis  PP^QF  offenbar 
mit  übergeht  in  deiyenigen  festen  Kreis,  der  durch  den  Brennpunkt 
F  gehend,  die  Parabel  (oder  die  Tangente  Pr  derselben)  in  P  be- 
rührt, so  ist  die  von  Q  zuletzt  zu  erreichende  Lage  itf  auch  zu  be* 
stimmen  als  Durchschnitt  dieses  festen  Kreises  mit  der  Normale  des 
Punkts  P.  Wenn  also  N  nicht  zum  voraus  bekannt  ist,  so  lässt  sich 
M  vor  A^  finden  als  Durchschnitt  eines  bekannten  Kreises  (P,  P,  P) 

25» 
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mit  einer  bekannten  Geraden  (Normale  von  P) ;  und  dann  ist  N  zu 
erhalten,  indem  die^ Strecke  PM  über  M  hinaus  um  das  ihr  gleiche 
Stück  MN  verlängert  wird. 

Die  vorstehende  Betrachtung  gilt  für  jeden  Peripheriepunkt  der 
Parabel,  auch  für  den  Scheitel ;  es  ist  daher  ganz  allgemein  der  Satz 
auszusprechen: 

I)  Der  Krümmungskreis  zu  einem  Punkte  P  einer 
Parabel  wird  erhalten  mittels  eines  Hilfskreises,  der 
durch  den  Brennpunkt  i^der  Curvc  so  geführt  wird,  dass 
er  die  zu  P  gehörige  Tangente  derselben  in  P  berührt. 
Wird  der  in  die  Normale  von  P  fallende  Durchmesser 
PM  des  Hilfskreises  über  M  hinaus  um  das  ihm  selbst 
gleiche  Stück  verlängert,  so  hat  mau  in  dem  Punkte  iV' 
den  zu  P  gehörigen  Krümmungsmittelpunkt  der  Parabel; 
und  der  zugehörige  Krümmungshalbmesser  (PM)  zeigt 
sich  sofort  doppelt  so  gross  als  der  Durchmesser  des 
Hilfskreises. 

Für  den  in  obiger  Betrachtung  vorkommenden  Punkt  M  ist  es 
wesentlich,  seine  Lage  auf  der  Normale  des  Punkts  P  ins  Auge  zu 
fassen  —  eben  weil  von  ihr  die  Lage  des  N  abhängt. 

Heisst  A  der  Durchschnitt  jener  Normale  mit  der  Axe,  so  ist  zu- 
nächst klar ,  dass  gar  wol  M  mit  A  zusammenfallen  kann ;  es  mnss 
dies  offenbar  geschehen,  wenn  P  auf  der  Gurve  so  liegt,  dass  Winkel 
PFS^90ft.  Ist  freilich  Ji-^>90%  so  muss  M  auf  die  über  A 
hinaus  gehende  Verlängerung  von  PA  fallen.  Ist  aber  W.  Pre<;;90^, 
so  fällt  M  zwischen  P  und  A,  In  den  zwei  ersteren  Fällen  ist  es 
selbstverständlich,  dass  N  auf  die  über  A  hinaus  gehende  Verlängerung 
der  PA  falle,  weil  immer 

PN  =  2PM. 

Was  aber  den  dritten  Fall  (Winkel  PP>S<900)  betrifft,  so  filUt  nun 
zwar  FM  innerhalb  des  nun  stumpfen  Winkels  PP4;  weil  jedoch 
immer  Winkel  PFM  =  90^,  so  hat  man  die  entsprechende  Lage  von 
FM  genauer  zwischen  FA  und  der  Halbirungslinie  des  Winkels  PFA. 
Hieraus  ist  leicht  zu  entnehmen,  dass  nun  die  Strecke  PM  zwar 
<  PA  aber  >  \PA  aus&llt    Folglich  ist  auch  dann 

2PM>PA,    d.h.     P^>P^1; 

es  fMlt  also  unter  allen  Umständen  der  Punkt  N  auf  die  andere  Seite 
von  der  Parabelaxe  als  auf  welcher  der  zugehörige  P  sich  befindet. 
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Wenn  P  vom  Scheitel  8  mehr  und  mehr  sich  entfernt,  so  ist  für 
das  Dreieck  PFM  (rechtwinklig  hei  F)  nicht  blos  das  fortwährende 
Wachsen  der  Kathete  FP  zu  bemerken,  sondern  auch  das  Wachsen 
des  spitzigen  Winkels  bei  P,  Dieser  Winkel  erscheint  nämlich  un- 
mittelbar als  Complement  des  spitzigen  Winkels,  welchen  der  Brenn- 
strahl FP  mit  der  Tangente  PI"  des  Punkts  P  macht  Da  aber  der 
letztere  Winkel  bekanntlich  ebenso  gross  ist  als  die  Abweichung  dieser 
Tangente  von  der  Axe,  und  da  diese  Abweichung  (zwischen  0  und 
90®  zu  denken)  immer  kleiner  wird,  je  mehr  P  vom  Scheitel  S  sich 
entfernt;  so  ist  allerdings  das  angedeutete  Wachsen  des  Winkels  FPM 
bestätigt. 

Vermöge  vorstehender  Betrachtung  hat  man  zu  dem  Hauptsatze  I) 
folgende  genauere  Bestimmung: 

II)  IXer  Krümmungsmittelpunkt  zur  Stelle  P  einer 
Parabel  fällt  auf  die  Axe  selbst  dann  und  nur  dann,  wenn 
P  im  Scheitel  S  der  Curve  sich,  befindet,  wobei  der 
Krümmungshalbmesser  gleich  der  doppelten  Länge  von 
FS^  gleich  dem  halben  Parameter  sich  zeigt.  Zu  jedem 
vom  Scheitel  verschiedenen  Peripheriepunkt  P  findet 
sich  der  Krümmungsmittelpunkt  xVauf  der  andern  Seite 
der  Axe  als  auf  welcher  P  selbst  liegt,  und  der  Krüm- 
mungshalbmesser PN  wächst  zugleich  mit  dem  Brenn- 
strahl FP,  Dieses  Wachsen  geht  von  der  dem  halben 
Parameter  gleichen  Anfangsgrösse  bis  in's  Unendliche. 

Anmerkung.  Der  Satz  I)  gestattet  ohne  weiteres  folgende  Um- 
formung : 

Der  zum  Periepheriepunkt  P  einer  Parabel  gehörige 
Krümmungsmittelpunkt  N  liegt  auf  .der  Normale  von  P 
dermassen,  dass  die  Punkte  P  und  N^  als  einander  zuge- 
ordnete, eine  harmonische  Gruppe  bilden  mit  dem  un- 
endlich entfernten  Punkt  der  Normale  und  mit  demjeni- 
gen Punkte  3/,  welcher  sich  ergibt,  indem  man  aus  dem 
Brennpunkte  F  die  zum  Brennstrahl  FP  senkrechte  Ge- 
rade bis  zum  Durchschnitt  {M)  mit  jener  Normale  zieht. 

Diese  Umformung  kann  zwar  hier  den  Eindruck  von  etwas  Ge- 
zwungenem machen;  sie  ist  aber  doch  schon  an  dieser  Stelle  hervor- 
zuheben, weil  sie  das  bei  der  Parabel  Vorkommende  als  besonderen 
Fall  eines  für  alle  Kegelschnitte  giltigen  Theorems  erkennen  lässt.  — 
Dieses  von  Herrn  Gugler  längst  durch  Rechnung  gefundene  und  mir 
gütigst  mitgeteilte  wird  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  besonders 
berücksichtigt  werden.    Einstweilen  genüge   es  noch   darauf  hinzu- 
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weisen,  dass  der  anendlich  entfernte  Punkt  unserer  Normale  PN  ge- 
wiss auch  anzusehen  ist  als  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit'  einer 
Linie,  die  auf  Grund  der  Annahme  eines  zweiten  —  unendlich  ent- 
fernten —  Brennpunkts  U  der  Parabel  einzuführen  ist;  diese  Linie 
nämlich  in  U  senkrecht  auf  dem  Brennstrahl  ÜP, 


§3. 

Fünf  weitere  Regeln  der  Construction  des  Krümmungs- 
mittelpunkts an  den  Hauptsatz  I)  des  §  2.  angeknüpft 

(Fig.  3.). 

Wenn  wir  das  Ergcbniss  der  bisherigen  Betrachtung  (und  die 
bisherigen  Bezeichnungen)  festhalten,  so  ist  sofort  Folgendes  zu  be- 
merken. 

Da  der  Krümmungshalbmesser  PN  das  doppelte  ist  von  der 
Hypotenuse  PM  des  rechtwinkligen  Dreiecks  PFM^  so  gibt  das  von 
N  auf  die  Kathetenlinie  PF  gefällte  Lot  NB  seinen  Fusspunkt  B  in 
solcher  Lage,  dass 

PB  =  2PF. 

Hiemach  ist  i^  von  dem  einfach  zu  bestimmenden  B  aus  zu  gewinnen; 
es  gilt  der  Satz: 

I)  Der  Krümmungsmittelpunkt  N  zu  Punkt  T'  einer 
Parabel  ist  dadurch  zu  erhalten,  dass  der  zugehörige 
Brennstrahl  PF  über  -P  hinaus  um  das  ihm  gleiche  Stück 
FB  verlängert,  dann  aus  B  die  zu  PB  senkrechte  Gerade 
gezogen  wird.  Wo  diese  die  Normale  von  P  erreicht, 
ergibt  sich  der  Punkt  N, 

Für  den  Axenschnitt  A  der  Normale  des  Punkts  Pgilt  bekannt- 
lieh  die  Angabe 

FA  =  FP. 
Da  nun  hier  auch 

FB  ==  FP, 

so  ist  das  jetzt  einzuführende  Dreieck  PAB  rechtwinklig  bei  A.  Hier- 
nach ist  weiter  zu  behaupten: 

n)  Der  Krümmungsmittelpunkt  jYzum  PunktPeiner 
Parabel  ist  dadurch  zu  erhalten,  ^dass  aus  dem  Axen- 
schnitt A  der  zugehörigen  Normale  die  zu  ihr  senk- 
rechte Gerade  bis  zum  Durchschnitte  B  mit  der  Linie 
des  Brennstrahls    FP  gezogen,   dann   in  B   die   zu   FB 
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senkrechte  Gerade  errichtet  wird.  Wo  diese  die  Nor- 
male von  P  erreicht,  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  N. 

Mit  der  Geraden  PF  (oder  PB)  gegen  die  Normale  PA  sym- 
metrisch liegt  die  Linie  PC,  welche  mit  der  Parabelaxe  parallel  ist. 
Hiernach  wäre  einfach  zu  sagen,  dass  die  PC  mit  ihr  angehörigen 
Punkten  zu  denselben  Constructionen  zu  benutzen  sei,  wie  sie  in  den 
obigen  Sätzen  I),  11)  dieses  §  gelehrt  sind.  Macht  man  aber  die 
Länge  PC  selbst  =  Pß,  und  zieht  man  noch  die  weitere  CW,  welche 
mit  der  Axe  den  Durchschnitt  D  gibt,  so  bietet  sich  zunächst  die 
Congnienz  der  Dreiecke  PBN^  PCN  dar,  und  es  wird  hieraus 

Wkl.  PCN  «  PBN  =-  90« 

erkannt  Hiemach  ist  schnell  zu  übersehen,  dass  man  den  Punkt  N 
von  jedem  der  Punkte  C  und  D  als  einfach  mittels  einer  zu  der 
Parabelaxe  senkrechten  Geraden  construiren  könne ,  und  es  empfehlt 
sich  also,  die  Lage  der  Punkte  C  und  D  selbst  auf  passende  Art  zu 
charakterlsiren.  Dazu  dient  die  Einführung  der  weiteren  Linie  P£, 
welche  in  E  auf  der  Axe  senkrecht  steht 

Was  nun  den  Punkt  C  betrifft,  so  liegt  er.  auf  dem  aus  P  gehen- 
den Durchmesser  der  Parabel;  der  Weg  PC  aber,  ursprünglich 
^PB^FP-^-FB  genommen,  ist  eben  hiermit  auch  ^  FA-^-FT 
=  AE-^-FF^^  Summe  aus  Subnormalo  und  Subtangente  von  P  = 
Summe  des  halben  Parameters  -\-2SE  ^  Summe  des  halben  Para- 
meters  und  des  doppelten  Abstandes  des  Punkts  P  von  der  Scheitel- 
tangente. 

Was  den  Punkt  D  anlangt,  so  liegt  er  auf  der  Axe  der  Parabel, 
und  es  lohnt  sich,  seine  Abstände  von  den  beiden  Punkten  S  und  A 
der  Axe  zu  betrachten.  Da  ist  für  SD  sofort  zu  sagen :  SD  =  SE 
+  ED^  SE+PC^SE+2SE+  Parameterhälfte  =  35Ä'+  Para- 
meterhälfte.   Und  für  AD  ist  anzugeben: 

AD  «  ED-'-EA  =  PC'-EA  «  (2SE+EA)'-EA  ^  2SE', 

letzteres  auch  durch  Einführung  der  Linie  CA  leicht  zu  beweisen, 
welche  als  Verlängerung  der  BA,  somit  als  parallel  mit  PT  erkannt 
wird  und  auf  Erkenntniss  der  Congruenz  der  Dreiecke  CDA^  PET 
hinleitet 

Die  eben  ausgeführten  Betrachtungen  liefern  die  folgenden  wei- 
teren Sätze: 

III)  Der  zu  Punkt  P  einer  Parabel  gehörige  Krüm- 
mnngsmittelpunt  iV^  lässt  sich  construiren,  indem  man 
vonPaus,  innerhalb  der  Curve,  auf  dem  zu  P  gehörigen 
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Durchmesser,  ein  Stück  PC  gleich  der  Summe  aus  dem 
halben  Parameter  und  doppelten  Abstand  des  Punkts 
P  von  der  Scheiteltangente  abträgt,  dann  durch  C  die 
zu  der  Axe  senkrechte  Gerade  zieht  Sie  gibt  auf  der 
Normale  von  P  den  Punkt  N. 

IV)  Der  zu  Punkt  P  einer  Parabel  gehörige  ErQm- 
mungsmittelpunkt  iV^lässt  sich  construiren,  indem  man 
vom  Scheitel  S  aus  auf  der  Axe  selbst,  innerhalb  der 
Curve,  ein  Stück  SD  gleich  der  Summe  aus  dem  halben 
Parameter  und  dem  dreifachen  Abstand  des  Punkts  P 
von  der  Scheiteltangente  abträgt,  dann  durch  D  die  zu 
der  Axe  senkrechte  Gerade  zieht.  Sie  gibt  auf  derNor- 
male  von  P  den  Punkt  N, 

V)  Der  zu  Punkt  Peiner  Parabel  gehörige  KrOm- 
muhgsmittelpunkt  iV^lässt  sich  construiren,  indem  man, 
von  dem  Axenschnitt  A  der  Normale  des  Punkts  Paus- 
gehend, auf  der  Axe  selbst  eine  Strecke  AD  (gleich- 
läufig mit  SF)  gleich  dem  doppelten  Abstände  des 
Punkts  Pvon  der  Scheiteltangente  abträgt,  dann  durch 
D  die  zu  der  Axe  senkrechte  Gerade  zieht.  Sie  gibt 
auf  der  Normale  von  P  den  Punkt  N. 

Mit  Ausnahme  der  Y)  lassen  sich  alle  obigen  Regeln  auch  dann 
festhalten,  wenn  der  Punkt  P  in  den  Scheitel  fällt  Für  die  III), 
V)  kann  gegenüber  der  I)  und  II)  ihre  Unabhängigkeit  von  voran- 
gehender Zeichnung  des  Brennpunkts  hervorgehoben  werden. 

Anmerkung  1.  Der  in  Satz  I)  unsres  §  auftretende  Punkt  B 
kann  (wegen  FP  =»  FA  =  FB  =  FT)  auch  dadurch  erhalten  werden, 
dass  einesteils  durch  den  Axenschnitt  T  der  zu  P  gehörigen  Tangente 
die  Parallele  zu  seiner  Normale  PA  gezogen  wird,  andemteils  durch 
den  Axenschnitt  A  dieser  Normale  die  Parallele  zu  jener  Tangente. 
Nun  lässt  sich  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Parabel  als  ihr 
Mittelpunkt  ansehen,  und  die  senkrecht  zu  der  eigentlichen  —  er- 
sten —  Axe  durch  diesen  Mittelpunkt  gehende  Gerade  als  zweite 
Axe.  Ferner  lässt  sich  dann  sowohl  für  die  Tangente  als  f&r  die 
Normale  von  P  sagen,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  derselben 
eben  ihr  Durchschnitt  mit  der  zweiten  Axe  sei.  Dieses  voraus- 
geschickt, kann  man  dem  Satze  I)  unsres  §  die  folgende  Fassung 
geben,  welche  deswegen  wichtig  ist,  weil  sie  (nach  dem  von  Stei- 
ner für  Ellipse  und  Hyperbel  Gelehrten)  wörtlich  für  alle  Kegel- 
schnitte gilt: 

Um  den  Erümmungsmittelpunkt  N  zu  dem  Punkt  P 
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einer  Parabel  za  finden,  kann  man  die  beiden  Axon« 
schnitte  der  Tangente  von  P  and  die  beiden  der  Nor- 
male vonPin  der  so  zu  beschreibenden  Weise  benatzen. 
Durch  den  Schnitt  T  der  Tangente  mit  der  ersten  Axe 
zieht  man  die  Gerade  nach  dem  Schnitt  der  Normale 
mit  der  zweiten  Axe;  ebenso  durch  den  Schnitt  ^  der 
Normale  mit  der  ersten  Axe  zieht  man  die  Gerade  nach 
dem  Schnitt  der  Tangente  mit  der  zweiten  Axe.  Der 
Schnittpunkt  ^  der  zwei  so  gewonnenen  Geraden  selbst 
wird  mit  dem  Punkt  Pverbunden,  durch  B  die  zu  der 
i^P  senkrechte  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Normale 
gezogen.  Dieser  letztere  Durchschnitt  ist  der  zu  P  ge- 
hörige Krümmungsmittelpunkt  N. 

Was  unsem  Satz  II)  betri£fl,  so  hat  er  bereits  die  für  alle  Kegel- 
schnitte giltige  Fassung. 

Der  Satz  IV)  unsres  §  lässt  zunächst  sehen,  dass  der  Punkt  N 
um  so  mehr  von  der  Scheiteltangente  der  Parabel  sich  entfernt,  je 
mehr  der  zugehörige  Punkt  P  dies  tut;  beide  Punkte  immer  auf 
einerlei  Seite  von  dieser  Tangente  liegend.  Man  kann  aber  leicht  in 
aller  Strenge  auch  davon  sich  überzeugen,  dass  N  mit  P  zugleich 
von  der  Axe  sich  entfernt.  Dazu  dient  uns  die  leicht  sich  darbie- 
tende Proportion 

ND:PE  =  AD:  AE, 

welche  vermöge  des  vor  III)  Bewiesenen  übergeht  in 

NDiPE^  2SE :  EA. 

Ihre  zwei  mittleren  Glieder  wachsen  beide  zumal,  wenn  die  Ent- 
fernung des  Punkts  P  von  der  Axe  wächst  Da  nun  das  vierte  Glied 
EA  constant  ist,  so  sieht  man  allerdings,  dass  auch  ND  (wie  SD) 
zugleich  mit  PE  und  SE  wachse. 

In  diesem  Zusammenhange  erscheint  es  am  aller- 
leichtesten,  für  den  geometrischen  Ort  des  Krüm- 
mungsmittelpunkts der  Parabel  oder  für  die  Evolute 
derselben  die  Gleichung  zu  finden. 

Es  seien  nämlich  als  Goordinatenaxen  für  eine  gegebene  Parabel 

•  wie  auch  ftlr  ihre  Evolute  genommen  die  Axe  der  Parabel  und  ihre 

Scheiteltangente,  jene  als  Abscissenaxe,  diese  als  Ordinatenaxe;  der 

positive  Zweig  der  Abscissenaxe  habe  vom  Scheitel  S  die  Richtung 

nach  F.    Ist  nun  der  Parameter  der  Parabel  2p,  so  ist 

1)  ,  y^^2px 
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dio  Gleichnng  der  Parabel.  Sofern  diese  Relatiou  besteht  zwischen 
den  Coordinatenwcrten  j-,  y  eines  beliebigen  Punkts  P  dieser  Cunc, 
und  sofern  mit  -Y,  Y  die  Coordinatcnwerte  für  den  zu  diesem  P  ge- 
hörigen Punkt  N  bezeichnet  werden,  so  ist  aus  Satz  IV)  unsres  § 
sofort  zu  entnehmen 

2)  X=^x+p, 

während  dio  eben  vorhin  aufgestellte  Proportion  liefert 

Y^iy^=(2xYxp^ 
oder 

3)  Y^^^'f. 

Um  jetzt  x^  y  aus  den  Gleichungen  1),  2),  3)  zu  elcminircn,  verbindet 
man  zunächst  die  1)  mit  3),  wodurch  sich  ergibt 

4)  r2  «  — . 

V 

In  diese  aus  2)  dcn^Wcrt  \{X—p)  für  x  einführend,  erhält  man  die 
gesuchte  Evolutengleichung 

Y^^^^{X--p)\ 


§4. 

FünfSätzo  zur  Construction  der  Länge  des  Krümmungs- 
halbmessers ohne  vorangehende  Construction  dos 
Krümmungsmittelpunkts.    (Fig.  3.). 

Schon  im  §  2.  unsrer  Darstellung  zeigt  sich,  dass  die  Länge  des 
zu  Punkt  P  gehörigen  Krümmungshalbmessers  wesentlich  abhänge 
von  der  Beschafifenheit  des  dort  sich  darbietenden  rechtwinkligen 
Dreiecks  PFM\  jener  Krümmungshalbmesser  ist  eben  das  Doppelte 
seiner  Hypotenuse.  Nun  ist  aber  dieses  Dreieck  einfach  dadurch  be- 
stimmt, dass  es  eine  Kathete  habe  gleich  dem  Brennstrahl  jRPun4 
dieser  Kathete  gegenüber  einen  Winkel  gleich  demjenigen  PTE^  um 
welchen  die  Tangente  des  Punkts  P  von  der  Axe  abweicht.  Sofort 
begreift  man  auch  die  Richtigkeit  der  Angabe: 

I)  Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer 
Parabel  ist  zu  construiren  als  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks, als  dessen  eineKathete  zu  nehmen 
ist  die  doppelte  Länge  des  zu  P  gehörigen  Brenn- 
strahls,  und  welches   dieser  Kathete   gegenüber  einen 
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Winkel  bat  gleich  der  Abweichung  der  za  P  gehörigen 
Tangente  von  der  Axe. 

Zu  dem  eben  erwähnten  Dreieck  PFM  ergibt  sich  sofort  ein  ihm 
congruentes,  wenn  man  sowohl  die  Normale  PA  als  die  mit  der  Axo 
parallel  gezogene  PC  beide  bis  zur  Directrix  verlängert,  welche  sie 
beziehungsweise  in  Punkten  SDt,  g  treffen.-  Denn  Pg  (senkrecht 
zur  Directrix)  ist  bekanntlich  gleich  der  (zu  FM  senkrechten)  PP; 
auch  bilden  die  beiden  Linien  PF^  Pg  auf  einerlei  Seite  von  der 
Normale  liegend,  mit  dieser  gleiche  Winkel.    Hiemach  ist 

Pm  «  PM, 

also  2P3)t  »  2PM  »  Krümmungshalbmesser  zu  P,  und  es  ist  zu 
sagen: 

II)  Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer 
Parabel  findet  sich  doppelt  so  gross  als  dasjenige 
Stück  der  zugehörigen  Normale,  welches  zwischen  P 
selbst  und  der  Directrix  begriffen  ist. 

Auch  zu  dem  Dreieck  PBN  (des  §  3.)  erhalten  wir  ein  ihm  con- 
gruentes, wenn  wir  schon  eingeführte  Linien  weiter  benutzen.  Da 
der  Winkel  FPN  oder 

FPA  -=  FAP, 
und  da 

TA^  BP 

ist,  so  genügt  es,  durch  T  noch  die  zur  Axe  senkrechte  Gerade  zu 
ziehen  und  bis  zum  Schnittpunkte  91  mit  der  Normale  AP  zu  ver- 
folgen, um  sofort  die  Congruenz  von  Dreieck  AT^  und  BPN  zu  er- 
kennen.   Hiernach  findet  sich 

A^  =  PN, 
und  es  ist  zu  sagen: 

lU)  Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer 
Parabel  findet  sich  gleich  demjenigen  Stück  der  zu- 
gehörigen Normale,  welches  begriffen  ist  zwischen  der 
Axe  und  einer  zu  der  Axe  senkrechten  Geraden,  die 
man  durch  den  Axcnschnitt  jTder  zu  P  gehörigen  Tan- 
gente  zu  ziehen  hat. 

Will  mau  zu  dem  Dreieck  PTM  ein  ihm  ähnliches  beiziehen,  so 
bietet  sich  zu  allemächst  dar  das  Dreieck  PET,  Die  Vergleichung 
beider  gibt  sofort 

PE;PT=  PF;  PM^  2PT x  2PM, 
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also  (wegen  2PF=-  TA)  auch 

PEiPr-=-  TA:2PM 
Hiernach  ist  zu  behaupten: 

IV)  Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer  Pa- 
rabel ist  vierte  Proportionale  zu  deip  Abstände  dieses 
Punkts  von  dcrAxc,  zu  seiner  Entfernung  vondemAxeu- 
schnitte  der  ihm  zugehörigen  Tangente,  und  zu  dem- 
jenigen Axenstücke,  welches  abwischen  Tangente  und 
Normale  von  P  begriffen  ist. 

Das  vorhin  benutzte,  dem  Dreieck  PBN  congrucnte  Dreieck  A  7^, 
dessen  Hypotenuse  A'il  gleich  dem  Krümmungshalbmesser  zu  r  ge- 
funden worden  ist,  gewährt  den  Vorteil  zwei  ihm  ähnliche  Teil- 
dreiecke APT  und  AEP  darzubieten,  welche  auch  besonders  günstig 
liegen.    Ihre  Betrachtung  gibt  sofort 

Ä^^iAT^^  A9l:AP, 
=  AT:  AE, 
Hiernach  ist  zu  sagen: 

V)  Das  Quadrat  des  zu  Punkt  P  einer  Parabel  gehö- 
rigen Krümmungshalbmessers  verhält  sich  zu  dem  Qua- 
drat des  zwischen  Tangente  und  Normale  begriffenen 
Axenstückcs  wie  dieses  Axenstück  selbst  sich  verhält 
zu  dem  halben  Parameter. 

Die  vorstehenden  Sätze  sind  alle  auch  für  den  Grenzfall  festzu- 
halten, wo  P  in  den  Scheitel  S  zu  liegen  kommt  Doch  sind  in  die- 
sem Fall  alle  ausser  U)  nicht  zur  Ausführung  einer  Constrnction  zu 
verwenden,  deren  Bedürfniss  übrigens  (nach  §  2.,  II)  auch  selbstver- 
ständlich wegfällt,  wenn  man  den  Parameter  der  Parabel  kennt. 

Anmerkung  1.  Zu  dem  Satze  1)  unsres  §  kann  man  hervor- 
heben, dass  das  Doppelte  des  Brennstrahls  FP  genau  halb  so  gross 
ist  als  diejenige  durch  F  zu  ziehende  Parabelsehne,  welche  mit  der 
Tangente  von  P  parallel  ist,  d.  h.  jenes  Doppelte  ist  gleich  der  Hälfte 
desjenigen  Nebenparameters,  welcher  dem  durch  P  gehenden  Durch- 
messer conjugirt  ist. 

Diese  Bemerkung  genügt,  um  den  betreffenden  Satz  als  Ana- 
logen desjenigen  für  Ellipse  und  Hyperbel  giltigen 
Satzes  zu  erkennen,  den  ich  nur  andeuten  will  durch  die  Formel 

p«-:sma; 
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hierbei  g  der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P,  «  der  nach  F  zu 
ziehende  Halbmesser,  b  der  ihm  coujugirte,  a  der  Winkel  zwischen 

beiden,  während  —  die  Rolle  eines  gewissen  Nebenparameters  spielt. 

Was  den  Satz  II)  betriflft,  so  ist  er  sofort  auch  auf  die  Form 
zn  bringen: 

Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer  Parabel 
ist  gleich  dem  Durchmesser  desjenigen  Kreises,  der  die 
Parabel  in  P  berührt  und  seinen  Mittelpunkt  auf  der 
Directrix  hat. 

Nun  ist  aber  bekanntlich  die  Directrix  auch  zu  bezeichnen  als 
der  geometrische  Ort  für  den  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  dessen 
beide  Schenkel  die  Parabel  berühren;  und  ein  Kreis,  dOr  seineu 
Mittelpunkt  auf  einer  gegebenen  Geraden  hat,  schneidet  diese  recht- 
winklig. Hiernach  ist  die  vorige  Fassung  zu  ersetzen  durch  die  so 
lautende : 

Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer  Parabel 
ist  gleich  dem  Durchmesser  desjenigen  Kreises,  der  die 
Parabel  in  P  berührt,  und  der  rechtwinklig  schneidet 
die  Ortslinie  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  des- 
sen beide  Schenkel  die  Parabel  berühren. 

Diese  Fassung  ist  es,  welche  nach  Steiner  für  alle  Kegelschnitte 
zutrifft. 

Anmerkung  2.  Der  Satz  V)  unsres  §  macht  es  möglich,  sofort 
den  zu  Punkt  P  der  Parabel  gehörigen  Krümmungshalbmesser  g  aus- 
zudrücken in  dem  Parameter  2p  der  Curve  und  in  dem  Abstand  x 
des  Punkts  P  von  der  Scheiteltangonte.    Die  Proportion 

aWiJt^^  ATiAE 
geht  vermöge  der  angegebenen  Bezeichnungen  über  in 

Kl) 

ZU  verstehen  ist.    Man  findet  also 

g^--{2x+p)^:p. 


was  aus 

AT  -«  2PP  =  2 
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§  5. 

Genauere  Betrachtung  des  Hilfskreises,  an  welchen  die 
Auffindung  des  Krümmungskreises  sich  geknüpft  hat 

(Fig.  3.) 

Wenn  wir  für  einen  heliehigen  Punkt  F  der  Parabel  die  Lage 
des  zugehörigen  Krümmnngskreises  gegen  die  Cur\'e  selbst  in  jeder 
Beziehung  genau  untersuchen  wollen,  so  werden  wir  beachten  müssen, 
dass  dieser  Krümmungskreis  mit  dem  zu  seiner  Auffindung  benutzten 
Hilfskreise  PFM  ähnlich  liegt,  so  zwar  dass  der  Punkt  P  selbst  für 
beide  Kreise,  welche  die  Parabel  an  dieser  Stelle  berühren,  der  äus- 
sere Aehnlichkeitspunkt  ist  Hierdurch  findet  sich  angezeigt,  dass 
wir  zunächst  für  den  Hilfskreis  alle  diejenigen  weiteren  Bestimmungen 
aufsuchen,  welche  die  bisherigen  Betrachtungen  und  Constructioneu 
uns  darbieten  können. 

Da  das  bei  F  rechtwinklige  Dreieck  PFM  bei  M  denselben  Win- 
kel hat,  welcher  in  dem  schiefwinkligen  P/T  bei  T  sich  findet,  so 
ist  leicht  die  Angabe  zu  begründen,  dass  der  Kreis  PFM  gleich  ist 
dem  Kreise  FFT,  Man  kann  daher  auch  (mit  Beiziehung  von  §  2,  I) 
den  Satz  aussprechen: 

I)  Der  zum  Poripheriepunkt  P  einer  Parabel  gehö- 
rige Krümmungshalbmesser  ist  doppelt  so  gross  als  der 
Durchmesser  desjenigen  Kreises,  der  durch  den  Punkt 
P  selbst,  durch  den  Axenschnitt  T  der  zu  P  gehörigen 
Tangente  und  durch  den  Brennpunkt  i^geht 

Unser  Hilfskreis  hat  ferner  mit  dem  aus  P  gehenden  Parabel- 
durchmesser PC  (§  3.)  ausser  dem  Punkte  P  noch  einen  zweiten  G 
gemein.    Da  nun 

Winkel  GPA  «  Winkel  FPA, 

während  PA  den  Mittelpunkt  des  Hilfskreises  enthält,  so  ist  sofort 

zu  ersehen 

PG  =  PF 

Daran  knüpft  sich  die  weitere  Angabe,  dass  FG  parallel  sei  mit  der 
zu  P  gehörigen  Tangente.  Hiernach  kann  unter  anderem  gesagt 
werden: 

\l)  Der  zu  Punkt  P  einer  Parabel  gehörige  Krüm- 
tnungshalbmesser  ist  doppelt  so  gross  als  der  Durch- 
messer desjenigen  Kreises,  der  die  Parabel  in  P  berührt 
und  durch  denjenigen  Punkt  G  des  zu  P  gehörigen  Pa- 
rabeldurchmessers geht,  in  welchem  dieser  geschnitten 
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wird   von  der  ihm   coBjngirten,   durch   den   Brennpunkt 
gehenden  Sehne. 

Unser  Hilfskreis  hat  endlich  mit  der  Axe  der  Parabel  ausser 
dem  Punkte  F  einen  zweiten  Punkt  H  gemein.  Da  nun  nach  Ein- 
führung der  Sehne  PH  sofort 

Winkel  PHF  =  PMF  «  PTF 

sich  zeigt,  so  ist  für  das  Dreieck  PTH  mit  seiner  Höhenlinie  PE  zu 
bemerken: 

Winkel  HPE  =  TPE,    PH  =  PT,    EH  =  ET, 

Da  zugleich 

ET  =  2SE, 
so  ist  auch 

EH^2SE, 
und 

SH  ist  =  SSE, 

gleich  dem  dreifachen  Abstand  des  Punkts  P  von  der  Scheiteltangente. 
Hiernach  ist  zu  sagen: 

ni)  Der  zu  Punkt  P  einer  Parabel  gehörige  Krüm- 
mungshalbmesser ist  doppelt  so  gross  als  der  Durch- 
messer desjenigen  Kreises,  der  die  Parabel  in  P  berührt 
und  durch  einen  Punkt  H  ihrer  Axe  geht,  dessen  Lage 
durch  jede  der  folgenden  Angaben  bestimmt  wird.  Die 
Gerade  PH  liegt  mit  der  zu  P  gehörigen  Tangente  PT 
symmetrisch  gegen  das  von  P  auf  die  Axe  fallende  Lot  PE. 
Der  Abstand  des  Punkts  H  vom  Punkte  E  ist  doppelt  so 
gross  als  der  Abstand  des  Punkts  P  von  der  Scheitel- 
tangente. Der  Abstand  des  Punkts  /f  vom  Scheitel  S  ist 
dreimal  so  gross  als  der  Abstand  des  Punkts  P  von  der 
Scheiteltangente. 

Gerade  die  zwei  letzteren  Bestimmungen  sind  es,  welche  für  die 
weitere  Untersuchung  von  grösster  Bedeutung  werden. 


§  6. 

Das  Verhalten  eines  Krümmungskreises  der  Parabel 
gegen  die  Curve  selbst  genauer  bestimmt.    (Fig.  3.). 

Ist  P  irgend  ein  vom  Scheitel  S  verschiedener  Punkt  der  Para- 
bel, und  sind  P^,  P^  dicht  bei  P  befindliche  Punkte  der  Curve  zu 
verschiedenen  Seiten  von  P,  ist  namentlich  P^  näher  am  Scheitel 
als  P  selbst,  so  ist  (§  2.,  H)  der  zu  P  gehörige  Krümmungshalbmesser 
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kleiner  als  der  zu  P^  gehörige,  grösser  als  der  zu  P^,  gehörige. 
Hiernach  ist  die  Krümmung  der  Curve  bei  P  stärker  als  bei  Pj, 
schwächer  als  bei  Pj^;  der  von  P  ausgehende  Parabelzweig  PP^  mnss 
also  bei  P  mehr  an  die  zugehörige  Tangente  sich  anschmiegca  als 
der  dortige  Krtlmmungskreis  dies  tut,  bei  P^  weniger.  Hieraas  ist 
klar,  dass  das  Parabelstückchen  PP^  zwischen  jene  Tangente  und 
den  Krümmungskreis  filllt,  das  Stückchen  PP^j^  aber  innerhalb  des 
letzteren,  es  ist  also  klar,  dass  die  Parabel  von  ihrem  zu  P  gehörigen 
Krümmungskreis  an  dieser  Stelle  sowohl  geschnitten  als  berührt  wird. 
Da  es  indess  zwei  nächst  aufeinanderfolgende  Elemente  sind,  welche 
die  beiden  Linien  gemein  haben,  da  also  drei  Punkte,  als  ihnen 
beiden  gemeinschaftliche,  daselbst  sich  zusammendrängen:  so  ist  zu 
erwarten,  dass  ausser  dem  Durchschnitt  bei  P  noch  ein  weiterer  von 
ihm  völlig  getrennter,  gemeinschaftlicher  Punkt  sich  ergebe.  Solcher 
wird  in  der  Tat  gefunden  mittels  folgender,  wesentlich  an  §  5.,  IH) 
sich  anknüpfenden  Betrachtung. 

Der  zu  P  gehörige  Krümmuugskreis  hat  (§  2.,  I)  einen  viermal 
so  grossen  Durchmesser  als  der  Hilfskreis  FPM,  Da  nun  P  äusserer 
Aehnlichkeitspunkt  für  beide  Kreise  ist,  so  muss  jede  aus  P  gezogene 
Sehne  des  Krümmungskreises  viermal  so  lang  sein  als  die  in  dieselbe 
Gerade  fallende  Sohne  des  Hilfskreises.  Wenden  wir  dies  an  auf  die 
in  §  5.  hervorgetretene  Sehne  P// des  letzteren,  deren  Endpunkt  H 
auf  der  Parabelaxe  liegt.  Sie  gibt,  über  H  hinaus  verlängert,  för 
den  Krümmungskreis  die  Sehne  PJ,  deren  Länge  also  =  4  P/T,  und 
deren  Endpunkt  J  auf  der  andern  Seite  der  Parabelaxe  ist  als  auf 
welcher  P  liegt.  Für  den  Punkt  J  des  Krümmungskreises  ist  hier- 
nach sofort  klar:  das  von  J  auf  die  Parabelaxe  fallende  Lot  JK  ist 
dreimal  so  gross  als  das  von  P  auf  dieselbe  fallende  PE,  und  des- 
gleichen findet  sich 

HK  =  3HE. 

Da  aber  HE  selbst  (nach  §  5.)  -=  2SE,  so  ist 

HK  =  6SE, 
somit 

SK  =  QSE. 

So  gut  nun  für  fEen  Parabelpunkt  P  die  Angabe  besteht 

P&  =  Parameter  mal  SEy 

so  gut  besteht  auch  die  Angabe 

3PE^  «  Parameter  mal  (2SE), 

d.  h.  JK^  —  Parameter  mal  SK. 
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Der  auf  dem  Erümmungskreis  befindliche  Punkt  J  genügt  hier- 
mit deijenigen  Forderung,  welche  allein  zu  erfüllen  ist,  damit  er  auch 
auf  der  Parabel  sich  befinde;  es  ist  also  J  ein  durch  messbare  Ent- 
fernung Yon  P  getrennter  Punkt,  welchen  beide  Linien  gemein  haben. 
Ausser  ihm  und  den  drei  bei  P  selbst  vereinigt  zu  denkenden  Punkten 
haben  sie  aber  gewiss  keinen  fünften  gemein,  und  auch  der  Punkt  J 
selbst  kann  nicht  ein  Berührungspunkt,  sondern  nur  ein  einfacher 
Durchschnittspunkt  sein;  beides  deshalb,  weil  zwei  mit  fünf  gemein- 
schaftlichen Punkten  behaftete  Linien  zweiter  Ordnung  gar  nicht  von 
einander  verschieden  sein  könnten.  Sonach  ergibt  sich  auch  die  be- 
stimmtere Anschauung,  dass  der  Parabelbogen  PP^J  (von  P  über 
den  Scheitel  S  nach  J  laufend)  ganz  innerhalb  des  Erümmungskreises 
sich  befinde,  während  seine  über  P  und  J  hinausgehenden  Verlän- 
gerungen ganz  ausserhalb  desselben  verlaufen. 

Vorstehende  Betrachtungen  (verbunden  mit  dem  in  §  5.  über  die 
Lage  des  Punkts  H  Gesagten)  begründen  vollständig  den  so  lautenden 
Hauptsatz: 

I)  Ist  P  ein  vom  Scheitel  S  verschiedener  Punkt 
einer  Parabel,  so  hat  der  isu  P  gehörige  Krümmungs- 
kreis die  Eigentümlichkeit,  sowohl  an  der  Stelle  P, 
wo  er  drei  Punkte  mit  der  Parabel  gemein  hat,  diese 
zu  schneiden,  als  auch  einen  von  P  getrennten  (ein- 
fachen) Durchschnitt  J  mit  ihr  zu  geben.  Dieser  Punkt 
J  liegt  auf  der  andern  Seite  der  Axe  als  P;  er  findet 
sich  auf  derjenigen  Secante  Pff,  welche  aus  P  gegen 
die  Parabelaxe  hin  unter  demselben  Winkel  wie  die 
Tangente  jenes  Punkts  zu  ziehen  ist.  Von  den  zwei 
durch  Sehne  PJ  getrennten  Bogenstücken  des  Krüm- 
mungskreises muss  das  eine  den  Parabelbogen  PSJ  um- 
schliessen,  das  andere  völlig  innerhalb  der  Parabel 
sich  befinden. 

liässt  man  den  Punkt  P  der  obigen  Darstellung  mehr  und  mehr 
gegen  8  hinrücken,  so  muss  auch  der  zugehörige  J  dies  tun;  es  er- 
gibt sich  solches  aus  dem  Umstände,  dass  (bei  der  gemachten  An- 
nahme) die  zu  P  gehörige  Tangente  ihre  Abweichung  von  dem  auf 
die  Axe  fallenden  Lote  PE  stetig  verkleinert  bis  zu  der  Grenze  Null, 
und  dass  der  dem  Winkel  TPE  gleiche  JPE  das  entsprechende 
Schicksal  hat  Wenn  P  in  ^S  eintrifft,  so  ergibt  sich  dasselbe  fär  J, 
welcher  Punkt  von  anderer  Seite  her  als  P  der  Vereinigung  mit  S 
zustrebt.  Hiemach  gewinnt  man  von  dem  am  Scheitel  S  befindlichen 
Erümmungskreis  der  Parabel  die  Anschauung,  dass  er  an  dieser  Stelle 
vier  Punkte  mit  der  Parabel  gemein  habe  und  nirgends  einen  durch 
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messbare  Entfernung  von  S  getrennten.  Dasselbe  zeigt  sich,  wenn 
man  erwSgt,  dass  nach  §  2.  U)  der  zum  Scheitel  S  gehörige  Kram- 
mungshalbmesser  ein  Minimum  ist;  ganz  besonders  deutlich  aber  wird 
es  durch  Betrachtung  eines  Kreises,  welcher  die  Parabel  in  zwei 
solchen  Punkten  Fy  O  berührt,  welche  zur  Axo  symmetrisch  liegen. 
Solcher  Kreis  ist  anzusehen  als  einer,  der  an  jeder  der  Stellen  P 
und  O  zwei  Punkte  mit  der  Parabel  gemein  habe;  und  wenn  solche 
Punkte  bis  zur  Vereinigung  mit  S  geführt  werden,  so  geht  der  ge- 
dachte Kreis  in  den  Krümmungskreis  der  Stelle  S  über.  Hiemach 
kann  man  zu  I)  den  Satz  fügen: 

II)  Der  zum  Scheitel  einer  Parabel  gehörige  Krfim- 
muungskreis  ist  so  anzusehen,  dass  vier  den  beiden 
Curven  gemeinschaftliche  Punkte  an  jener  Stelle  ver- 
einigt seien,  und  liegt  solcher  Kreis  —  abgesehen  von 
der  am  Scheitel  statthabenden  Berührung  —  ganz  frei 
innerhalb  der  Parabel. 

Aus  dem  Satze  I)  ergibt  sich  endlich  leicht  die  einer  Umkehrung 
desselben  entsprechende  Angabe: 

III)  Um  den  Krümmungskreis  zu  einer  vom  Scheitel 
abliegenden  Stelle  F  einer  Parabel  zu  zeichnen,  kann 
man  zu  der  Tangente  FT  des  Punkts  T  diejenige  ans  P 
zu  ziehende  Secante  nehmen,  welche  unter  demselben 
Winkel  wie  jene  Tangente  gegen  die  Axe  geneigt  ist 
Ist  J  als  zweiter  Durchschnitt  dieser  Secante  mit  der 
Parabel  gewonnen,  so  kommt  die  Construction  darauf 
hinaus,  denjenigen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  durch 
J  geht  und  die  Gerade  Fl'  in  F  berührt. 

Obige  S&tze  I)  bis  III)  sind  wörtlich  ebenso  für  die  anderen 
Kegelschnitte  giltig. 

§7. 

Merkwürdige  Umgestaltung  der  Lehren  des  voran- 
gehenden §;   Herleitung   einer  weiteren  Construction. 

(Fig.  3.) 

Wird  die  in  IH)  des  vorigen  §  angedeutete  Construction  wirklich 
ausgeführt,  so  ist  der  Halbirungspunkt  S3  der  Parabelsehne  FJ  zu 
benutzen ;  es  ist  durch  ihn  die  zu  FJ  senkrechte  Gerade  zu  ziehen, 
welche  dann  auf  der  Normale  von  F  den  zugehörigen  Krflmmungs- 
mittelpunkt  N  liefert.    Da  nun 

FJ^iFH, 
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SO  ist 

PL  =  2Pff ; 

es  ist  hiemach  von  PH  aus  gerade  so  zu  construiren,  wie  es  nach 
§  3.  n)  Yon  PF  aus  geschieht,  wo  man  zu  PF  die  Verdoppelung  PB 
genommen  hat  wie  hier  zu  PH  die  Verdoppelung  PL,  —  Fasst  man, 
wie  jetzt  nahe  gelegt  ist,  die  Gerade  BL  ins  Auge,  so  zeigt  sie  sich 
mit  der  FH  d.  h.  mit  der  Parabelaxe  parallel;  das  von  P  auf  die 
BL  fallende  Lot  PO  Mt  in  die  Richtung  PE,  PO  ist  in  E  halbirt, 
und  O  selbst  ist  derjenige  Parabelpunkt,  welcher  mit  P  symmetrisch 
gegen  die  Axe  liegt.  Auch  mit  der  Normale  PA  gibt  der  nun  ein- 
gefahrte  Durchmesser  OL  einen  bemerkenswerten  Durchschnitt  E, 
wobei 

FR  =  2/M,     OB  =-  2EA, 

d.  h.  OR  gleich  dem  Parameter  der  Parabel  sich  zeigt.  —  Wird  nun 
zu  OR  die  ihr  gleiche  Rückverlängerung  OV  genommen,  und  wird 
PV  gezogen,  so  bieten  sich  die  zwei  gleichschenkligen  Dreiecke  PTH^ 
PVR  in  so  übersichtlicher  Lage  dar,  dass  man  sofort 

Winkel  TPV-^RPL, 
also  auch 

Winkel  VPL  =  TPR  =  90^, 

also  VF  als  parallel  mit  NL^  also  Dreieck  RPV  als  ähnlich  mit  RNL 
erkennt.  —  Wird  vollends  durch  V  die  mit  PL  (PH)  parallele  Ge- 
rade VW  gezogen,  so  ergibt  sich  folgende  Betrachtung.  Eine  um 
den  festen  Punkt  R  sich  drehende  Gerade  gibt  in  jeder  ihrer  Lagen 
mit  PL  und  VW  zwei  zusammengehörige  Durchschnitte  L^  und  Fj, 
wie  von  Anfang  an  L  und  Kais  solche  erscheinen;  auch  sind  dann 
immer  die  zwei  Dreiecke  RPV^  und  RNL^  einander  ähnlich,  wie  die 
vorhin  bemerkten  RPV  und  RNL  es  sind.  Daraus  folgt,  dass  immer 
PFj,  iVZri  parallel  sind.  Statt  also  den  Punkt  N  von  L  aus  zu  con- 
struiren mittels  der  durch  L  senkrecht  zu  PL  zu  ziehenden  Geraden, 
80  kann  man  jenen  auch  erhalten,  indem  man  auf  der  VW  einen 
Punkt  Fl  beliebig  nimmt,  von  diesem  aus  sowohl  V^P  als  V-^R  zieht, 
den  Durchschnitt  L^  der  letzteren  mit  P£r  bestimmt,  endlich  durch 
L^  die  Parallele  zu  V^P  zieht.  Diese  zuletzt  gezogene  giebt  mit  der 
Normale  von  P  den  gesuchten  Punkt  N. 

Die  hier  eingeführte  Gerade  VW  ist  nichts  anderes  als  die  Po- 
lare des  Punkts  R  mit  Bezug  auf  die  Parabel:  denn  die  Punkte  F, 
O,  R  und  der  unendlich  entfernte  Punkt  dieser  Curve  bilden  auf  dem 
Durchmesser  OR  eine  harmonische  Gruppe,  wobei  F  und  R  einander 
zugeordnet  sind;  und  die  durch  R  nach  dem  unendlich  entfernten 
Punkt  der  Geraden  FTF  gehende  Secante  der  Curve  bietet  eben  so 
als  eine  harmonische  Gruppe  dar  diesen  unendlich  entfernten  Punkt, 
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den  ihm  zugeordneten  JB  und  die  Endpunkte  der  zugehörigen  (in  B 
selbst  halbirten)  Sehne.  —  Wird  nun  diese  Auffassung  der  VW  ver- 
bunden mit  der  obigen,  so  einfachen  Bestimmung  des  Punkts  iZ,  so 
ergibt  sich  —  in  gleichem  Range  mit  Satz  III)  des  vorigen  §  — 
der  so  lautende: 

Um  den  Krümmungsmittelpunkt  iV^zum  Peripherie- 
punkt P  einer  Parabel  zu  finden,  ist  auf  folgende  Art 
zu  verfahren.  Man  nimmt  auf  der  Normale  von*P  den- 
jenigen Punkt  Ä,  welcher  von  ihrem  Axenschnitte 
ebenso,  weit  entfernt  ist  als  P  selbst;  zu  R  als  Pol  die 
zugehörige  Polare  VW,  zu  dieser  die  durch  P  parallel 
mit  ihr  zu  ziehende  Gerade  PL.  Diese  zwei  letzteren 
Geraden  schneidet  man  mittels  einer  durch  R  beliebig 
zu  führenden,  welche  somit  auf  der  VW  ainen  Punkt  Fj, 
auf  der  PL  einen  Punkt  L^  gibt  Endlich  noch  die  V^P 
einführend  zieht  man  durch  Z,  die  mit  ihr  parallele 
Gerade,  welche  dann  auf  der  Normale  von  P  den  zuge- 
hörigen Krümmungsmittolpunkt  iST  liefert. 

Anmerkung.  So  vorgetragen,  wie  es  eben  geschehen  ist,  ver- 
sagt die  Constructionsregel  unseres  §  (ebenso  wie  die  III)  des  §  6.) 
in  dem  besonderen  Falle,  wo  P  in  den  Scheitel  der  Parabel  zu  liegen 
kommt;  denn  dann  ist  der  Axenschnitt  der  Normale  von  P  nicht  zur 
Verfügung,  um  von  ihm  aus  den  Punkt  R  und  dann  den  Punkt  N 
zu  construiren,  welcher  letztere  ja  selbst  als  solcher  Axenschnitt  auf- 
zufassen wäre.  Allein  die  der  Aufstellung  unserer  Regel  vorangehende 
Betrachtung  gestattet  uns  den  Punkt  R  darnach  zu  definiren,  dass  er 
zu  dem  Parabelpunkt  P  erhalten  wird,  indem  man  zu  P  den  mit  ihm 
gegen  die  Axe  symmetrisch  liegenden  O  nimmt,  dann  von  O  aus 
innerhalb  der  Curve,  auf  dem  zugehörigen  Durchmesser  das  Stück 
OR  gleich  dem  Parameter  abträgt.  Solches  kann  auch  dann  ge- 
schehen, wenn  O  und  P  im  Scheitel  S  sich  vereinigen;  somit  lässt 
sich  auch  auch  dann  R  \ot  N  construiren,  und  man  kommt,  im 
üebrigen  nach  dem  Wortlaute  der  Regel  verfahrend,  zu  einem  Re- 
sultat, welches  mit  dem  schon  in  §  2.  Gelehrten  übereinstimmt 

Der  nach  Obigem  für  alle  Fälle  der  Lage  des  Parabelpunkts  P 
zu  erhaltende,  ihm  zugehörige  Punkt  R  zeigt  sich  nun  aber  auch 
identisch  mit  demjenigen  Punkte,  durch  welchen  die  Hypotenuse  jedes 
rechtwinkligen  Dreiecks  geht,  welches,  der  Parabel  eingezeichnet,  den 
Scheitel  seines  rechten  Winkels  in  P  hat.  Die  Erkenntniss  dieser 
Identität  ergibt  sich  wol  am  schnellsten,  wenn  man  für  gedachtes 
Dreieck  die  zwei  Grenzgestalten  ins  Auge  fasst:  die  eine,  welche  sich 
ergibt,  sofern  von  den  Kathetenlinien  die  erste  mit  der  Axe  parallel 
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genommen  wird,  wobei  die  zweite  durch  den  mit  P  symmetrisch  lie- 
genden Curvenpuukt  O  geht,  also  die  Hypotennsenlinie  als  der  durch 
O  gehende  Durchmesser  sich  darbietet;  die  andere  Grenzgestalt,  welche 
sich  ergibt,  sofern  die  erste  Kathete  in  die  Normale  von  P  einrückt, 
die  zweite  Null  wird,  die  Hypotenuse  also  mit  der  Normale  sich 
vereinigt. 

Ferner  ist  für  jeden  Kegelschnitt  und  für  jeden  ihm  angehö- 
rigen  Punkt  P  zu  behaupten,  dass  alle  dem  Kegelschnitt  eingezeich- 
neten rechtwinldigen  Dreiecke,  welche  den  festen  Scheitel  P  für  ihre 
rechten  Winkel  gemein  haben,  ihre  Hypotenusen  durch  Einen  Punkt 
R  gehen  lassen.  —  Diesen  allgemeinen  Satz  hat  Staudt  in  der 
„Geometrie  der  Lage"  nach  seiner  eigentümlichen  Methode  bewiesen 
und  daraus  eine  Regel  für  die  Construction  des  Krümmungsmittel- 
punkts zu  jeder  Stelle  eines  jeden  Kegelschnitts  hergeleitet  (S.  207). 
Diese  Regel  ist  aber  wörtlich  übereinstimmend  mit  der  in  unserem  § 
gegebenen,  wenn  nur  in  der  letzteren  statt  Parabel  gesagt  wird  Kegel- 
schnitt, und  wenn  die  Lage  des  Punkts  R  in  dem  Stau  dt 'sehen 
Sinne,  mit  Bezugnahme  auf  die  eingezeichneten  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, definirt  wird. 

Somit  ist  der  Lehrsatz  unseres  §  als  besonderer  Fall  eines  für 
alle  Kegelschnitte  giltigen  zu  erkennen. 


§8. 

Rückblick  auf  die  Parabel  und  Ausblick  auf  Ellipse 
und  Hyperbel. 

In  den  vorstehenden  §§  wird  man  wol  alle  Hauptsätze  finden, 
welche  für  die  Krümmungskreise  der  Parabel  bekannt  sind;  und 
zwar  haben  sie  alle  in  Einem  Zusammenhange  sich  ergeben,  welcher 
von  dem  in  §  2.  gewonnenen  Standpunkte  aus  vollkommen  beherrscht 
wird.  —  Es  liegt  nahe,  mit  Bezug  auf  Ellipse  und  Hyperbel  für  die 
ähnliche  Untersuchung  die  ähnliche  Grundlage  und  die  ähnliche  Ent- 
wicklung zu  suchen.  Diese  Arbeit  hat  bereits  Herr  Professor  C.  W. 
Baur  zu  Stuttgart  (am  K.  Polytechnikum)  mit  schönstem  Erfolge  in 
Angriff  genommen.  Nachdem  ich  das  Wesentliche  der  hier  dargelegten 
Ergebnisse  und  Methode  ihm  mitgeteilt  hatte,  gelang  es  ihm  —  was 
ich  freudig  anerkenne  —  sofort  für  die  Ellipse  den  mir  noch  nicht 
bekannt  gewesenen  Satz  zu  finden: 

Wenn  zwei  Peripheriepunkte  einer  Ellipse  auf 
Einer  Seite  von  ihrer  grossen  Axe  sich  befinden,  so 
zeigt  sich  der  Winkel  zwischen  den  zugehörigen  Nor- 
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malen  gleich  der  halben  Summe  der  zwei  Winkel,  deren 
jeder  sich  ergibt  zwischen  den  aus  Einem  Brennpunkte 
nach  jenen  zwei  Peripheriepunkten  gezogenen  Brenn- 
strahlen. 

Ans  diesem  Satze  —  ähnlich  schliessend,  wie  es  hier  in  §  2. 
geschehen  ist  —  entwickelte  er  den  von  Herrn  Gugler  (vergl.  §  2. 
Anmkg.)  schon  längst  auf  anderem  Wege  gefundenen  und  so  aus- 
gesprochenen: 

Der  Krümmungsmittelpunkt  N  zu  Punkt  P  einer 
Ellipse  liegt  auf  der  Normale  yon  P  dermassen,  dass 
die  Punkte  P  und  jV  —  als  einander  zugeordnete  —  eine 
harmonische  Gruppe  bilden  mit  den  zwei  Punkten,  de- 
ren jeder  erhalten  wird,  indem  man  aus  einem  Brenn- 
punkt F  den  Brennstrahl  FP  zieht,  dann  aus  F  die  zu 
FP  senkrechte  Gerade  bis  an  jene  Normale. 

Diese  beiden  Sätze  (der  letztere  auch  von  mir  selbst  fast  gleich- 
zeitig mit  Herrn  Baur  an  den  ersteren  angeknüpft)  lassen  sich  sofort 
auf  die  Hyperbel  ausdehnen.  Von  ihnen  aus  wird  verh&ltnissmässig 
leicht  (durch  rein  geometrisches  Verfahren)  auch  für  Ellipse  und 
Hyperbel  noch  deijenige  gewonnen,  welcher  durch  die  Formel 
g  «  n:cos^<p  kurz  anzudeuten  ist,  und  welcher  unserem  Satze  §  3.  U) 
über  die  Parabel  entspricht.  Dagegen  scheint  der  weitere  Fortgang 
auf  der  betretenen  Bahn  etwas  grössere  Schwierigkeiten  zu  haben; 
^  wobei  freilich  die  Hoffnung  besteht,  dass  dieselben  —  gegenüber  den 

etwa  fortgesetzten  Bemühungen  der  genannten  Gelehrten  —  in  nicht 
langer  Zeit  verschwinden  werden. 


/ 


Ludwigsburg,  im  Juli  1877. 
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XXIX. 


Recherche  des  systemes  de  deux  polygones 

r^guliers  Steiles,  inscrits   dans  le  meine  cercle, 

qui  sont  tels  que  la  surface  de  Tun  soit  double 

de  la  surface  de  Tautre. 


Par 

Georges  Dostor. 


NoQS  avons  prouv6,  dans  ce  Journal  (Tome  LIX,  page  385)  que 

La  surface  du  d^cagone  regulier  etoilä  est  double 
de  la  surface  du  pentagone  regulier  ^toil^,  qui  est  in- 
scrit  dans  le  mSme  cercle. 

Cette  relation  remarquable  n'existe  pas  seulement  entre  les  sur- 
faces  de  ces  deux  polygones:  eile  est  une  cona^quencc  d'unth^or^mc 
g^n^ral,  qui  a  licu  pour  les  surfaces  de  certains  couples  de  polygones 
reguliers,  inscrits  dans  le  meme  cercle  et  ayant  Tun  deux  fois  autant 
de  cöt^s  que  l'autre. 

Considerons,  en  effet,  deux  polygones  reguliers  inscrits  dans  le 
meme  cercle,  et  ayant  Tun  n  et  l'autre  2n  cdt6s.  Supposons  que  le 
Premier  polygone,  qui  a  n  cötes,  soit  de  Tesp^ce  p^  et  que  le  second, 
de  2»  c6tes,  soit  de  l'esp^ce  q,     . 

liCs  surfaces  de  ces  deux  polygones  reguliers  seront  respecti- 
vemeut  (Tome  LIX,  page  380) 

sm-cos-n; 

S^^^^n& — -j      , 

cos"^- n 
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S2n.p  =  2nÄ» rHi— ' 

oü  R  d&igne  le  rayon  du  cercle  commun  circonscrit 

Pour  que  la  seconde  surfacos  Szn^q  soit  double  de  la  premi^re 
Sh,p^  il  fant  et  il  suf&t  que  Ton  puisse  trouver  pourp  et  q  des  valenrs 
enti^res  telles  que  les  deux  fractions 

.    n       p  ,    n         q 

sin  -  cos  -  7t       sin  h-  cos  ^r  ^ 
n         n  JSn        Zu 


p-l      '  5-1 

COS n  cos  ^ö —  ^ 


soient  identiquement  dgales,  quel  que  soit  lo  nombre  entier  n. 

Cette  ^galit^  parfaite  aura  certainement  licu,  si  Ton  a,  poor  toate 
valeur  entiere  de  n 


«^^-«»«4«' 

p            .    Ä 
cos-w  =  sinH-» 
n                 2n 

COi- «  =• 

n 

g  — 1 

cos-^^, 

iqnations 

it       n        q 
2  ~n  "2^"' 

t      p           n 
2  -»"=2;.' 

n 

2n    *' 

sans  etre  incompatibles ,  admettent  des  valenrs  entiöres  pour  p  et  g, 
respectivement  inf6rieures  ä  n  et  ä  2n. 

Or  les  deux  premidres  de  cos  dquations  donnent  les  valenrs 

n  — 1 
g  =  n— 2,     p«— ^, 

qni,  par  r^limination  de  n,  fonrnissent  pr^cis^ment  notre  troisidme 
6qnation  de  condition 

5+2«2p4-l,    ou    2  — 1  =  2/?  — 2. 

Ainsi,  si  n  est  impair  et  quo  Ton  ait  q  «  n — 2,  p  =     ^    t   le 

Premier  polygone  r6gnlier  scra  double  dn  second.    Nous  ponvons  donc 
dire  que: 

Th^ortme»    La   surface  d'un  polygone   regulier,  d'nn 
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nombre  simplement  pair  2n  de  cöt6s  et  de  Tesp^ce  n— 2, 
est  double  de  la  sarface  du  polygone  regulier  de  n  cötds 

«— 1 
et  de  Tesp^ce   —ö-»  qiii  ©st  inscrit  dassle  meme  cercle; 

oa  d'ane  mani^re  plus  precise 

La  snrface  d'un  polygone  regulier,  d'un  nombre  im- 
pair  de  cdt6s  et  de  son  esp^ce  la  plas  61ev6e,  est  la 
n)oiti6  de  la  sarface  du  polygone  regulier,  d'un  nombre 
double  de  c6t6s  et  aussi  de  son  esp^ce  la  plus  eley6e,  qui 
se  trouye  inscrit  dans  le  mdme  cercle. 

Pour  nous  borner  aux  polygones  r^uliers,  inscriptibles  par  la 
r^gle  et  le  compas,  donnons  k  n  succcssivement  les  valeurs  3,  5,  15, 
17,  etc.; 
pour  n  «   3,    nous  aureus 

„    n  =   5,  „ 

„    n  «  15,  „ 

„    n  =  17,  „  2»  ==  34,    p  ==  8,    <z  =  15;    etc. 

Ainsi  l'hexagone  regulier  est  double  du  triangle  ^quitateral  in- 
scrit dans  la  m^me  cercle;  la  surface  du  decagone  regulier  6toil6  est 
double  de  la  surface  du  pentagone  regulier  ^toilä;  le  polygone  regulier 
de  30  cdt^s  et  de  la  treizi^me  espöce  est  double  du  polygone  regulier 
de  15  c6tes  et  de  la  septi^me  esp^ce;  etc. 


2n=    6, 

P  =  l, 

5=    1 

2n  =  10, 

p  =  2, 

3=    3 

2»  =30, 

p  =  7, 

g  =  13 

2»  =  34, 

p  =  8, 

3  =  15 
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XXX. 
Eine  Wahrschemlichkeitsaiifgabe. 

Von 

R.  Hoppe. 


Einige  Hülfssätze. 

Um  Unterbrechung  zn  vermeiden,  will  ich  vor  Stellung  der  Auf- 
gabe 3  allgemeine  Satze  vorausschicken. 

Satz  1.  Ist  w{a)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  Variabelc  x 
grösser  als  eine  Constanto  a  sei,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  x 
zwischen  a  und  a-^da 

=  —  dw(a) 

Denn  die  Chancen  für  a;>a-f-8a,  d.  i.  w{a'\'da)^  sind  um  die 
fragliche  Grösse  kleiner  als  die  Chancen  fttr  a:>>a,  d,  i.  v?(a), 

Satz  2.  Ist  vh  die  Wahrscheinlichkeit  einer  bestimmten  Combi- 
nation  von  h  Fällen  unter  k  möglichen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  irgend  einer  der  k  Fälle  stattfinde, 

r=  Zv^  —  ^v^  +  Zv^—  Zr4+  . . .  Zvt  (1) 

wo  sich  die  Summen  auf  alle  möglichen  Combinationen  beziehen. 

Beweis.  Sei  vk'  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dieselbe  Combin&tion 
von  h  Fällen  wie  in  vh  statthabe,  aber  kein  andrer  der  k  Fälle  ausser- 
dem. Dann  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  F,  dass  irgend  einer 
von  allen  Fällen  stattfinde,  die  Summe  aller  v\  Um  nun  z^  beweisen, 
dass  letztere  gleich  dem  Ausdruck  (1)  ist,  brauchen  wir  die  Combi- 
nationen jeder  Classe  nur  ohne  Unterschied  zu  zählen,  weil  stets  alle 
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Permutationen  in  ihnen  enthalten  sein  müssen.  Entwickehi  wir  die 
vh  in  die  vk\  so  sind  die  Anzahlen  der  darin  enthaltenen  va,  vk+h 
rA-fs,  ...  die  der  Combinationen  der  k  —  h  übrigen  F&lle,  dass  ist 

1'         1    '        1  2        *  ••• 

allgemein  ist  die  Anzahl  der  v'A-f^,  als  Binomialcoefficient  bezeichnet, 

oder  die  der  vg* 

Femer  ist  die  Anzahl  der  vh 

folglich  die  aller  derjenigen  vg\  welche  2vh  enthält, 

=  (k)k{k--h),^k^(k),(g)k 

Hiervon  ist  für  constantes  g  und  k  bei  abwechselnden  Vorzeichen  ge- 
mäss (1)  die  Summe  nach  h  von  1  an  bis  zum  Abbrechen  der  Reihe 
bei  h^g  zu  nehmen.    Nach  dem  binomischen  Satze  ist  nun 

*i'(i/)*(-l)*-(l-iy-0 

A=0 


mithin  die  Summe  von  ä  « 1  an  «  —  1,  folglich 


*2f(-l)*-iW,07)A  =  W^ 


und  die  Anzahlen  der  im  Ausdruck  (1)  enthaltenen  vi\  v^S  ^sS  ••. 
werden 

Wi,    W«,   Ws,  .-. 

das  ist  gleich  den  Anzahlen  aller  verschiedenen  vh  jeder  Glasse,  was 
allein  noch  zu  beweisen  war. 

Satz  3.  Sind  die  Wahrscheinlichkeiten  von  n  Fällen  tr^,  1^29  • . . 
wn  unendlich  klein,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  überhaupt 
einer  von  ihnen  stattfinde. 

Sind  insbesondere  alle  n  Fälle  gleich  wahrscheinlich,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  überhaupt  einer  stattfinde,  n  mal  so  gross 
als  die  des  einzelnen. 

Dass  die  Behauptung,  schon  ftb*  beliebig  grosse  Wahrscheinlich- 
keiten, richtig  ist,  wenn  keine  Fälle  combinirt  vorkommen  können, 
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erhellt  von  selbst  Nun  ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit  jeder  Com- 
bination  das  Product  der  Wahrscheinlichkeiten  der  darin  combinirten 
Fälle,  verschwindet  also  gegen  letztere,  folglich  anch  gegen  die  Summe 
aller,  da  sie  ja  positiv  sind,  und  es  bleibt  die  reine  Summe  ttbrig. 


Aufgabe. 

Auf  einer  begrenzten  Linie  liegen  n  Punkte.  Wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Stück  der  Linie  von  gegebener  Länge 
frei  von  Punkten  ist? 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  diese  Aufgabe  Anwendung  in  schr 
mannichfaltigcr  Form  zulässt.  Die  Linien  können  gerade  oder  krumm 
sein;  man  kann  statt  ihrer  Rechtecke,  Winkel  und  andere  einfach 
variirende  Kaumgrössen,  statt  der  Punkte  geeignete  Linien  nehmen; 
die  Linien  können  Zeitintervalle,  die  Punkte  Ereignisse  repräsentiren 
u.  s.  w.    Erweiterungen  des  Problems  sind  in  vieler  Weise  möglich. 

Wir  wollen  zuerst  voraussetzen,  dass  das  leere  Intervall  nicht 
kleiner  als  die  Hälfte  der  ganzen  Linie  sei,  und  die  Aufgabe  so  nach 
3  Methoden  lösen. 

Erste  Methode. 

Die  ganze  Linie  AB  sei  =»  1 ,  der  grösste  Abstand  zweier  suc- 
ccssiven  Punkte  ^p.  Es  wird  die  Wahrscheinlichkeit  tcn(x)  ge- 
sucht, dass 

sei,  wo  «^i  gegeben  ist. 

Wir  nehmen  zu  den  n  Punkten  einen  (r*-|-l)tcn  Punkt  P  hinzu 
und  fragen:  Wenn  für  die  n  Punkte  dass  leere  Intervall  CD=1  —  x 
ist,  wie  gross  ist  nach  Zutritt  von  P  die  Wahrscheinlichkeit  eines 

leeren  Intervalls  -^l  —  y^  wo  y^«? 

Offenbar  existirt  dasselbe,  wenn  entweder  die  Strecke  CP  oder 
die  Strecke  PD<iy—x  ist.  Da  nun  AC-^-DB^x^  so  beträgt  die 
Summe  der  2  Weglängen,  die  P  durchlaufen  kann,  das  ist  die  Chancen 
des  gedachten  Falles, 

a;+2(y-ar)  =- 2y  — a; 

Dieser  Wert,  wofern  er  als  Factor  gebraucht  wird,  bleibt  gültig,  wenn 
CD,  statt  genau  =»  1  —  x  zu.  sein,  zwischen  1  —  x  und  1 — x — ftr 
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enthalten  ist  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  letzteres  stattfindet,  ist 
nach  Satz  1. 

Combinirt  man  beide  Fälle,  so  drückt  das  Prodnct 

die  Wahrscheinlichkeit  ans,  dass  ftlr  die  n  Punkte 

1 — x-y^p  "^1 — X — dx 

und  für  die  »+1  Punkte  das  leere  Intervall  -^  1—  y  ist.  Lässt 
man  x  alle  möglichen  Werte  durchlaufen,  während  y  constant  bleibt, 
und  addirt  die  gesammten  Chancen  für  p^l— y,  so  ergiobt  sich: 

y 
w»+i  (y)  =  f  (^y—x)dvn{x)  (2) 

Durch  diese  recurrirende  Gleichung  wird  die  gesuchte  Function  be- 
stimmt^ wenn  sie  für  irgend  ein  n  bekannt  ist. 

Nun  genügt  offenbar  derselben  die  Form 

tcnix)  =  c„fl;~+«  (3) 

und  zwar  ist,  da  für  0  Punkte  die  Wahrscheinlichkeit  in  Gewissheit 
übergeht, 

also  a  =  0;  cq^I.    Führt  man  den  Wert  (3)  in  (2)  ein,  so  findet 

man: 

n+2 

woraus : 

n  +  1  n+1  n  +  1  ,  ^ 

Cn —  Cn^l  =  ^-^37^  e«-2  ==    ...  -^-^0  «=  «  +  1 

Demnach  ist 

tCnix)  =  (n-|-l)ar~  (4) 

Zweite  Methode. 

Wir  betrachten  auf  AB  eine  bestimmte  Strecke  CD  =  l—x. 
Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Punkt  ausser  derselben 
li^Rt,  gleich  dem  Reste  a*,  also  die,  dass  n  Punkte  ausserhalb  liegen. 


<?i»+iy** +*  =•  —r^  Cntf**"^^ 
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Wir  verrttcken  nun  C  und  D  bei  constantem  CD  k  mal  nm  i, 
so  dass  eine  Beihe  von  Ar-f- 1  gleichen  Strecken 

CD  =  C^D^^  CjZ),  =  ...  ftDk 

entsteht  Bezeichnet  dann  vk  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  be- 
stimmte Combination  von  h  solchen  Strecken  leer  ist,  so  ist  nach 
Satz  2.  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  überhaupt  eine  solche  Strecke 
leer  ist, 

V=^  Zv^  —  Zv^'\'Zv^ ■—  Xr4+  ...  Äjk+i  (5) 

wo  sich  die  Summenzeichen  auf  alle  möglichen  Combinationen  der 
Strecken  beziehen.  Jedes  vh  hängt  aber  allein  vom  Oesammtumfang 
der  combinirten  Strecken,  also  von  der  Differenz  des  kleinsten  und 
grösstdn  Index  ab.  Enthält  die  Combination  irgend  welche  Strecke 
von  der  aten  bis  zur  (a-{~&)ten,  so  beträgt  der  OesammtumfoBg 

und  man  hat: 

Vh  =*  {x—M)^ 

Dies  ist  der  gemeinsame  Wert  von  sovielen  Termen  der  Summe  2Jrjb, 
als  die  zwischenliegenden  Beihenglieder  mit  den  Indices 

a  +  1,    a+2,  ...  a+Ä— 1 

zu  A  —  2  Elementen  combinirt  werden  können ;  als  Binominalcoffident 
ausgodrükt  ist  die  Anzahl 

-(&-1)a-2 

multiplicirt  mit  der  Anzahl  der  möglichen  a,  das  ist 

Hiemach  ist  zunächst 

Zv^^{k+l)v^^{k+l)^ 

indem  bei  einem  einzigen  Beihenglied  h  nur  »O  sein  kann.  Die 
übrigen  Teile  des  Ausdruks  (5)  können  wir  so  addiren,  dass  wir  erst 
h  constant  setzen;  dann  ist 

(fc— 5-|-l)(«  — Äfi)" 

gemeinsamer  Factor,  und  dessen  Coelßcienten 

-(ft-l)o+(ft-l)i-(ft-l),+  ...(Ä-l)»-i 

geben  für  6>1  die  Summe  0,  während  für  &  =  !  bloss  der  erste 
Term  —1  bleibt.    Folglich  ist 
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das  ist  für  anendlicb  kleines  s 

F«  a^+nksx^-^  (6) 

Lässt  man  nun  C  bei  constantem  CD  die  ganze  übrige  Strecke  =  x 
durcb  successives  Fortrücken  durchlaufen,  so  wird 

kE  =  X 

und  die  Grösse  (6)  gebt  über  in 

Dies  ist  zunächst  die  Wabrscbeiulicbkeit,  dass  eine  der  unendlich 
vielen  gleichen  Strecken  leer  ist.  Da  sie  aber  von  der  Teilungszahl 
nicht  abhängt,  so  stellt  sie  auch  die  Wahrscheinlichkeit  irgend  einer 
ebenso  laugen  leeren  Strecke  überhaupt  dar,  in  Uebereinstimmung  mit 
dem  ersten  Ergebniss  (4). 

Dritte  Methode. 

Wie  im  Vorigen  gehen  wir  auch  hier  von  der  Bemerkung  aus, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit  einer  bestimmten  leeren  Strecke  CD=- 1—« 

=  «»• 

ist.  Die  vorhergehende  Strecke  AC  möge  von  0  bis  y  variiren  können. 
Dann  wächst  die  Wahrscheinlichkeit  der  leeren  Strecke  « 1— a;  stetig 
mit  y\  es  ist  das  Yerhftltniss  der  unendlich  kleinen  Incremente  zu 
finden. 

Die  Wahrscheinlichkeit  sei  =zxo{x^y).  Wächst  y  um  dy,  und 
rückt  C  nach  C\  so  kommen  als  Chancen  diejenigen  Fälle  hinzu,  wo 
auf  CC  irgend  welche  (wir  wollen  sagen  m)  Punkte  liegen,  während 
die  Bedingung  einer  nachfolgenden  leeren  Strecke  '=1 — x  dieselbe 
bleibt.  Da  diese  Bedingung  nur  auf  n — m  Punkte  Bezug  hat,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  ihrer  Erfüllung 

BBS     X^^^ 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  bestimmten  Punktes  auf  CC  ist 
»  dy^  die  der  nachfolgenden  leeren  Strecke  alsdann 

also  die  der  Combination  beider  Fälle 

»  x^~^  Sy 

daher  nach  Satz  3.,  da  alle  n  Punkte  in  gleichem  Falle  sind,  die  Zu- 
nahme der  Chancen  der  verlangten  leeren  Strecke 
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und,  da  y  Überhaupt  von  0  bis  x  zu  variiren  hat, 


X 

yx) — w(a?,0)  «   /  nx**-^dy  -=»  nx^ 


iü(x^ 


Nun  sind  w{x^  0)  und  te{x^  x)  die  Wahrscheinlichkeiten  einer  leeren 
Strecke  CD  —  1  — x  bei  festem  und  beliebigem  C.  Entere  ist  be- 
kanntermassen  »o:**,  letztere  die  gesuchte  Orösse,  folglich 

tcnix)  ^  (n+l)x« 

wie  wir  hier  zum  drittenmal  finden. 

Ergänzung.' 

Die  beiden  ersten  Methoden  bauen  wiederholt  auf  die  Voraus-         \ 
Setzung,  dass  nicht  mehrere  leere  Strecken  =1—0;  ausser  einander 

existiren.    Es  ist  deshalb  x^i   angenommen   worden.     Die   dritte 

Methode  ist  von  dieser  Annahme  unabhängig;  doch  bringt  sie  die 
Chancen  fttr  m  aussereinandor  liegende  leere  Strecken  nfacb  in  An- 
rechnung; nur  mit  dieser  Deutung  gilt  dann  noch  die  Formel.  Die 
Berechnung  der  Chancen  fOr  die  Combinationon  von  Strecken,  welche 
zu  subtrahiren  sein  wQrden,  damit  das  Resultat  der  Aufgabe  nach 
ihrem  Wortlaut  entspricht,  würde  äusserst  complidrt  sein. 
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XXXI. 
Untersuchungen  über  das  Dreieck. 

Von 

Emil  Hain. 


I. 

Beziehungen  des  Umkreises. 

1.  Bezeichnet  xa  die  Normale  eines  Punktes  X  des  dem  Drei- 
ecke ABC  umschriebenen  Kreises  auf  die  Seite  BC  »  a,  so  gilt  die 
Relation: 

axhXc-i-hxcTa'jrCJraXh  =«  0 

Ist  nun  P  ein  Pnukt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  mit  den  Seiten- 
normalen  (trimetrischen  Pnnktcoordinaten)  papbpe^  und  verlängert  man 
AP^  bis  der  Umkreis  zum  zwcitenmale  in  $a  getroffen  wird-,  so  müs- 
sen die  Coordinaten  von  $a  folgenden  Gleichungen  genügen: 

aXbXe-^-hXeXa-i-CXaXh  =»  0 
pb       pe 

Hieraus  erhalten  wir  die  Coordinaten  von  $a: 

^a^—apbpc     pbibpc-i-cpb)     peihpe-i-cpb) 

und  für  einen  Punkt  Q^qai 

0a=— «ffjgc     qbibqe-^-cqb)     qc(bqe  +  cqh) 

Die  Yerbindungsgerade  zweier  Punkte  ^  ^a   hat  die  Gleichung: 
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Darnach  ist: 

?ßa  da  =  {hj>c  +  cph)  ip  qe  +  C  qb)     ahpc  qc     acph  qb 

Ist  ?l  der  Schnittpunkt  der  BC  mit  ^«Da,   so  ergibt  sich  wegen 

BC=1    0    0: 

Ä^O     acpbqb  — abpcqc 

^0     epbqb  —hpcqe 

^  0     cpb  qb  -pa  qa     —bpc  qc  .pa  qa 

Die  a  liegen  in  der  Geraden  apbpcqbqc,  ihr  harmonischer  Pol  in 
Bezng  auf  das  Urdreieck  ist  Z=  hcpaqa.  Dieser  Punkt  wird  sonach 
auf  folgende  Weise  construirt: 

Gegeben  das  Dreieck  ABC^  P  ^pa^  Q  ^  </a.  AP^  AQ  treffen  den 
Umkreis  des  gegebenen  Dreiecks  in  $a,  D^.  Die  ^ada  schneiden 
die  BC  in  H.  Der  vierte  harmonische  Pankt  zu  ^l  bezüglich  BC  sei 
Za.    Die  AZa  treffen  sich  in  Z^bcpaqa» 

Es  ergeben  sich  nun  einige  Specialfillle. 

Ist  Q  der  Grebe'sche  Punkt  G  des  Urdrciecks,  ist  also  ga  «  «; 
so  wird  Z=:  bcpa.ai=pa  d.  h.: 

Verzeichnet  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  Qnadrato,  so 
bilden  die  verlängerten  äusseren  Quadratsciten  ein  dem  ursprünglichen 
ähnliches  Dreieck;  der  Aehnlichkeitspunkt  beider  Dreiecke  ist  der 
Grcbo'schc  Punkt.  Man  verbinde  denselben  mit  den  Ecken  des  ür- 
dreiecks  und  verlängere  diese  Ecktransversalen,  bis  sie  den  Umkreis 
zum  zwciteumalo  in  ®a  schneiden. 

P  sei  ein  anderer  Punkt  des  Urdrciecks  und  AP  treffe  den  Um- 
kreis noch  in  ^a.  Die  ^^JaOa  schneiden  die  BC  in  Punkten  einer 
Geraden,  der  Ilarmonikalen  von  P  in  Bezug  auf  das  Urdrcick. 

Im  Falle  pa  ==  <?«  fallen  P  und  Q  zusammen,  die  Sehne  51?« C« 
wird  Tangente  im  Punkte  ^a  und  wir  haben  folgenden  Satz: 

Ist  P=apa  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Drcieclis  ABC  und  trifft 
AP  den  Umkreis  noch  in  ^^a ,  so  schneiden  die  Taugenten  in  !$«  an 
den  Umkreis  die  BC  in  Punkten  einer  Geraden,  der  Harmouikalcn 
des  Punktes  Z=:hcpa^,    Ist  P^G^  so  wird  auch  Z^G. 

Ist  Q  =  /)ft/)c,  der  reciproke  Punkt  von  P-,  so  wird  Z^hc.  Ist 
J  das  Inkreiscentrum  des  Dreiecks  ABC^  P  ein  beliebiger  Punkt  in 
der  Ebene  desselben;  trifft  AP  den  Umkreis  noch  in  $a  und  con- 
struirt man  auf  der  andern  Seite  von  AJ  den  Winkel  S\^aAJ^  so  dass 
der  neue  Schenkel  den  Umkreis  in  Ca  trifft:  dann  schneiden  sich  die 
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^Oa  in  einem  Punkte  Q,  dessen  Coordinatcn  denen  Yon  F  reciprok 
sindf  also  im  Punkte  Q^phpc.  In  diesem  Falle  sind  die  ^üDloj 
wie  auch  unmittelbar  die  Figur  zeigt,  den  BC  parallel. 

2.    Es  ist: 

?ßj  ^  pa(cpar{-ape)     —  hfepa  pe(epa  +  ape) 

SPc  ^  pa{apb  -f-  bpa)     ph(apb  +  ^Pa)     —  Cl?a|>6 
$ j  5ßc  ^  —  fl/Jjpc  paiapc  +  c;Ja)     |)a(a|)6  +  bpa) 


AP  treffe  BC  in  Pa,  dann  ist: 

Pa=       0 

-ft  ^      pa 

Pe  ^      /)a 

PbPe^  --phpc 


pb         pe 
0  pc 

Pb  0 


Die  $b$c  treffen  die  APc  in  V,    Man  findet: 


Papc 

Pa(ape  +  cpa) 


papb 

Pa{apb  +  bpa) 


papb  — ptpe 

pa(apb-i-bpa)       —apbpc 

— phpe  Papc 

—  apbpe      pa{ape  +  cpa) 


«  hpa^Pbpe 


«  —  CpaTpbpe 


a'  ^  i)a(ft|?c  —  cpb)     hpbpc 


•  cpbpe 


Diese  Gerade  trifft  die  BC  im  Punkte:  0  &  —  c  Diese  Punkte 
liegen  in  der  Geraden  bc^  der  Harmonikaien  des  Grebe'schen  Punktes. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC^ 
trifft  AP  die  BC  in  Pa,  den  Umkreis  noch  in  $a  und  schneiden  die 
$6$e  die  PbPc  in  tH';  so  liegen  die  Schnittpunkte  der  AV  mit  den 
BC  in  Punkten  einer  Geraden,  der  Harmonikaien  des  Grebe'schen 
Punktes. 

3.  AP  treffe  BC  in  Pa^t  Ua  trenne  BC  harmonisch  von  Pa^ 
Dann  ist: 

2Zi  =  0    Pb    —pe 

AUa  schneide  den  Umkreis  zum  zweitenmale  in  $a^  Die  Coordinaten 
dieses  Punktes  sind  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


Xaar^xc  »  Oy     jJcarft-f-J»**«?  "*  0 


S7» 


Digitized  by 


Google 


420  Uain\   Untersuchungen  über  das  Dreieck. 

Wir  bekommen: 

^a    ^  aphpe      —ph{hpc  —  cpb)     pc{hpc  —  cpb) 
"^a^'^da  db  Ac 

Die  Aa  sind  der  Reihe  nach: 


—pb{bpe  —  cpb)       Pcibpe  —  eph) 


2pbpc(b^Pc^-C»ph^) 


p,(,p,  +  cpb)     -ap^i^cj^g 
pc{ope  —  cpi)     -f-apbpd  ^ 


—  apb  pe  pb{hpc  4-  cpb) 

+  öpöl'c      — i»&(^7>c  —  cpb) 


■■  — 2acpb^pe 


Somit  ist: 

Die  ^a^a   treffen  ^C  in: 

«"=0    acpb^    abpc* 

Die  ^S("  schneiden  sich  im  Punkte  bcpa^.    Die  Construetion  dieses 
Punktes  ist  also  folgende: 

ÄP  (P  ^  pa)  treffe  den  Umkreis  noch  in  5Pa.  5{Ja'  sei  ein  solcher 
Punkt  des  Kreisumfanges,  dass  Ä^a  den  Winkel  BÄC  mit  A% 
harmonisch  teilt.  Die  %^a'  treffen  die  BC  in  0"  und  die  AV 
begegnen  sich  im  Punkte  Icpa^. 

4.  Es  ist: 

Pa  ^a  =  2{bpe  —  cpb)     ape     —  apb 
Ila^a  ^2{b2)e-{'Cpb)     apc  apb 

Man  findet,  dass  sich  diese  beiden  Geraden  im  Punkte 

«'^=— a    2b    2c 

treffen.    Nun  ist:  -4K*^  =  0    c    —ft.    Die  -4Ä*'  schneiden  sich  also 
im  Grebe'schon  Punkte.    Der  so  erhaltene  Satz  lautet: 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des.  Dreiecks  ABC^ 
trifft  AP  die  BC  in  Pa,  trennt  IIa  die  BC  harmonisch  von  Pa  und 
schneiden  APa^  Alla  den  Umkreis  noch  in  $a,  $»';  so  begegnen  sich 
die  Pa'^a,  Ua'ij^a  in  a«*  und  die  ^4«*"  im  Grebe'schen  Punkt. 

5.  Die  $6!ßc  schneiden  die  BC  in  Punkten  einer  Geraden, 
welche  die  Form  bpe-^-cpb  hat,  also  mit  der  Umkreispolare  des 
Punktes  P^pa  zusammenfällt  Wir  wollen  nun  die  Schnittpunkte 
der  $6'$c'  mit  BC  bestimmen.    Es  ist: 
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5ßj'^       pa(cpa  —  ape)     bpepa  —-pdcpa  —  ape) 

5|5c'  =  —paia  pb  —  bpa)     pb(apb  —  bpa)     cpapt 
W^c'=        ^a  ^ö  ^c 


Ja^ 


\hpepa 


—pe(cpa  —  apc) 


1  pb{a  pb  —  bpa)        cpapb 
=  apbpdcpapb  -|-  hpcpa  —  apbpe) 


—pc{cpa  —  ape)         pa(cpa  —  apc) 
cpaPb  —pa{apb  —  hpa) 


=»  — l>«(c|)a  —  apc)  (cpaPb  +  ^l>c|>o  —  apbPc) 


Jc^ 


pa(ppa  —  €tpe)       bpepa 


1 — paiapb  —  bpa)       pb{aph  —  hpa)  '     . 

=  |>a(a;?6  —  hpa)  (cpapb  +  *l>c;?a  —  apbpc) 

Also  ist: 

?ß6'  5Pc'  ^  a/>6pc     — J?o(cj!)a  —  apc)     paiapb  —  Ä;?a) 

Die  ^b'W  tritt  die  i3C  in: 

?Ii  ~  0     apb  —  i;7a  ci?o — opc 

^  0      (Ä|Jc  —  C2)b)  (hpa  —  02)6)      {cpa  —  ape)  (cpb  —  bpc) 

Die  -48i  schneiden  sich  im  Pankto  {apb — bpa){apc  —  cpa)^  dem  har- 
monischen Pol  der  Geraden,  welche  den  Grebe'schen  Punkt  mit  P 
verbindet. 

6.    Es  ist: 

B^e^cpupb      0  Paiapb-}- bpa) 

C%  ^  hpepa     paicpa  +  ape)      0 

Diese  beiden  Geraden  treffen  sich  in: 

«2  ^  —  iapb'\-bpa) (cpa-^apc)      bpciapi-}- bpa)     c^6(c;?a  +  apc) 
Hieraus  folgt: 

-481s  =  0      cpb(cpa  +  <*Pc)      —  bpc(apb  +  hpa) 

Die  A^  treffen  sich  im  Punkte  E  ^  apbpe(apb'\'bpa)(apc'{'Cpa), 
Derselbe  wird  somit  auf  folgende  Weise  construirt: 

AP  (P^pa)  trifft  den  Umkreis  des  ürdreiecks  noch  in  5ßa.    Die 
B^c^  C^b  schneiden  sich  in  8(2,  die  A^^  in  R\ 

Femer  ist: 
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B^c'  =  cpaph       0  pa{apb  —  bpa) 

C^b'  =  hpepa      —paicpa  —  fl  pc)      0 

Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  ist: 

Äs  =  (cpa  —  ape)  (aph  —  bpa)     bpdaph  —  bpa)     —  epb(cpa  —  ape) 
Es  ist  dann : 

-483  ^  0      cph{c pa  —  apc)      bpe(apb  —bpa) 
=  0     5c  qb 

qa  =  a^Jipe  (a|>6  —  bpa)  {ape  —  cpa) 

Die  jlVs  treffen  die  £C  in  den  Punkten:  0  qb  —ge^  welche  in  der 
Geraden  qbqc^  der  Harmonikaien  des  Punktes  ^a,  liegen.  Der  Punkt 
Q^qa  wird  also  auf  folgende  Weise  constmirt: 

Die  Harmonikale  von  P^pa  treffe  BC  in  Ha.  AiJa  schneide 
den  Umkreis  noch  in  %a.  Die  E^c^  Cl^b  ergeben  den  Schnittpunkt 
9I3.  Die  ^Vs  treffen  die  BC  in  Punkten  einer  Geraden,  der  Hanno- 
nikalen  von  Q. 

7.  Trifft  der  zum  Strahl  AQ  (Q  =  qa)  bezüglich  AB,  AC  vierte 
harmonische  Strahl  den  Umkreis  in  0a',  so  ist: 

Da'  =:  aqbqe  --qbibqe  —  cqb)     qe{bqc — eqb) 

^a'  Cka'  =  (bpe  —  cpb)  (b  qc  —  eqb)     obpe  qc  acpb  qb 

Nun  ist: 

^aOa^ibpe'\'Cpb){bqe'\-cqb)      abpeqe      acpbqb 

Hieraus  folgt,  dass  "l^aSXi'  und  ^aCU  die  BC  in  demselben  Punkte 
treffen. 

Sind  also  P,  Q  zwei'  beliebige  Punkte  und  treffen  AP,  AQ  den 
Umkreis  noch  in  $0,  0a;  schneiden  femer  die  zu  AP,  AQ  bezflglidi 
AB,  AC  vierten  harmonischen  Strahle  den  Umkreis  in  %a\  0»': 
so  begegnen  sich  die  ^a€^  ^aC^',  BC  in  denselben  Punkten  und 
zwar  in  Punkton  einer  Geraden,  der  Harmooikalen  des  Punktes  bepaqa. 

n. 

Der  Steiner'sche  Kegelschnitt  zweier  Punkte. 

Sind  P,  Q  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC-,  treffen  die 
Geraden  PA,  QA  die  BC  in  Pa,Qai  so  liegen  nach  Steiner  die  Pwkte 
Poi  Qa  auf  einem  Kegelschnitt.    Er  hat  die  Gleichung: 

SpbqbPcqeXa^—  ^paqa{phqc-\'Peqh)!lChrii  =-0 
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wie  die  Einsetzung  der  Coordinatenwerte 

Pa  ^  0    pb    pc 
Qa^O     <j]b     qc 

bestätigt,  wenn 

P^pa     ph     Pc 
Q^  qa     qb     qc 

Die  Polare  eines  Punktes  |  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  S 
hat  die  Form:  ?5:3Ja,  wenn  in  S  für  die  x  die  5  gesetzt  werden. 
Hier  ist: 

dSld^a  =  2pbqbpcqcln'-pcqc{paqb-\-pbqa)h—phqb(paqc'\-pcqa)^c 

Die  Polare  von  P  hat  also  die  Form: 

2/96 qbpc qepa  —pe qc (pa qb  +2?6 qa)pb  —pb qb {paqc']rPc qa)pc  . 
=  qapbpc  (pbqe  -\-pc  qb) 

Ebenso  ist  die  Polare  von  Q  die  Gerade: 

paqbqdpbqc-j-pcqb) 

Die  Polaren  von  P,  Q  treffen  sich  in: 

qbPePn  (pcpa  +  Pa  qc)       pb  qc  qa  (pc  qa  -JrPa  qc) 
qcPaPb(paqb-j-pbqa)       pcqaqbipaqb  -\-pbqa) 

^  Paqaipcqa  +  paqc)  (paqb  +pbqa)(pc^qb^—pb^qc^) 

^  paqai pb  qc  — pc  qb) 

Die  Harmonikaien  von  P,  Q  sind  die  Geraden:  pbpc^  qtqc    Ihr  Schnitt- 
punkt hat  die  Form : 


\pcpa       qcqal 
:  papb       qa  qb  | 

Wir  haben  also  den  Satz: 


■  Pa  qa  (pcqb  — pb  qc) 


Werden  zwei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  mit 
dessen  Ecken  verbunden,  so  treffen  diese  Ecktransversaleu  die  Gegen- 
seiten in  sechs  Punkton  eines  Kegelschnittes,  in  Bezug  auf  welchen 
die  Polaren  der  beiden  Punkte  sich  mit  ihren  Harmonikaien  in  dem- 
selben Punkte  treffen. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung: 

SpbqbpcqcXa^—  2paqa(pbqc'\-pcqb)xbsrc  =  0 

ira=pa,  SO  bekommen  wir: 

^Paqbqc  ^  0 
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Liegt  also  von  zwei  Punkten  der  eine  auf  der  Hannonikaie  des 
andern,  so  liegt  jener  auch  auf  der  Peripherie  des  Steiner'schen  Kegel- 
schnittes der  beiden  Punkte. 

Der  Kegelschnitt:  £paXhsrc^O  ist  dem  Urdreieck  umschriebe. 
Die  Tangenten  in  A  schneiden  die  BC  in  Punkten  einer  Greraden, 
der  Harmonikaien  (geraden  Polaren)  des  Punktes  P.  Man  nennt 
diesen  Kegelschnitt  die  konische  Polare  von  F  in  Bezug  auf  das  Drei- 
seit  ABC.    Wir  können  also  auch  sagen: 

Der  Steiner'sche  Kegelschnitt  eines  Punktes  und  irgend  eines 
Peripheriepunktes  seiner  konischen  Polare  in  Bezug  auf  das  Urdreieck 
geht  durch  jenen  Punkt  selbst 

Da  Cr  ^  a  der  Grebe'sche  Punkt  und  £axhXe  =  0  die  Gleichung 
des  Umkreises  ist,  so  hat  man  den  Specialfall: 

Der  Steiner'sche  Kegelschnitt  des  Grebe'schen  Punktes  und  eines 
Peripheriepunktes  des  Umkreises  geht  durch  den  Grebe'schen  Punkt 


in. 

Ueber  den  Polarkreis. 

Sind  xa  die  Normalen  eines  Punktes  X  auf  die  Seiten  BC  «  a 
des  Dreiecks  ABC^  so  liegt  X  auf  der  Peripherie  eines  Kegelschnittes, 
wenn: 

£gaaXa*-^2I^gbeXbXc  =  0 

Derselbe  ist  ein  Kreis,  sobald 

h^gec-^-C^gib  —  ^bcgbc  «  6r  «  COUSt 

und  entspricht  dem  Fundamentaldreieck  polar,  wenn  die  ghc  ver- 
schwinden. 

Wir  haben  sonach,  um  die  Gleichung  des  Polarkreises  fdr  das 
Dreieck  ABC  zu  bilden,  folgende  Gleichungen  aufzulösen: 


c^ghb  +  ^^9ce  =  G 

C^gaa-^-a^gee  =  (r 

ft*öraö+ 0*0^66=  G 

ir  erhalten: 

1      c«     b^ 

gaa  = 

1      0      a« 
1     a«    0 

=  a^(b^'{-C 

«-a»)  = 

aCOSa 
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wenn  wir  mit  er,  /?,  y  die  Winkel  des  Urdreiecks  bezeichnen.    Die 
Gleichung  des  Polarkreises  lautet  also: 

2?acosaxa'  «=  0 

Die  Polare  des  Punktes  |  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  hat  die  Form: 

32^a  cos  afo*  ^ 
gi;;-^  =  acosafa 

Für  $a  =  cos/}cosy  erscheint  die  Polare   im  Unendlichen.     Sonach 
ist  der  Höhenschnitt  des  Urdreiecks  der  Mittelpunkt  des  Polarkreises. 

Um  den  Radius  zu  finden,  benutzen  wir  die  Formel,  welche  den 
Abstand  eines  Punktes  pa  von  der  Geraden: 

«1  a?a  -}"  *i^&  +  ^i^c  "=  ö 
gibt.    Das  Quadrat  dieses  Abstandes  ist: 

-SV  — 22:JiCiC08a 

Nun  sei  |  ein  Punkt  des  Polarkreises,  dann  ist  seine  Tangente  die 
Gerade: 

oCOSataara  +  ÄCOS/JlftXft  +  CCOSylca'c  =  0 

Für  dieselbe  ist: 

i: Ol«  — 22:  Vi  cos«  =  2:a»cos2a|a*  — 2iIcosa2;Äc|6fc 

Die  Seitennormalen  des  Höhenschnittes  sind:  2rcosil?cosy,  wo  r 
den  Radius  des  Umkreises  bezeichnet.  Also  ist  das  Quadrat  des 
Halbmessers  des  Polarkreises  der  Ausdruck: 

4r>ncos«a(Za»ta«  +  2r6cgft^c) 
£  a»  COS»«  U^  —  2"il  cos  aZhclh  Ic 
Der  Quotient: 

«  =  [2;a»cos»afa«  -  2ZIcosa Xicfftlc] :  [-^a»!««  +  ^Zbcl^  W 

muss  von  den  |  unabhängig  sein;  bei  der  directen  Division  hat  man 
sonach  zu  beachten,  dass 

XaCOSttla*  ==  0 

Man  findet  dann: 

€  =  —  iJcosa 

Die  indirecte  Rechnung  gibt: 

{Ea^l?+2£helk kc)  X  - Hcos« 


—  Uco^uZafla^  ^2nQO%aEhcihl 


c 
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Addiren  wir  rechts  den  Ausdruck: 

F 

2^acosa|a^  =«  0 
r 

F 
«  27~a*COSa|a* 
ar 

SO  erhalten  wir: 

(2:a2|6jc  +  22:ic^6yX  — r/cos« 
=  —  //cos  «  Za!^  io* + Z  (cos  a  -]-  cosj?  cosy)  a^  cos«  f „* — 2ncostt  £bc  Ib  h 

=  Zfl^cos»«?««-  2nco8a2;6c|65c 

Der  Radius  des  Polarkreises  ist  somit: 

2rV^//coso 

Daraus,  wie  aus  der  Gleichung  für  den  Polarkreis  ergibt  sich,  dass 
derselbe  für  ein  spitzwinkliges  Dreieck  imaginär  wird. 

Wien,  November  1877. 
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XXXII. 
Magnetische  Influenzversuche. 

Von 

Ludwig  Kulp. 


a)  Z«r  magnetlseben  Indaetion  weicher  Eisenkerne. 

Wenn  emo  unipolare  magnetischo  Intensität  durch  „Influenz/^ 
Magnetismus  in  weichem  Eisen  erregt,  so  entsteht  dio  Frage:  ist  die 
magnetische  Intensität  an  dem  Ende  des  Eisenkernes,  welcher  nicht 
mit  dem  Inflnenzpole  in  BerOhning  steht,  gleich  gross  mit  der  indu- 
cirten  magnetischen  Intensität,  im  Falle  das  weiche  Eisen  aus  einem 
Stücke  oder  aus  mehreren  gleichen  Stacken  zu  gleicher  Länge  zu- 
sammengesetzt wird.  Mit  Hfllfe  der  „magnetischen  Compensations- 
methode^^  *)  stellte  ich  hierüber  Versuche  mit  prismatischen  und  run- 
den Eisenstücken  an,  und  brachte  meine  Resultate  in  der  Tabelle  P 
zur  näheren  Einsicht. 


•)  Vergl.  Poggcndorrg  Ann.  Bd.  CXXXIII.  u.  CXXXV.   und  Grunert's 
Archiv.  T.  52.  u.  53. 
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Tabelle  P. 

Abstände 

Abstände  der  Kernpole 

Relative  Intensitäten 

der 

in  cm. 

an  den  Kempolen. 

Normal- 
lamelle 
in  cm. 

Zahl  der 
ange&tosse- 
nen  Kerne. 

An  einem 
Stucke. 

Dieselbe 

Unge 

in  mehreren 

gleichen 

Stücken. 

An  einem 
St&cke. 

Dieselbe  Uinge 

in  mehreren 

gleichen 

Stftcken. 

Prismatische  Eisenkerne. 

33. 

0. 

46. 

1,94  m. 

— 

35,1. 

1. 

46. 

— 

1,71  m. 

— 

37,2. 

2. 

46. 

46. 

1,53  m. 

1,53  m. 

39,3. 

3. 

46. 

46. 

1,37  m. 

1,37  m. 

41,4  u. 
41(4Stttcke). 

4. 

46. 

46. 

1,23  m. 
u.  1,25  m. 

1,23  m. 
a.1,25  m. 

Bunde  Eisenkerne. 

33. 

0. 

46. 

— 

1,94  m. 

— 

35,5. 

1. 

46. 

— 

1,67  m. 

— 

36,9. 

2. 

46. 

46. 

1,54  m. 

1,54  m. 

39,4. 

3. 

46. 

46. 

1,36  m. 

1,36  m. 

41,6. 

4. 

46. 

46. 

1,22  m. 

1,22  m. 

Unter  Beachtung  obiger  Tabelle  ergiebt  sich  der  Schluss: 

Werden  prismatische  oder  runde  Eisenkerne  in  einem 
Stücke  oder  in  mehreren  gleichen  Stücken  zu  gleicher 
Länge  an  eine  unipolare  magnetische  Intensität  ange- 
legt, so  ist  die  magnetische  Intensität  (der  inducirte 
Magnetismus)  amEnde  des  Eisens,  das  mit  demlnfluenz- 
pole  nicht  in  Berührung  steht,  in  beiden  Fällen  einander 
gleich. 

Doch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Kerne,  welche  zum  Anstossc 
kamen,  an  ihren  Enden  gut  eben  geschliffen  wurden. 
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b)    Intensitfttsftndernngen   einer  unipolaren  niclit  gres&ttigrten 
magmetisehen  Intensität  dnreli  Anlegren  ?on  weiclieni  Eisen. 

Wenn  die  Pole  eines  langen  Magnetstabes,  welcher  magnetisch 
nicht  gesättigt  ist,  durch  Anlegen  von  weichem  Eisen  beschäftigt  wer- 
den, so  ist  zu  nntersQchen,  welche  Aenderungen  der  eine  Pol  d.  h. 
seine  unipolare  magnetische  Intensität  erleidet,  wenn  Anlegungen  von 
weichem  Eisen  stattfinden.  Versuche  in  diesem  Sinne  habe  ich  vor- 
genommen und  meine  Besultato  in  der  Tabelle  Q  zusammengestellt. 


Tabelle  Q. 

Die  Arten  der 

Beschäftigung  durch 

weiches  Eisen. 

Abstände 
des  Ver- 
suchsstabes 
in  cm. 

Abstände 
des  Normal- 
stabes in 
cm. 

Intensitäten 

des 
Versuchs- 
stabes. 

Beide  Pole  des 

Versuchsstabes  sind 

unbeschäftigt 

46. 

41,8. 

1,21  m. 

Der  abgekehrte 

(2te)  Pol  wird 

beschäftigt. 

46. 

40,5. 

1^9  m. 

Der  erste  Pol 
wird  allein 
beschäftigt 

46. 

43,7. 

1,10  m. 

Beide  Pole 

werden 
beschäftigt. 

46. 

42,4. 

1,17  m. 

Die  Tabelle  liefert  nachstehende  Schiasse: 

1.  Wird  der  Pol  eines  langen  und  ungesättigten 
Magnetstabes,  welcher  der  Nadel  abgekehrt  ist,  durch 
weiches  Eisen  beschäftigt,  so  wird  die  magnetische  In- 
tensität des  der  Nadel  zugekehrten  Poles  dadurch  etwas 
grösser. 

2.  Wird  auch  der  Pol,  welcher  der  Nadel  zugekehrt 
ist,  nun  selbst  auf  der  andern  Seite  beschäftigt,  so  wird 
seine  unipolare  magnetische  Intensität  dadurch  gerin- 
ger, und  zwar  schwächer,  als  die  magnetische  Intensität 
es  anfänglich  war. 
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3.  Wird  alsdann  der  abgekehrte  Pol  der  Nadel  zu- 
gleich wieder  mitbeschäftigt,  so  wird  die  maguetiscbe 
Intensität  des  zugekehrten  Poles  wieder  etwas  stärker, 
doch  bleibt  die  Intensität  geringer,  wie  in  dem  Falle, 
wenn  beide  Pole  durch  weichesEisen  unbeschäftigt  sind. 

4.  Die  magnetische  Intensität  des  der  Nadel  znge- 
kehrtenPoles  ist  am  stärksten,  wenn  der  abgekehrte  Pol 
allein  durch  weiches  Eisen  beschäftigt  wird. 

5.  Die  betreffende  magnetische  Intensität  ist  am 
kleinsten,  wenn  d.er  der  Nadel  zugekehrte  Pol  allein 
durch  Eisen  auf  der  andern  Seite  beschäftigt  wird. 

6.  Die  ursprangliche  magnetische  Intensität  des  Po- 
les (bei  keiner  Beschäftigung  durch  weiches  Eisen)  ist 
geringer,  als  die  magnetische  Intensität,  wenn  der  ab- 
gekehrte Pol  der  Nadel  allein,  durch  weiches  Eisen  be- 
schäftigt wird. 

7.  Die  magnetische  Intensitjät  des  Poles,  im  Falle 
beide  durch  weiches  Eisen  beschäftigt  werden,  liegt 
zwischen  den  magnetischen  Intensitäten  unter  ö.  und  6. 


e)  lieber  Intensitfttsftndemngen  des  Indnelrten  Hagnetlsmiis 
in  irelelien  Eisenkernen. 

Weiter  wird  untersucht,  wie  die  unipolare  magnetische  Intensität 
an  dem  Ende  eines  weichen  Eisenkernes  sich  ändert,  im  Falle  Magne- 
tismus durch  „Influenz'^  in  demselben  erregt,  und  die  Pole  des  In- 
fluenzstabes, entweder  nur  ein  Pol  oder  beide  Polo  durch  weiches 
Eisen  beschäftigt  werden.  In  diesem  Sinne  habe  ich  gleichfalls  die 
kommenden  Versuche  ausgeführt  und  die  erhaltenen  Resultate  in  der 
folgenden  Tabelle  R  zusammengestellt 
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Tabelle  R. 


Die  Arten 
der  Beschäftigung 

des 
Vorteiluugsstabes. 

Abstände 

des 

Kernendes 

in  cm. 

Abstände 
des  Normal- 
stabes 
in  cm. 

Intensitäten  an  dem 

Kernende,  in  dem 

Magnetismus 

inducirt  wird. 

Die  Pole  des 
Verteilungsstabes 
sind  unbeschäftigt. 

Abstand  des 
Verteilungs- 
stabes. 
30. 

26,1. 

1,32  m. 

Die  Polo  unbeschäf- 
tigt; Verteilung 
findet  statt. 

30. 

31,6. 

0,90  m. 

Der  2tc  Pol  wird 

beschäftigt-,  Influenz 

findet  statt. 

30. 

31,2. 

0,92  m. 

Derlte Pol  (Influenz- 
pol)  wird  beschäftigt; 
Influenz  findet  statt. 

30. 

32,9. 

0,82  m. 

Beide  Pole  werden 

beschäftigt;  Influenz 

findet  statt. 

30. 

32,5. 

0,85  m. 

Die  ans  vorstehender  Tabelle  zu  ziehenden  Schlasso  sind  die 
folgenden : 

1.  Wirkt  der  eine  Pol  magnetisch  verteilend  (indn- 
cirend)  auf  weiches  Eisen,  und  der  andre  (2te)  Pol  wird 
durch  Aulegen  von  weichem  Eisen  beschäftigt  (d.  h.  dass 
er  auch  magnetisch  verteilend  wirkt),  so  wird  die  magne- 
tische Intensität  am  Kernende  grösser,  wie  in  dem  Falle, 
wenn  der  2te  Pol  unbeschäftigt  ist 

2.  Wird  der  Verteilungspol  selbst,  jedoch  auf  der 
andern  Seite  durch  weiches  Eisen  beschäftigt,  so  wird 
die  magnetische  Intensität  am  Kernende  wieder  etwas 
kleiner  als  unter  1. 

3.  Werden  endlich  beide  Pole  durch  weiches  Eisen- 
beschäftigt, so  wird  die  magnetische  Intensität  amKern 
ende  wieder  etwas  grösser,  und  zwar  ist  die  magnetische 
Intensität  alsdann  stärker  als  unter  2. 
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4.  Die  magnetischen  Intensitäten  am  Kernende  anter 
1.,  2.  nnd  3.  sind  jedoch  kleiner,  als  die  nrsprangliche 
magnetische  Intensität  des  Influenzpoles. 

5.  Von  den  magnetischen  Intensitäten  am  Kernende 
unter  1.,  2.  und  3.  ist  die  magnetische  Intensität  unter  1. 
am  gröBsten,  und  auch  noch  grösser  als  die  Intensität« 
wenn  der  eine  Pol  des  Influenzstabes  nur  yerteilend, 
der  andre  (2te)  Pol  aber  unbeschäftigt  ist. 


d)  Der  indnclrte  Magnetismus  bei  zugespitzten  Eisenkeraen* 

Auch  möchte  ich  die  Frage  beantworten,  wie  die  indndrten 
magnetischen  Intensitäten  an  den  Enden  weicher  Eisenkerne  sich 
ändern,  wenn  Magnetismus  in  denselben  inducirt,  und  die  Enden  der 
verschiedenen  Eisenkerne  nur  auf  der  einen  Seite  mehr  oder  weniger 
zugespitzt  werden.  Die  Resultate  meiner  Versuche,  welche  ich  gleich- 
falls in  dieser  Richtung  erhalten,  gibt  die  kommende  Tabelle  S,  doch 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Spitzen  der  Kerne  stets  mit  dem  Influenz- 
pole in  Berührung  kamen. 

TabeUe  S. 


Die  Arten  der 

Kerne  in  Bezug  der 

Zuspitzung. 

Abstände 
der  Kern- 
enden 
in  cm. 

Abstände 
des  Normal- 
stabes 
in  cm. 

Intensitäten 

an  den 
Kernenden. 

Kein  Konus. 

46. 

36,1. 

1,62  m. 

Sehr  schwacher 

Konus  an  dem 

einen  Ende. 

46. 

36,2. 

1,53  m. 

Schwacher 
Konus. 

46. 

36,2. 

1,63  m. 

Starker 
Konus. 

46. 

36,3. 

1,53  m. 

Sehr  starker 
Konus. 

46. 

36,8. 

1,56  m. 
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Die  zu  ziehenden  Schlüsse  sind  die  folgenden: 

1.  Wird  in  einem  weichen  Eisenkerne  Magnetismus 
durch  eine  unipolare  magnetische  Intensität  inducirt, 
und  das  Kernende  —  was  den  Pol  berührt  —  hat  keine 
Zuspitzung,  so  ist  in  diesem  Falle  die  inducirte  magne- 
tische Intensität  am  andern  Ende  desselben,  am  grössten. 

2.  Finden  Zuspitzungen  an  den  einen  Enden  der 
Kerne  statt,  so  sind  die  magnetischen  Intensitäten  unter 
gleichenUmständen  etwas  kleiner  als  unter  1.  unter  sich 
—  wie  die  Tabelle  zeigt  —  aber  gleich. 

3.  Ist  dagegen  das  eine  Kernende,  das  den  Pol  be- 
rührt, eine  Spitze,  so  ist  die  magnetische  Intensität  am 
andern  Kernende  etwas  grösser,  wie  die  inducirte  Inten- 
sität unter  2.,  aber  kleiner  jedoch,  wie  die  magnetische 
Intensität  unter  1. 


t«u  LÜ.  28 
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Miscellen. 


1. 

Producte  einiger  Faetoreureiben. 
Ist: 

Vw=/(l)+/(2)+/(3)  +  /(4)+  ...  +/(„_2)  +  /(i.~l)+/W 

so  ist: 

h(x-l)  =  /(0)+ Al)+/(2)+/(3)+...+/(n-3)+/(..-2)+/(„-l) 

also: 

£/(x)  -£/(,x-l)=  /(«)  -/(O) 
1  I 

Und  weil: 

l[Ax)-/(x-l)]  =  [Al)-/(0)]+[/(2)-/(l)]+[/(3)-A2)] 

,+  [A4)-/'(3)]+...+[/(n-2)-y(n-3)]  +  [/(,.-l)-/(H-2)] 
+  C/(»)-/(»-l)J  =  [/(1)+  /(2)+/(3)+...+/(..)]~[A0)+Al)+/l2) 

+  ...  +/(»-!)]  =  |/Tx)-  lAa:-l) 
daher: 

^im-f(x-l)-]  =/{„)- fiO)  (1) 

Für  «  =  00 

^  C/W  -/(«'  -  D]  =  Hro/(")  -/(O)  OO 
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Nach  diesen  allgemoineren  Summcnformeln,  erhalten  wir  leicht 
die  Produeten  der  folgenden  Factorenreihen: 


a)    Ist: 


,  ,  ,     8iu2*a 

nx)       =log— ^i- 

.      ^.       _      sin^i«    . 
/(a:-l)  =  log-^;^i— 


^.  .       ,     8in2»*a 


/(O)  =  log  sin« 


so  ist: 


8in2^flr 


sin2*-^« 


2*-^sin2*« 


n^)  -/(^- 1)  ==  log  ~,y, log  -^zr-  =  log 2-^ sin 2^-1« 

,        8in2'«          ,     2sin2'-ia.C08  2'-^a       ,  ^     _ 

=  **'82iE^^  "  »«8 2^2i^«i =  logco82x-i«. 

Die  Summimngsformel  (I)  giebt  nun: 


oder: 


daher: 


••  ,          o*  1         1     «n2««     ,      .  ,     sin  2"« 

£  log  cos  2«-i  a  =  log  -^^ log  sin  a  «  log  ^ü;^!^ 

log  cos  «-flog  cos  2cf+ log  cos  4a  +  log  cos  8  a+  ... 

,  ,  ^   -  ,     sin2«a 

+logco62»-ia  «  logg^-g-.^- 


sin  2*»« 
co8ff.cos2ff.cos4a.cos8a  ...  cos 2*-*«  =—  ä^sin" 

Und  weil 


so  ergiebt  sich: 


,.     8in2wa 
lim-,^---«0 


cos  or  .cos  2«.  cos4or.cos  8  et 
b)    Setzt  man: 

f{x)       =  log  2*  sin  1^ 


0 


(1) 


(2) 


— I^=lft«r2«-l 


f{x-l)  = 


^sin 


80  ist: 


2*-i 


/(n)  =  log2~sin^- 
/(O)  «  log  sin« 

2*  sin 


2' 


/W-A^-l)  =  log2'8in^,  -log 2^-1  sin Hi^jri  ==  log  —         ^ 

2^-isin 


2«-i 


log 7-=  log 


2  sin 


2^ 


sin 


2«-i 


lsin^.cos|^ 


-logcosl^^logsecgi 


28* 
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Wendet  man  die  Summirungsformel  (I)  an,  so  erhält  man: 

2,  log  cos-;  =  —  -llogsec;^^;  =  log 

'  '  2«sin^- 


das  ist: 


log  cos  ^ + log  cos  1+ log  cos  ^-j-  ...  +  log  cos  ^„  =  log 


sino 


S-sin^r» 


logsec^  +  logsecj+logsec^+  ...  +logsoc  |,  ^  log  —^^ 

oder: 

a        a        a         a  a  sin  ex 

cos  ö  COS7  cos  ri.COS  :.>  •••  COS  ^,  «=  

J  4  C5  lO  ^  cu,    *     ^ 

2«'sin^, 


2«  sin  4,- 

secö*sec-:'Sec  5«  ecr^  ...  secjr-  = : 

2        4        8        16  2**  sina 


(3) 


Es  ist  aber  für  n  «  a> 


lim  2"  sin  ^^    =  i\  lim 


a 

-   2»^ 


jcos^+logcosj+Jogcos  g  +  ...  ==  l^logcos^  =  log 


smot 
o 


logsecg+logsec j+logsecg  +  ...  +  2:iog8CC  ^i  =  ^^S^i^ 
oder: 


tt       tt        (tt 


COSö  cos  7  cos  B* cos  r;;  ...  « 

2        4        8        Ib  a 


sina     \ 


W 


(Y        or         a  CK 

secn-sec-T.sec  Q»sec  z-^  ...  =  — 


.  JA '  sei'   t  •  oV/\/  Q  •  9 vli/  ^  ij 


sina 


Für«=2 


yt  7C  yv  00  ?( 

lOgCOS  T-+l0gC08g  +10gCOST^  +  -  =  -^logcosg^^  =  log 
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logsecj^+logsocg +log8ccj^  +  ...  =  2;iogsec2]^  =  logg 

welche  zar  Bcrcchnang  der  Zahl  tt,  dienen  kann. 

Diese  Reihen  kann  man  auch  schreiben: 

n         it         n         n  2      \ 

cos  jcosg  cos  jg  0083^...  =  -^     i 

(5) 

TT  7C  9f  n  ^       \ 

sec^secg  secj^.8ec3^...  =  ^     J 
c)    Man  setze: 


M-l 


/(.)    =>5i^,?^    !/(,o  =  i"?c^^=iogy2-sH2^« 


logC28in^-i«] 


/(0)='«?^i--*U,og[2sin«]» 


SO  ist: 


log  [2  sin  2%]      log[2sin2^ial 
/w  — /(x— 1)  =  — 2i^n^  ■  "  2^-2     ~" 

_  log[2sin2^«]— 21og[2sin2^-ift]  ^  ___  log[2sin2^-iff]g— log[28in2^tt] 

[2sin2*-i«]=^  [2sin2^-i«P  8in2-^--^g 

_       ^^8~  2siii2^^  "^^2siu2'-^«.(U)82-«-ja ^^^cos2^a 

=*  2*-i  ™  2-^-1  2*""^ 

=  -  M^--^ = -  logViv-« 

Die  Suramirungsformel  (I),  giebt  nun: 

X-l  H-l 

j:iog  y täng2^i«  ^  log  [2 sin «]2  —  log  y2siu2"a  =  log  "Li——  • 

y28in2»*a 

log  tang  « + ^loß  taug  2« + \  log  tang  4« + ^log  tang  8a  +  - 

1  ,         ,       [2sinÄ]2 

-f  2ir.ilogtang2^-ia  =  log  W" " 

y  2  sin  2'*« 
oder: 

n-l 

, -    * */ —        [2sin«P 

[tang  «]  .  y tang 2«  •  y tang 8«  . .  y tang  2«-!«  =  -^zi (6) 

s 

y2sin2»*a 
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Der  Nenner  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  in  folgender  Reihe  ent- 
wickeln: 

n— l  M 

Vsin  2"«  =  Vi  —  [cos  2»*a]^  =  1  —  ^^^  [cos2»»«]2 

2«\2«      ^7                     2«v2'*        /\2»»        7 
+  --{-Y-^  [cos 2««?-      ^^    1  /-}^ ^[cos2««]«+  ... 


und  für  w  =  od 

n-1 

limVsiu2»*«  «  1 

so  ist  auch: 

H- 

-1 

_1_      n-l 

9 _  2**""^     * 

lim  y 2  sin  2»*«  « lim  2       .  ^sin  2"«  =  1 
daher: 

log  tang  «  +  ilog  tang  2a  +  Jlog  tang  4«  -f  Jlog  tang  8« + •••  =*  logpsin«]* 

oder: 

4  »    

[tanga]  .  y tang 2a  •  V tang 4a  .  VtangSa  ...  =  [2 sin«]*  (7) 

G.  Dohiiiski, 

Techniker  der  Warschau-Bromberger 
Eisenbahn. 

Kutno,  d.  7.  Febr.  1877. 


Allgemeinster  Ausdruck  der  Richtungseosinus  einer  Geraden  In 
rationalen  Brttehen. 

Die  Aufgabe  ist,  die  Gleichung 

ic2+y«  +  z2-=tt«  (1) 

durch  ganze  Zahlen  ar,  y^  2,  u  zu  erfOllen.    Schreibt  man  dafür 

so  zeigt  sich,  dass  u-^-z  und  u—z  Factoren  von  x^-{-y^  sind.    Nun 
ist  bekannt,  dass   eine  Quadratsumme  x*4~y^  ausser  gemeinsamen 


Digitized  by 


Google 


Miscellen.  439 

Factorcn  von  x  und  y  keinen  Factor  von  der  Form  4n— 1  haben 
kann.  Jeder  gemeinsame  Primfactor  von  x  und  y  ist  aber  in  gerader 
Potenz  in  x^-\-y^  enthalten,  folglich  gleichzeitig  in  gerader  oder  gleich- 
zeitig in  ungerader  Potenz  in  u-^-z  und  u — «;  die  niedrigere  Potenz 
steckt  dann  in  m+ä  und  u— ä,  also  in  o-,  y,  z  und  w,  so  dass  sich 
Gl.  (1)  durch  deren  Quadrat  dividiren  lässt  Nach  geschehener  Re- 
ductiou  haben  dann  u-{-z  und  u—z  Factoren  4n  —  1  nur  in  gerader 
Potenz. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass  jede  Zahl,  die  Primfactoren  4u  — 1 
nur  in  gerader  Potenz  enthält,  eine  Summe  zweier  Quadrate  ist*,  folg- 
lich kann  man  setzen: 

u-{-z  =  a*-|-&*;     u  —  3  ==  c^'\-(t^ 

Dies  eingeführt  gicbt: 

und  man  hat  die  Lösung: 

X  =  ac-\-bd 
y  =  ad — hc 

,,  =  ^(«2-f.j2  +  c«  +  rf2) 

WO  3  der  Grössen  a,  J,  c,  d  alle  ganzen  Zahlen,  die  vierte  teils  die 
geraden,  teils  die  ungeraden  Zahlen  zu  durchlaufen  hat,  damit  alle 
möglichen  Wertsystome  von  a-,  y^  ä,  u  darin  enthalten  sind.  Die  Frage 
nach  den  identischen  Lösungen  und  deren  Ausschliessung  bleibt  natür- 
lich offen.  R.  Hoppe. 


BestimmuDg  der  Yielecke  durch  die  Winkel  zwischen  Seiten  und 

Diagonalen. 

§.  1.    Zählung  der  Winkelrelationen. 

Zieht  man  in  einem  neck  alle  Diagonalen,  so  gehen  von  jeder  Ecke 
aus  M  —  1  Gerade,  welche 

i(»— 1)(«— 2)  Winkel 

mit  einander  bilden.    Es  entstehen  also  an  den  Ecken 

H»— 1)(«-2)  Winkel 
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Von  den  Winkeln  an  einer  Ecke  sind  nur  n— 2  von  einander 
unabhängig,  daher  existiren  an  jeder  Ecke  zif^ischen  den  Winkeln 

i(n — 1)  (n — 2)  —  (n — 2)  =  ^(n — 2)  (ij  —  3)  lineare  Relationen, 

au  allen  Ecken 

^n(«— 2)(»— 3)  lineare  Relationen.  (1) 

Je  3  Ecken  des  "Vielecks  sind  die  Ecken  eines  besondern  Drei- 
ecks, folglich  entstehen 

^n(n  — l)(7i  — 2)  Dreiecke. 

In  jedem  Dreieck  existirt  1  lineare  Relation  zwischen  den  Win- 
keln, in  allen  Dreiecken 

in(n  —  l)(n — 2)  lineare  Relationen. 
Diese  zu  den  an  den  einzelnen  Ecken  stattfindenden  (1)  gezählt  giebt 

in(n  — 2)(2n— 5)  lineare  Relationen, 

ausser  welchen  keine  weiteren  existiren. 

Unter  ihm  ii  mögen  m  Relationen  Folge  der  übrigen  sein.  Dann 
bleiben  nach  Elimination  mittelst  aller  linearen  Relationen 

{w*  — M'*  — 2)(«— 7)}  Winkel  (2) 

die  durch  keine  lineare  Relation  von  einander  abhangen. 

Dieselbe  Zahl  lässt  sich  auf  anderem  Wege  bestimmen.  Das  Viel- 
eck ist  bestimmt,  wenn  die  von  2  benachbarten  Ecken  ausgehenden 
Geraden  nach  ihren  Neigungen  gegen  die  verbindende  Seite  gegeben 
sind.    Diese 

2(71—2)  Winkel  (3) 

sind  offenbar  von  einander  unabhängig.  Mittelst  linearer  Relationen 
lassen  sich  ans  ihnen  alle  von  diesen  Geraden  gebildeten  Winkel  finden, 
dagegen  kein  einziger  Winkel,  welcher  .einen  in  vorstehender  Figur 
nicht  enthaltenen  Schenkel  hat.  Jeder  solche  Schenkel  wird  durch  1 
Winkel  bestimmt.  Nun  sind  sämmtliche  in  diesem  Falle  befindliche 
Linien  die  Verbindungen  der  n— 2  übrigen  Ecken-,  folglich  sind 

i(n  — 2)(»— 3)  Winkel  (4) 

durch  nicht  lineare  Relationen  bestimmt. 

Zählt  man  hierzu  die  unabhängigen  Winkel  (3),  so  giebt  es 

J(n  — l)(n  — 2)  Winkel, 
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die  durch  keine  lineare  Relation  von  einander  abhangen,  and  man 
hat  nach  Yergleichung  mit  (2): 

m  =  in('»-2)(n-7)  +  l(n+l)(n-2)-K«-l)(n~2)(«-3) 

Es  hat  sich  ergeben: 

Unabhängig  sind 

2(n-2)  Winkel. 
Durch  sie  sind  alle 

in(»— 1)(«— 2)  Winkel 

bestimmt.    Hierzu  sind 

iin  —  2)  (n» — n  ~  4)  Relationen 
erforderlich,  uuter  denen 

j(ii— 2)(n— 3;  Relationen  (4) 

nicht  linear,  die  übrigen 

i(n — 2)  (n*—  2n — 1)  Relationen 
linear  sind.    Unter  den  linearen  giebt  es 

i»(«--2)(n  — 3)  Relationen 
zwischen  Winkeln  mit  gemeinsamem  Scheitel;  die  fibrigcn 

K«  — 1)(»  — 2)  Relationen 

sind  Relationen  zwischen  Drcieckswinkeln.    Drciecksrelationcn  giebt 

es  überhaupt 

W«-l)(n-2) 
unter  denen 

J(n  —  1)  (n  —  2)  (« — 3)  Relationen 

Folgen  der  übrigen  sind. 

§.  2.    Transcendentc  Vierecksrelation. 

Nach  (4)  existirt  beim  Viereck  zwischen  den  bezeichneten  Winkeln 
1  nicht  lineare  Relation.  Im  Vieleck  aber  bildet  jede  Grcrade,  deren 
Richtung  durch  lineare  Relationen  nicht  bestimmbar  ist,  mit  3  Ge- 
raden, deren  Richtungen  es  sind,  ein  Viereck.  Folglich  reicht  jene 
eine  nicht  lineare  Relation,  angewandt  auf  alle  solche  Vierecke,  zur 
Bestimmung  aller  Winkel  hin.  Wir  wollen  sie  die  Vierecksrelation 
nennen  und  demnächst  berechnen. 

In  einem  Viereck  ABCD  seien  a^  ß^  y,  8  die  Cotangenten  der 
Winkel  an  der  Diagonale  AC^l,  a\  ß%  /,  ö'  an  der  andern  (die 
Winkel  selbst  bezeichnet  durch  (a),  (^},  etc.),  geordnet  wie  folgt 
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A 

D     ."[       *  2''         ^ 

y  X         ö' 

c        yS        d 

C 

forner  a,  i,  c,  rf  die  Seiten,  %  die  Cotangente  des  Winkels  zwischen 
beiden  Diagonalen,  und  wir  betrachten  alle  Winkel  als  bestimmt  durch 
die  4  unabhängigen  iv,  /?,  y,  5.  Die  Beziehungen  sind  sämmtlich  ein- 
fach, sobald  der  Wert  von  x  bekannt  ist    Man  hat: 

a      sin(y)  _  8in(x— jg)       ff— x  s]n(ff) 
Ä»  '^  sin(a')  "~  8in(x+«)  ^  a+x  sin{aj 

^    jinjy) 1 .  _     sinffl       1^    _ 

"*  "     sin  (o  4-  y)  ""  [a  +  y]  sin(«) '      *  "~  sin  (ff  +  d)  "^  [ff  -f-d]  siu(ff) 

also  nach  Elimination  von  a  und  b: 

woraus: 

ffy — «5 

Nun  ist 

(«')-2R-.[(x)  +  (a)];     (ff')  =  (x)-(ff)| 

(/)  =  W-(y);     (^')  =  2R-[(x)  +  W]   ) 

Nachdem  also  (x)  allein  transcendent  durch  (5)  bestimmt  ist,  ergeben 
sich  alle  Winkel  linear. 

Um  ebenso  wie  x  auch  «',  ff',  y',  d'  rational  in  «,  ff,  y,  d  dar- 
zustellen, gewinnt  man  aus  (6): 

/  y—X'  ^  d  +  X 

Bei  umgekehrter  Darstellung  von  er,  ff,  y,  6  in  «',  ff',  y',  d'  geht  nur 
X  in  —X  über,  die  Lage  der  gleichbenannten  Winkel  in  der  Figur 
ist  aber  verschieden. 


§.  3.    Anwendung  auf  das  Vieleck. 

Beim  Viereck  war  es  für  die  Symmetrie  und  in  mancher  andern 
Beziehung  die  günstigste  Wahl,  die  Winkel  an  einer  Diagonale  als 
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gegeben  zu  betrachten.  Ein  gleiches  Iftest  sich  beim  Vieleck  nicht 
durchführen,  ohne  dass  die  Einfachheit  der  Bestimmnngcn  verloren 
geht    Kehren  wir  daher  zur  Anordnung  von  §.  1.  zurtlck. 

In  dem  Vieleck  ABCDE .,.  bezeichne  die  Reihenfolge  der  Buch- 
staben die  positive  Richtung  der  Seiten  und  Diagonalen.  Die  Winkel 
an  den  Ecken  A  und  B  seien  gegeben,  der  erste  Schenkel  sei  ge- 
lueinsam  AB  und  die  Verlängerung  über  B  hinaus  bzhw.  für  die 
Scheitel  A  und  JT,  der  zweite  gehe  vom  Scheitel  in  positiver  Richtung 
nach  den  respectiven  übrigen  Ecken.  Im  convexen  Vieleck  sind  dann 
alle  Winkel  positiv  und  <<  2R. 

Wir  verbinden  nun  AB  mit  allen  Seiten  und  Diagonalen  des 
(» —  2)ecks  CDE  ...  zu  ebensovielen  Vierecken.  Das  erste  Viereck 
wird  ABCD  sein.  Die  Bestimmung  über  die  Winkel  bei  C  und  D 
ist  dann  die  gleiche  wie  bzhw.  bei  A  und  B,  Ebenso  bei  den  übrigen 
Vierecken. 

Femer  verlängern  wir  alle  jene  Vierecks- Gegenseiten  von  AB  bis 
zum  Durchschnitt  mit  dem  verlängerten  AB  in  N  und  führen  die  da- 
selbst gebildeten  Winkel  (l),  deren  erster  Schenkel  AB  ist,  die  dem- 
nach von  0  bis  4R  (oder  von  0  bis  2R,  dann  von  — 2R  bis  0) 
variiren,  als  Hülfswinkel  ein. 

Diese  veränderte  Bestimmung  erfordert  eine  Modification  der 
Formeln  von  §.  2.,  welche  deren  Form  bestehen  lässt  und  nur  einige 
Vorzeichen  der  Cotaugenten,  bedingt  durch  die  Lage  der  Winkel, 
deren  manche  durch  ihre  Nebenwinkel  ersetzt  werden,  beeinflusst. 
Die  Formeln  würden  sich  durch  eine  blosse  Substitution  dem  Zwecke 
gemäss  unmittelbar  transformiren  lassen;  doch  würde  dieser  hinsicht- 
lich algebraischer  Rechnung  kürzere  Weg  doch  wegen  complicirter 
Vorzeichenfragen  der  schwierigere  sein.  Wir  ziehen  es  deshalb  vor 
die  Gl.  (5)  algebraisch  nach  A  aufzulösen. 

Die  Winkel,  welche  AC,  AD^  BC,  BD  mit  der  Richtung  AB 
machen,  seien  (e),  (f),  (i?),  (^),  diejenigen,  welche  CA^  CB^  DA^  DB 
mit  der  Richtung  CD  machen,  (« '),  (f),  (^'),  (^')-  Dann  ist  identisch 
(als  sich  deckend  oder  als  Nebenwinkel) 

(«)  =  (f)-W  (0  =  (^')~(V) 

(/5)  =  (0  (^')  =  2R-(0) 

(y)-(€')  (/)==2R-(d')- 

(i5)  =  (n~(0  (^')  =  (^)-(i?) 

und  als  Dreiecksinnen-  oder  -aussenwinkel 
(x)«2R  +  («)-(^) 
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(X)  ^  2R+(0~(€')  »  2R  +  (iy)-(r)       ) 

woraus  nach  Elimination  von  c',  ^\ 

(y)  =  2R+(£)-a) 

daher,  übergehend  zu  den  Cotangenten: 

Führt  man  diese  Werte  in  (5)  ein  nnd  löst  die  nach  Rednction  in  k 
lineare  Gleichung  auf,  so  kommt: 


e-i-v+^ 


In  dieser  Form  lässt  sich  die  transccndente  Yierecksrelation  nun 
leicht  auf  alle  }(n — 2)(n — 3)  Vierecke  anwenden,  indem  man  bloss 
die  Ecken  C,  D  einzeln  mit  den  übrigen  Z),  A',  F .,.  vertauscht. 
Sind  sämmtliche  (A)  bekannt,  so  ergeben  die  61.  (7)  linear  alle 
2(»  —  2)(n— 3)  durch  die  gegebeneu  2(n-— 2)  Winkel  mitbestimmten 
Winkel,  welche  nicht  unmittelbar  mit  ihnen  linear  verbunden  waren. 

Der  Fall  t*"0  macht  keine  Schwierigkeit.  R.  Hoppe. 


Ein  neuer  Satz  von  den  Kegelschnitten. 

Fällt  man  von  den  Brennpunkten  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
Perpendikel  auf  die  Tangenten  dieser  Curven,  so  ist  bekanntlich  ihr 
Product  constant.    Dieser  Satz  lässt  sich  wie  folgt  erweitern: 

1.  „Wählt  man  auf  der  Hauptaxe  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
zwei  Punkte,  deren  Abstände  vom  Mittelpunkte  der  Curve  resp.  =»  +  » 
und  — u  sind,  und  fällt  man  von  denselben  Senkrechte  auf  eine  be- 
liebige Tangente,  so  ist  stets 

tt>(^• + /)* — c\k — /)« =  ib^u^ 

wobei  k^  l  die  erwähnten  Senkrechten,  2c  die  Excentricität  nnd  2b 
die  Nebenaxe  des  Kegelschnitts  bezeiclinen.^^ 
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2.  ,,£bcnso  findet  man  für  zwei  Punkte  der  Nebenaxe,  deren 
Abstände  vom  Mittelpunkte  wieder  =+«  ^^^  — "  sind,  dass 

ist,  wobei  2a  die  Hauptaxe  ist" 

Wählt  man  auf  der  Nebenaxe  zwei  Punkte,  welche  denselben  Ab- 
stand vom  Mittelpunkte  haben,  wie  die  Brennpunkte,  d.  h.  wenn  wir 
n  =  c  annehmen,  so  erhalten  wir   ' 

d.  i.:   „die  Summe  der  Quadrate   der  von   diesen  Punkten   auf  die 
Tangente  gefällten  Senkrechten  ist  eine  constante  Grösse." 

Anton  Sykora. 


5. 
Summation  zweier  BeilieB. 

Die  Summation  der  Reihen 

iS  =  8iny+8in(g)-)-ft)+sin(9+2ff)+  ... +sin[y-f  (n— -l)cr] 
C  =  cos  9  -|-  cos(g> + er)  -f-  cos(9?  -f  2«)  -)-...  +  cos[<p + (n  —  1)«] 

geschiebt  am  einfachsten,  wenn  man  die  erste  mit  cosor,  die  zweite 
mit  sin  u  (oder  auch  umgekehrt)  multiplicirt,  und  die  Producte  addirt 
und  subtrahirt.    Man  findet  dadurch 

Scosa+Csina  =  8in(<;p  +  a)+sin(<p-j-2a)+  ..  +sin(<;p+na) 

Äcos  «  —  Csin  a  =  sinC^ — «)  +  sin  9  +  -  +  8">[v  +  (*»  —  2)«] 

oder 

iScos  a  +  ^^^^  ^  ==  '^"1"  8"^(9 + "*)  —  ™^  V 

^cosc— -Csin«  =  S— sin[<p+(n — l)a]  +  sin(9— «) 

oder 

iS(l  — cos«)— Csin«  =*  sinqp  —  sin(g>+'**) 

iS  (1  -—  cos  er)  -j-  Csin«  =  sin[<p+ (** —  1)**]  —  sin(^  —  a) 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  wieder  addirt  und  subtrahirt,  nach 
einfacher  Reduction 
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,    na   ,    (      ,  w  —  1    \ 


*  /      ,  n— 1    \    .    na 


Anton  Sykora. 


6. 
Zerleg  auf  einer  Zahl  in  die  Differenz  zweier  Quadrate. 

Setzt  man  in  die  identische  Gleichung 

(«+y){«— y)  =  «"— y* 
frt,  n  statt  a;+3^,  «— y,  so  erhält  man 

—  m- (=?-")' ;•"' 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  eine  Zahl  in  die  Differenz  zweier 
Quadrate  zerlegt  werden  kann,  wenn  sie  sich  in  zwei  gerade  oder  zwei 
ungerade  Factoren  auflösen  lässt;  denn  alsdann  sind  m-|-»9   m—n 

gerade,  und  ~^*-»      ^      ^^i^^  Zahlen. 

Daraus  ergieht  sich,  dass  jede  ungerade  Zahl  in  die  Differenz  zweier 
Quadrate  aufgelöst  werden  kann,  da  man  die  Zahl  selbst  als  den  einen, 
die  Einheit  als  den  zweiten  ungeraden  Factor  derselben  ansehen  kann. 


,-,.i  =  (y:-')*-('-^)'=*.- 


-3« 


Dasselbe  gilt  auch  von  jeder  durch  4  teilbaren  Zahl ,  indem  dieselbe 
die  Zerfällung  in  zwei  gerade  Factoren  gestattet. 
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Obige  Gleichung  (A)  liefert  alle  möglichen  Zerlegungen  einer  Zahl 
in  die  Differenz  zweier  Quadrate,  wenn  man  dieselbe  auf  alle  mög- 
lichen Arten  in  zwei  Factoren  zerfällt,  die  entweder  beide  gerade  oder 
beide  ungerade  sind. 

Denn  wenn  eine  Zahl  die  Auflösung  in  die  Differenz  zweier  Qua- 
drate x^^y^  gestattet,  so  ist  dieselbe  auch  gleich  (a:+3^)(«— y);  da 
aber  die  Factoren  or+y?  «— y  entweder  beide  gerade,  oder  beide 
ungerade  sind,  so  entspricht  dieser  Auflösung  in  die  Differenz  zweier 
Quadrate  eine  Zerlegung  in  zwei  gerade  oder  zwei  ungerade  Factoren, 
und  dieser  umgekehrt  jene,  da  (aj+y)  («— y)  =  x^—yK 

Die  Zahl  420  =  2.210  =  6.70  =  10.42  =  14,30  z.  B.  bietet  also 
nur  folgende  Zerlegungen  in  die  Differenz  zweier  Quadrate: 

420  =  1062.-104^  =  38*— 32^     =  26»- 16^,  =  22«— 8*. 

Gleichzeitig  ergiebt  sich,  dass  eine  Zahl,  die  durch  2,  nicht  aber  durch 
4  teilbar  ist,  in  die  Diff^ercnz  zweier  Quadrate  nicht  zerlegt  werden 
kann,  da  dieselbe  eine  Zerlegung  in  zwei  gerade  oder  zwei  ungerade 
Factoren  nicht  gestattet.  Anton  Sykora. 


7. 

ICeue  Ableitung:  der  Pythagorlliseheu  Lehrstttze. 

Die  Flächeninhalte  der  ähnlichen  Dreiecke -4-BC;  ADCnndDBC 
welche  entstehen,  wenn  man  in  dem  bei  C  rechtwinkligen  Dreiecke 
ABC  die  Senkrechte  CD  auf  die  Hypotenuse  fällt,  gestatten  eine 
doppelte  Vergleichung. 

Erstens  verhalten  sich  diese  Flächeninhalte  wie  die  Quadrate  der 
homologen  Seiten  AB,  AC^  BC,  d.  h.  es  ist 

Fl. :  ABC:  ADC :  DBC  «  AB^ :  AC^ :  BCK 

Zweitens  haben  diese  Dreiecke  gleiche  Höhe,  wenn  wir  resp.  AB, 
AD^  DB  als  ihre  Grundlinien  ansehen;  deshalb  ist  auch 

Fl. :  ABCi  ADC:  DBC  ^  AB:  AD:  DB 
und  somit 

AB^ :  AC^ : BC^  ^  AB:  AD: DB 
daher 

I AB:AC=^  AC:AD    und    AB:BC=BC:DB 

Die  Flächen  der  kleineren  zwei  Dreiecke  gestatten  aber  noch  folgende 
Yergleichungen: 
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ADC:  DBC  =  AD^ :  DC^    (oder  auch     =  DC- 1  DB*} 

so  wie  aach 

ADC:  DBC  =  AD:  DB 
woraus  sich 

AD^:DC^  =  AD:DB 
oder 

II ADiDC'^  DC.DB 

crgieht  Anton  Sj^kora. 
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Vorlag  von  Manisehke  &  Berendt  in  Breslau. 

Theorie  der  Warme 

von 

J.  0.  ICsuswell, 

Profossor  an  der  Universität  in  Cambridge. 

Nach  der  vierten  Auflage  des  Originals  in's  Deutsche  übertragen 

von 
Dr.  F.  Auerbach, 

Assistent  am  physikalischen  Cabinct  der  Universität  in  Breslau. 

Mit  41   Holzschnitten. 

Geh.    Preis  6  lÜAirk. 


Durch  jede  Buchhandlung  ist  zu  beziehen: 

Zeitschrift 
für  populäre  Mittheilungen 

aus  dem  Gebiete  der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Altena  1858/1869.    3  Bände. 
Preis  6  Mark  (frOher  9  Marie). 
Leipzig,  November  1877. 

Wilheln  Maike. 


CremOnSy  DPb  Llldwifly  Einleitung  in  eine  geome* 
trische  Theorie  der  ebenen  Curven.  In's  Deutsche  übertragen 
von  Br.  Maximilian  Curtze.  Mit  1  lithogr.  Tafel,  gr.  8.  1865. 
Geh.    Preis  5  Mk. 

Fahlandy  Hay  Leitfaden  für  den  planimetrischen  Unterricht 
in  Gymnasien  und  Realschulen,  gr.  8.  1857.  Geh.  Preis 
1  Mk.  20  Pf. 

MarlllSy  Hb  Cb  Eay  Mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche 
in  den  obersten  Classen  höherer  Lehranstalten.     1.  Tbl.    Auf- 
gaben.   3.  Aufl.    gr.  8.    1873.    Geh.    3  Mk.  60  Pf. 
—    2.  Tbl.    Resultate.    2.  Aufl.    gr.  8.    1875.    Geh.    4  Mk. 

Von  Fachmännern  auf  das  Günstigste  beurtheilt. 
Leipzig.  ,  CA.  Koeh's  Verlagsbuchhandlung. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Ballctino  dl  bibliografia  e  di  storia  delle  scicnze  matematiche  e 
fisiche.  Pabblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  IX.  Roma  1876. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Der  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7.  Heft  G.  B.  Biadego.  Ueber  das  Leben  und  die  Schriften 
des  Gianfranccsco  Malfatti,  Mathematikers  des  18.  Jahrhunderts. 
Yerzeichniss  seiner  und  der  auf  das  Malfatti'scho  Problem  bezüglichen 
Arbeiten,  67  ungedruckte  Briefe  von  ihm  au  Anton-Maria  Lorgna 
(unvollendet). 

8.  Heft.  Fortsetzung  der  Briefe  an  Lorgna,  9  fernere  an  Cav. 
Ab.  Girolamo  Tiraboschi,  und  4  an  verscliiedene  Personen. 

9.  Heft.  Alfonso  Sparagna.  Italienische  Uobersetzung  von 
Moritz  Cantor's  Schrift:  Gottfried  Friedlein.  Nekrolog.  B.  Bon- 
compagni. Vorzeichniss  von  Friedlein's  Arbeiten.  0.  Abria  und 
J.  Hoüel.  Notiz  über  das  Leben  und  die  Arbeiten  von  Victor- 
Am^d^e  Le  Besge  nebst  Yerzeichniss  seiner  Arbeiten  und  einer  von 
ihm  selbst  redigirten  Notiz  über  die  hauptsächlichsten  derselben, 
y.  A.  Le  Besge.   Bemerkungen  zu  den  Schriften  von  Leonard  de  Pise. 

10.  Heft.  Moritz  Steinschneider.  Des  jüdischen  Astro- 
nomen Prophatius  in  Montpellier  aus  Marseille  (u.  J.  1300)  Vorrede 
zum  astronomischen  Kalender,  bisher  ungedruckt,  aus  zwei  alten  Ueber- 
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Setzungen  (deren  eine  auch  interpolirt)  nebst  hebräischem  Text  zum 
erstenmal  herausgegeben  und  mit  eigener  wörtlicher  lateinischer  Ueber- 
setzung  versehen. 

11.  Heft.  C.  E.  Sedillot  Brief  an  D.  B.  Boncompagni  über 
das  Leben  und  die  Arbeiten  von  Louis-Amdlie  Sedillot.  B.  Bon- 
compagni.   Verzeichniss  seiner  Arbeiten. 

12.  Heft.  Moritz  Cantor.  Ueber  die  Nationalität  des  Coper- 
nicus,  ins  Italienische  übersetzt  von  Alfouso  Sparagna. 

Publicatiousverzcichnisse  im  8.,  10.  und  12.  Heft. 

Besonders  herausgegeben  ist  der  Nekrolog  von  Gottfried  Fried- 
lein. H. 


Caroline  HerscheTs  Memoiren  und  Briefwechsel.  (1750— 
1848.)  Herausgegeben  von  Frau  John  Herschel.  Aus  dem  Engli- 
schen von  A.  Scheibe.  Autorisirte  Uebcrsetzung.  Mit  Caroline 
Herschers  Portrait    Berlin  1877.    Wilhelm  Hertz.    364  S. 

Das  Buch  enthält  chronologisch  geordnete  Documente  zur  Lebens- 
geschichte der  drei  um  idic  Fortschritte  der  Astronomie  hauptsächlich 
verdienten  Familienglieder  Wilhelm,  seiner  Schwester  Caroline  und 
seines  Sohnes  John,  nur  in  wenigen  Stellen  ergänzt  und  verbunden 
durch  die  Erzählung  der  Herausgebcriu.  Charakteristisch  för  die 
Aufzeichnungen  sowol  als  für  die  Briefe  Caroline's,  letztere  wenigstens 
in  der  ersten  Hil^lfte,  ist  es,  dass  man  darin  nur  fertige  Tatsachen 
findet,  während  die  Wege,  auf  denen  so  Ausserordentliches  hat  zu- 
stande gebracht  werden  können,  mit  keinem  Worte  erwähnt  werden. 
Nachdem  wir  Wilhelm  bis  S.  36  ausschliesslich  als  Musiker  kennen 
gelernt  haben,  seine  Zeit  anscheinend  völlig  durch  musikalische  Ver- 
anstaltungen in  Beschlag  genommen,  folgt  unmittelbar  die  Errichtung 
des  ISfüssigen  Spiegelteleskops,  bei  welcher  er  als  vollendeter  Astro- 
nom, Optiker,  Constructeur  und  Baukundiger  auftritt,  die  von  ihm 
zugezogenen  zahlreichen  Techniker  und  Arbeiter  beaufsichtigend,  deren 
Leistungen  er  sehr  ungenügend  findet  und  mit  eigner  Hand  ergänzen 
muss.  Einleitend  erwähnt  zwar  hier  die  verbindende  Erzählung  seines 
Interesses  an  der  Astronomie,  doch  giebt  auch  diese  keinen  Auf- 
schluss,  wo  er  die  Ausbildung  so  eminenter,  alles  Frühere  überragen- 
der Fähigkeiten  in  so  mannichfacher  Beziehung  gewonnen  hat.  Der 
nun  folgende,  die  Lebenszeit  Wilhelm's  umfassende  Abschnitt,  und 
zwar  mehr  die  Briefe  als  das  Tagebuch,  lässt  erkennen,  welchen  An- 
teil die  Schwester  an  seinen  Arbeiten  hatte.  Ausser  Handdiensten 
fielen  ihr  zu  Aufzeichnungen  und  Berechnungen  seiner  Beobachtungen 
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sowie  deren  Fortsetzung  in  seiner  Abwesenheit,  Arbeiten  an  den  von 
Flamsteed  vorliegenden,  von  Herschel  fortgesetzten  Katalogen  der  Fix- 
sterne und  Nebel,  Aufsuchung  und  Verfolgung  der  Kometen.  Bei 
dieser  Beschäftigung  hatte  sie  das  Glück  unter  ^  von  ihr  neu  ent- 
deckten, teilweise  auch  hier  näher  beschriebenen  Kometen  denjenigen 
bei  seiner  zweiten  Erscheinung  zu  entdecken,  welchen  nachher  bei 
vierter  Erscheinung  Encke  identificirte.  In  einem  weit  befriedigende- 
rem Zusammenhange  steht  der  nachhorigo  Briefwechsel  Caroline's  mit 
ihrem  Neffen  John,  welcher  einen  steten  Einblick  in  die  Tätigkeit 
des  letzteren,  die  Erlebnisse  beider  und  ihre  Verhältnisse  zu  den 
Fachgenossen  und  gelehrten  Gesellschaften  gestattet  Ihre  eigne 
litterarische  Tätigkeit  aus  dieser  Zeit  beschränkt  sich  auf  Vollendung 
des  Begonnenen.  Das  Ganze  umfasst  die  Lebenszeit  Caroline's,  d.  i. 
die  Geschichte  eines  Zeitraums  von  fast  100  Jahren. 

Geschichte  des  Princips  der  kleinsten  Action.  Akademische  An- 
trittsvorlesung von  Dr.  Adolph  Mayer,  a.  o.  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  Leipzig.    Leipzig  1877.     Veit  u.  C.    31  S. 

An  der  Entdeckung  und  Gestaltung  des  Princips  sind,  soweit  die 
Schrift  es  erwähnt,  beteiligt  Euler,  Dan.  BernouUi,  Maupertuis,  König, 
d'Arcy,  Lagiange,  Jos.  Bertraud  und  Jacobi,  ob  Leibnitz  bleibt  zweifel- 
haft Der  Vortrag  beginnt  mit  der  definitiven  Aufstellung  nach  Ja- 
cobi bezüglich  auf  ein  Massensystem.  Euler  ist  der  Entdecker  des 
Princips,  jedoch  in  dessen  Beschränkung  auf  einen  Punkt  Dem 
Maupertuis  bestreitet  der  Verfasser  Verdienste  um  die  Fortbildung, 
und  schreibt  ihm  vielmehr  Entstellung  durch  Einführung  vieler  Will- 
kür zu.  König  kritisirt  ihn  und  behauptet  die  Priorität  von  Leibnitz; 
Euler  erkennt  Maupertuis  in  dessen  präsumtiver  höherer  Leistung 
an  und  tritt  in  jenem  Streit  auf  seine  Seite;  Hauptgrund  war,  dass 
ihm  der  täuschende  aprioristische  Schein  imponirte.  Hiergegen  richtet 
sich  Bernoulli's  Streben.  Lagrange  fasst  das  Princip  allgemeiner, 
doch  vermag  der  Verfasser  dessen  Aufstellung,  welche  den  Worten 
nach  sinnlos  sei,  nur  auf  eine  Art  zu  interpretiren,  derzufolge  eine 
Verwechselung  mit  dem  Hamilton'schen  Princip  vorliege.  Im  ge- 
sammten  Hergang  sind  also  manche  Punkte  der  Unklarheit  enthalten; 
die  Geschichte  hat  an  deren  Beleuchtung  eine  würdige  Aufgabe  2;u 
lösen.  H. 

Die  römischen  Grundsteuervermessungen.  Nach  dem  lateinischen 
Texte  des  gromatischen  Codex,  insbesondere  des  Hyginus,  Frontinus 
nnd  Nipsus  bearbeitet  vonE.  Stoeber,  Königl.  Bayerischem  Bezirks- 
geometer.  Mit  einem  Vorwort  von  Dr.  C.  M.  v.  Bauernfeind. 
München  1877.    Theodor  Ackermann.    149  S. 
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Das  Vorliegende  ist  vor  dem  Erscbeioen  des  Werks  von  Cantor 
über  die  römischen  Agrimensorcn  bearbeitet,  also  ohne  Bezugnahme 
auf  dasselbe.  Bauernfeind  findet  den  Unterschied  zwischen  den  Ge- 
sichtspunkten beider,  dass  es  in  jenem  darauf  ankam  zu  zeigen,  wo- 
her die  römischen  Geometer  ihre  geodätischen  Kenntnisse  erbalten, 
und  wie  sich  dieselben  bis  in  das  Mittelalter  fortgepflanzt  haben, 
dass  es  dagegen  vornehmster  Zweck  des  Gegenwärtigen  sei,  neben 
einer  kurzen  Darlegung  des  Eutwickelungsgangs  der  praktischen  Geo- 
metrie bis  auf  die  Zeit  der  römischen  Kaiser  eine  vollständige  Ueber- 
sicht  der  römischen  Grundstcuervermessungen ,  deren  Regelung  eben 
jenen  Agrimensoren  oder  Gromatikem  anvertraut  war,  zu  geben.  In 
der  Einleitung  wird  die  geometrische  Praxis  der  alten  Aegyptcr  und 
Griechen  in  Aegypten,  dann  der  Römer,  im  Dienste  des  Staats,  er 
örtert,  die  Messinstrumouto  beschrieben  und  die  in  Lachmann's  Aus- 
gabe des  gromatischen  Codex  enthaltenen  17  Schriften  aufgefahrt. 
Die  2  ersten  Capitel  handeln  vom  römischen  Landgebiet,  dem  Ver- 
fahren bei  Colonisirung  der  eroberten  Länder  und  der  Vermarkung, 
das  dritte  von  den  römischen  Agrimensoren  und  ihren  Instrumenten; 
das  vierte  beschreibt  ausführlicher  die  Messungsmethoden ;  der  Gegen- 
stand des  letzten  ist  das  Steuerwesen  der  Römer.  II. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Leitfaden  zum  Unterrichte  in  der  Arithmetik  und  Algebra  an 
Gymnasien  und  verwandten  Anstalten.  Von  Dr.  Job.  Chr.  Wai- 
berer,  Professor  am  königlichen  Gymnasium  in  Hof.  München  1876. 
Theodor  Ackermann.   114  S. 

Der  Umfang  des  Lehrbuchs  entspricht  dem  gesammten  Pensum 
der  Gymnasien.  In  Erfüllung  der  logischen  Anforderungen  ist  es  in 
vielfacher  Hinsicht  mangelhaft,  doch  bleibt  auch  bei  Absehen  von  der 
Strenge  mancherlei  an  der  Behandlungsweise  auszusetzen.  Der  An- 
fang macht  durch  einen  einfachen,  concinnen,  wolgeordneten  Vortrag 
bei  klarer  Auffassung  einen  guten  Eindruck;  um  so  greller  stechen 
dagegen  die  häufigen  handgreiflichen  und  leicht  zu  verbessernden 
Unrichtigkeiten  ab.  So  wird  z.  B.  „algebraische  Summe"  so  definirt, 
dass  der  Schüler  a  —  h  für  die  Summe  von  a  und  b  halten  muss.  Die 
Methode  ist  die  rein  arithmetische ;  die  Erweiterung  des  Zahlengebiets 
wird  erwähnt,  jedoch  nicht  hinreichend  zur  Deutlichkeit  gebracht; 
von  ihren  Consequonzen  ist  gar  nicht  die  Rede.  Von  der  Inversion 
der  Operationen  wird  kein  Gebrauch  gemacht,  vielmehr  der  Sub- 
traction,  Division  und  Radicirung  durch  gesonderte  Betrachtung  er- 
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klärt,  dio  der  einfacbea  Auffassung  im  Wege  steht,  uud  die  Bedeutung 
der  Division  nur  einseitig  zu  erkennen  giebt.  In  den  späteren  Ab- 
schnitten gleichen  die  allgemeinen  £rläutei*ungen  mehr  und  mehr  dem 
Vortrag  eines  Gelehrten,  welcher  dem  Standpunkt  des  Anfängers  so 
fem  steht,  dass  er  nicht  zu  beurteilen  vermag,  was  dem  Schüler  vor 
allem  zu  wissen  notwendig  ist.  Die  wichtigsten  Erklärungen  sind 
unzureichend  und  verstecken  sich  hinter  vielem  Ueberfittssigen.  Nach 
allem  ist  das  Buch  weder  pädagogisch  noch  wissenschaftlich  betrachtet 
zu  empfehlen.  H. 


Lehrbuch  der  besondern  Arithmetik  für  den  Schulgebrauch  be- 
arbeitet von  Carl  Kiescritzky,  Oberlehrer  an  der  St.  Annenschnlo 
zu  St  Petersburg.    Dorpat  1876.    G.  Hassel.    116  S. 

Das  Buch  ist  eine  Anweisung  zum  bürgerlichen  Rechnen,  welches 
sich  auf  Zins-,  Disconto-,  Termin-,  Gesellschafts-  und  Mischungsrech- 
nung erstreckt.  Die  Erläuterungen  sind  sorgfilltig  ohne  jedoch  auf 
einen  Einblick  in  die  Gründe  des  Verfahrens  gerichtet  zu  sein-,  da- 
gegen ist  für  die  Anschauung  manches  anerkennenswerte  getan ,  z.  B. 
durch  die  Darstellung  der  Brühe  in  geteilten  Linien.  Da  sich  ein 
beträchtlicher  Teil  des  Buchs  mit  den  russischen  Massen,  Gewichten 
u.  s.  w.  und  den  darauf  bezüglichen  Rcductionen  beschäftigt,  so  ist 
natürlich  an  eine  Verwendung  in  Schulen  anderer  Länder  nicht  zu 
denken.  H. 


Lehrbuch  der  Algebra  für  Industrie-  und  Gewerbeschulen,  sowie 
zum  Selbstunterricht  Von  Johannes  Orelli,  Professor  am  eid- 
geuössischen  Polytechnikum.  Dritte,  umgearbeitete  und  wesentlich 
vermehrte  Auflage  in  2  Theilen.  Zürich  1877.  Caesar  Schmidt. 
304  S. 

Der  Vortrag  ist  ein  erläuternder  mit  unbegrenzter  Freigebigkeit 
an  Worten;  dabei  wird  jedoch  die  Orientirung  durch  vorgängige 
Disposition  und  nachfolgende  Formulirung  des  Resultats  nicht  ver- 
absäumt, und  selbst  der  Wortüberfluss  ist  geeignet  die  Auffassung 
leicht  zu  machen,  wozu  auch  die  beständige  Begleitung  mit  ausge- 
führten Beispielen  viel  beiträgt  Bei  der  grossen  Langsamkeit  des 
Fortschritts  war  es  natürlich  möglich  auf  manche  nützliche  Dinge 
näher  einzugehen,  welche  Lehrbücher  von  kleincrem  Umfang  bei  Seite 


Digitized  by 


Google 


6  Litf erarischer  Bericht  CCXLI. 

lassen  müssen;  dies  ist  jedoch  in  den  4  ersten  Abschnitten,  wdck 
die  Operationen  bebandeln,  nnr  in  sehr  geringem  Masse  geschekü 
Wo  die  Division  der  Polynome  so   ansführlich  erörtert  wird,  koimt': 
auch  ausser  der  Erniedrigung  der  höchsten  Potenz  die  zur  ZerMon; 
in  Partialbrüchc  gebrauchte  Erhöhung  der  niedrigsten,  die  Aoffindnuf 
des  gemeinsamen  Teilers,  die  Addition  der  Brüche  mit  poljnomisck: 
Nennern  und  manches  damit  verbundene  gezeigt  werden,    was  toh 
praktischer  Anwendung  ist.     Auch  zu  reiferer  Begriffsentwickelonf, 
z.  B.  in  Bezug  auf  MulUplication  entgegengesetzter  Grössen,  war  dmtii 
die  Ausführlichkeit  der  Besprechung  reichlich  Gelegenheit  geboten. 
Doch  ist  wenigstens  anzuerkennen,  dass  das  Aufgestellte  correct  vod 
nirgends  irreleitend  ist. '  Die  Behandlung  der   Gleichungen   zeichnet 
sich  durch  Sorgfalt  aus.    Es  sind  die  Determinanten  und  die  nnend- 
liehen  Grössen  in  den  Kreis  der  Erörterung  gezogen,  und  zum  An- 
satz von  Aufgaben,  sowie  zur  Beurteilung  ihrer  Bestimmtheit  eise 
recht  eingehende  Anweisung  erteilt.     Die  Determinantenlehre  leitet 
durch  specielle  Beobachtung  ein,  doch  ist  die  nachherige  allgemeine 
Theorie  davon  unabhängig  erhalten.    Die  Besprechung  der   nnend- 
liehen  Grössen  überspringt,  sehr  zum  Nachteil  der  Deutliehkeit,  die 
Begrifberklärung  und  ermangelt  infolge  dessen  fester  Principien,  wem 
gleich   das   Aufgestellte  an   sich   correct  ist.     Die  Lehre   von   da 
Gleichungen  schliesst  mit  dem  2.  Grad;  es  folgen  dann  noch  4  Ab-      ~ 
schnitte:  Sätze  über  Zahlen  und  Wurzelgrösseu ,  Theorie  der  Ik^-       ' 
rithmen,  arithmetische  und  geometrische  Progressionen,  Kettenbrüche. 
Imaginäre  Grössen  werden  im  1.  Teil  nur  bei  den  Gleichungen  2. 
Grades,  nud  nur  ganz  kurz  besprochen. 

Der  2.  Teil  enthält,  was  man  sonst  wol  algebraische  Analjsis 
nennt,  die  unbestimmte  Analytik,  die  Combinationslehre,  den  binomi- 
schen Satz,  die  Lehre  von  Functionen,  Grenzwerten  und  incommen- 
surablen  Zahlen,  von  imaginären  Zahlen,  die  Auflösung  der  Gleichungen 
3.  Grades,  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  und  von  den  hohem 
Gleichungen.  Der  Vortrag  zeichnet  sich,  sehr  im  Gegensatz  zu  einer 
gewissen  viel  beliebten  Oberflächlichkeit,  aus  durch  eine  Darstellungs- 
weise,  welche  bei  strenger  Beobachtung  exacter  Forderungen  doch 
das  Verstehen  leicht  macht.  Der  4.  Abschnitt  giebt  einen  Teil  einer 
Infinitesimaltheorie,  welcher  wesentliche  Fortschritte  im  Vergleich 
mit  den  frühereu  nachlässigen  Methoden,  aber  auch  noch  manche 
üeberbleibsel  derselben  zeigt.  Das  üuendlichkleine  ist  correct  als 
Variabele  erklärt;  aber  warum  mussto  erst  der  Grenzwert  mit  An- 
wendung des  (freilich  nicht  so  genannten)  Unendlichkleinen,  dann 
wieder  dieses  durch  jenen  definirt  werden?  Wichtiger  ist  das  Fehlen 
des  Hauptsatzes:  Zwei  Constanto  sind  gleich,  wenn  sie  von  einer 
Variabein  unendlich  wenig  differiren.    Dieser  Mangel  äussert  sich  sehr 
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bemerklich  bei  Erklärung  der  iucommensurablcn  Zahlea.  Hier  wird 
aufgestellt:  Wir  wollen  2  incommensurabelc  Grössen  gleich  nennen, 
wenn  ihr  Unterschied  nachweisbar  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine 
angebbare  Zahl.  Dies  ist  nun  eine  offenbare  Verwechselung  der 
variabelen,  conimensurabeln  Zahl,  d.  i.  des  unendlichen  Decimal- 
bruchs,  mit  deren  Grenzwert;  denn  nur  letzterer  ist  incommcnsurabel, 
und  nur  ersterc  kann  unendlich  wenig  differiren.  Der  obige  Haupt- 
satz schlichtet  die  Verwirrung  in  einfachster  Weise.  Auch  die  Er- 
klärung des  Fnnctiousbegriffs  ist  mangelhaft:  es  fehlt  die  Bedingung, 
dass  der  Functionswert  durch  den  Argumentwert  bestimmt  sei-,  das 
erste  Beispiel,  das  in  der  Tat  unrichtig  ist,  zeigt,  dass  der  Mangel 
nicht  bloss  in  den  Worten,  sondern  auch  im  Gedanken  liegt  Vor- 
trefflich ist  die  Methode  und  Darstellungsweise  des  letzten  Abschnitts. 

H. 


Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung  und  Algebra  mit  mehr  als 
1500  üebungsaufgaben.  Zum  Gebrauch  an  Seminarien  und  höheren 
Lehranstalten,  wie  auch  fQr  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
W.  Adam,  Königl.  Seminarlehrer  in  Neu-Ruppin.  Erster  Theil:  Die 
vier  Species  mit  der  Bruchrechnung,  Verhältnisse  und  Proportionen 
Potenzen  und  Wurzeln.  Die  Gleichungen  vom  ersten  und  zweiten 
Grade.  Höhere  Gleichungen,  welche  auf  die  Form  einer  quadratischen 
Gleichung  gebracht  werden  können.  Zweite,  vermehrte  und  verbes- 
serte Auflage.    Neu-Ruppin  1877.    Rud.  Petrcnz.    248  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  durch  Vollständigkeit  und  Sorgfalt 
aus.  Von  ersterer  überzeugt  sich  nicht  allein  der  Kundige,  sofern 
er  keinen  für  ein  umfassendes  Studium  wichtigen  Punkt  übergangen 
findet,  sondern  es  wird  auch  durch  ausführliche  Discussionen  dem 
Lernenden  das  Bewusstsein  davon  erteilt.  Die  Discussionen  sind  je- 
doch das  Einzige,  worin  der  Vortrag  der  Lehren  keinen  Raum  spart; 
in  jeder  andern  Beziehung  ist  er  augemessen  kurz  gefasst.  Die  Sorg- 
falt ist  geübt  in  der  streng  logischen  Auffassung  und  dem  correcten 
und  leicht  verständlichen  Ausdruck.  Hierbei  muss  man  vom  Anfang 
des  Buchs  absehen,  welcher  nur  als  Anknüpfung  an  Bekanntes  zu  be- 
trachten ist  Im  einzelneu  sind  folgende  Ausstellungen  zu  machen. 
S.  32.  steht  der  unrichtige  Satz:  „Die  Null  multiplicirt  nicht".  Das 
würde  heissen,  den  Factor  0  könnte  man  beliebig  hinzufügen  oder 
weglassen.  —  Der  Ausdruck  „indirecte  Operationen"  (von  Subtraction 
Division  gesagt)  und  „indirecte  Verhältnisse"  ist  ungeeignet;  nicht 
die  Operation,  sondern  die  gewählte  Erklärungsmethode  ist  indirect 
(warum  nicht  „inverse,  umgekehrte"?)  —  Bei  den  Proportionen 
kommen  Quadratwurzeln  in  Anwendung,  die  erst  im  spätem  Abschnitt 
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erklärt  werden.  —  Bei  den  Gleichungen  werden  zu  Anfang  identische 
und  analytische  nominell  unterschieden,  sachlich  ergieht  sich  nachher 
kein  Unterschied.  —  Die  sog.  englische  und  französische  Eliminations- 
methode  sind  genau  dieselbe,  nur  ist  bei  ersterer  das  Verfahren  den 
Multiplicator  zu  finden  hier  verschwiegen.  Gleichwol  werden  beide 
nicht  nur  als  verschieden  aufgeführt,  sogar  die  erstere,  mangelhafte, 
für  Anfänger  empfohlen.  —  Die  genannten  Punkte  sind  im  Vergleich 
zum  Ganzen  geringfügig,  gegen  dessen  Vortrefflichkeit  sie  verschwin- 
den. Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  extensiv  durch  Hinzunahme 
der  trigonometrischen  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen,  der 
Lösung  höherer  Gleichungen,  die  auf  quadratische  zurückfOhrbar  sind, 
und  des  verkürzten  Verfahrens  der  Wurzelausziehung,  sowie  durch 
Vermehrung  der  Aufgaben.  Den  Aufgaben  gehen  stets  durchgerech- 
nete Beispiele  voraus.  Die  Anweisung  zum  Ansatz  der  Gleichungen 
ist  die  für  den  denkenden  Schüler  selbstverständliche,  kunstlose;  es  ist 
sehr  zu  billigen,  dass  das  unumwundene  Aussprechen  der  Regel  eine 
solche  Auffassung  in  natürlicher  Einfachheit  zum  Ziele  nimmt. 

H. 


Kritische  Beleuchtung  der  Euklidischen  Geometrie.  Von  Dr.  Carl 
Heinze,  Vorsteher  eines  Militair-Bilduugsinstituts  und  Städtischem 
Lehrer.  Einleitung  zu  der  von  demselben  Verfasser  und  in  dem- 
selben Verlage  erschienenen  „Elementar -Geometrie  für  den  Schul- 
gebrauch".   Berlin  1876.    Friedberg  u.  Mode.    24.  S. 

Die  Elementar-Geometrie,  für  den  Schulgebrauch  bearbeitet  von 
Dr.  Carl  Heinze,  Vorsteher  eines  Militair-Bildungsinstitnts  and 
städtischem  liChrer.  Mit  Figuren  auf  4  Tafeln.  Berlin  1877.  Fried- 
berg u.  Mode.    74  S. 

Die  „kritische  Beleuchtung"  nennt  der  Verfasser  eine  nur  aus 
dem  Grunde,  um  den  neuen  Elementen  Eingang  zu  verschaffen,  ver- 
suchte und  darum  abgedrungene.  In  der  Tat  ist  sie  nichts  weiter  als 
eine  Bemängelung  der  Wortfassung,  aber  nicht  einmal  der  Enklid- 
schen,  sondern  zum  grössten  Teil  der  in  neuern  Autoren  angetroffe- 
nen. Sachlich  ist  allein  die  Behauptung,  die  Congrucnz  durch  Deckung 
zu  erklären  sei  unmöglich,  was  ziemlich  einseitig  erörtert  wird.  Die 
letztere  Schrift  bietet  weder  dem  Bericht  noch  der  Kritik  einen 
nennenswerten  Gegenstand  dar.  Im  Vorwort  wird  die  Euklid'sche 
Methode  gelästert,  die  versprochene  gelobt  ohne  beide  zu  kennzeich- 
nen. In  der  Ausführung  ist  von  Methode  keine  Spur;  der  Verfasser 
giebt  sich  nicht  die  Mühe,  auch  nur  den  Anschein  der  vorher  ge- 
priesenen Vorzüge  zu  wecken.  Eine  Probe  der  Unklarheit  giebt  der 
Anfang  (überschrieben   „Lehrsatz",    gewöhnlich    nennt  man's  „£r- 
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kläroDg") :  „Der  Ort,  in  welchem  ein  allmälig  abnehmendes  Ding  auf- 
hört Raum  einzunehmen,  ist  der  geometrische  Punkt '^  Was  dem 
weiter  binzugeftlgt  wird,  dient  nur  dazu  die  Yerwiirung  zu  vermehren. 

H. 

Geometrische  Anschauungslehrc.  Eine  Vorschule  und  Ergänzung 
der  reinen  Geometrie  mit  600  Fragen  und  Aufgaben.  Von  Dr. 
E.  Kretschmer,  Oberlehrer  am  Kgl.  Friodr.-Wilh.-Gymn.  zu  Posen. 
Posen  1877.    Joseph  Jolowicz.    62  8. 

Von  diesem  Buche  lüsst  sich  sagen,  dass,  was  es  sein  will,  es 
auch  ganz  ist.  Die  Idee  einer  iustructiven,  zweckgemässen  Beschäf- 
tigung der  Kinder  mit  Gegenständen  der  theoretischen  und  praktischen 
Geometrie  mit  Ausschluss  der  zwei  logischen  Tätigkeiten,  Begriffs- 
bestimmung und  Schlussfolgerung,  ist  hier  in  voller  Reinheit  ver- 
wirklicht. Was  sie  üben,  ist  Darstellung  der  Gebflde,  deren  Beob- 
achtung hauptsächlich  in  qualitativer  Beziehung  und  Rechenschaft 
über  dieselbe.  Sie  werden  dadurch  äusserlich  vertraut  mit  der  Welt, 
in  welcher  sie  später  beim  Betreiben  der  exacten  Geometrie  zu  leben 
haben,  und  lernen  die  Namen,  vorläufig  als  Merkzeichen,  kennen. 
Beachtung  der  Quantitäten  findet  nur  in  sehr  engen  Grenzen  statt, 
von  Winkeln  werden,  abgesehen  von  den  letzten  Abschnitten,  nur 
rechte  zugezogen,  wiederholt  aber  auf  die  Gleichheit  von  Längen  hin- 
gewiesen; hieran  knüpft  sich  die  Lehre  vom  Messen,  welche  besonders 
ausführlich  auf  das  Feldmessen  eingeht.  H. 

Die  Elemente  der  Mathematik  für  Seminarien  und  Mittelschulen. 
Von  Martin  Schneider,  ordentlichem  Lehrer  am  herzoglichen 
Lehrerseminar  zu  Göthen.  Erster  Theil:  Planimetrie.  Cöthen  1877. 
Otto  Schulze.    128  S. 

Das  Lehrbuch  nimmt  Bezug  auf  einen  Vorcursus  des  Anschauungs- 
unterrichts. Zu  Anfang  jedes  Abschnitts  werden  die  Ergebnisse  des- 
selben geordnet  aufgestellt.  Diese  werden  dann,  gleichsam  ais  Axiome, 
zum  Ausgangspunkt  der  Argumentation  genommen.  Blieb  es  hierbei 
unausgesprochen,  dass  unbevriesene  Sätze  definitive  Gültigkeit  haben 
sollen,  80  hätte  der  stillschweigende  Uebergang  zur  Argumentation 
wenigstens  nicht  zum  verhüllten  Trugschluss  benutzt  werden  sollen, 
wie  es  namentlich  hier  beim  Parallelensatz  geschieht.  Correcterweise 
musste  dieser  schon  im  Vorcursus  enthalten  sein,  wenn  die  Auffassung 
des  Winkels  als  Richtungsunterschied  Ergebniss  sein  sollte.  Es  musste 
vorher  ausführlich  die  Transponibilität  der  Figuren  erst  one,  dann 
mit  Stellungsänderung  gelehrt  werden;  dann  erst  hatte  der  Richtungs- 
unterschied einen  Sinn;  dann  aber  waren  auch  alle  Parallelensätze 
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gleichzeitiges  Resultat  der  Beobachtung.  Das  Vorliegende  verkehrt 
den  Znsammenhang  und  baut  einen  Scheinbeweis  auf  einen  unerklärten 
Begriff.  Es  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  jedem  Abschnitt  zahlreiche 
leichte  Aufgaben  beigefügt  sind,  und  ein  besonderer  Abschnitt  die 
rechnende  Geometrie  behandelt.  H. 


Lehrbuch  der  Physik.  Von  Peter  Münch,  Dircctor  der  Real- 
schule erster  Ordnung  zu  Münster.  Mit  301  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen  und  einer  Spectraltafcl  in  Farbendruck.  Dritte,  ver- 
mehrte und  verbesserte  Auflage.  Mit  einem  Anhange:  Die  Grund- 
lehren der  Chemie.    Freiburg  im  Breisgau  1876.    Herder.    339  S. 

Vierte,  verbesserte  Auflage  1877. 

Die  zweite  Auflage  ist  im  litt.  Ber.  217.  besprochen.  Die  Ver- 
mehrung, mit  welcher  die  gegenwärtige  erscheint,  besteht  in  der 
Spectraltafcl  und  dem  Anhang  über  Chemie,  letzterer  bestimmt  f&r 
Gymnasien  and  solche  Anstalten,  in  deren  Lehrplan  ein  systematischer 
Unterricht  in  der  Chemie  nicht  aufgenommen  ist.  Wenn  ausserdem 
die  Vorrede  eine  nicht  unerhebliche  Anzahl  von  Verbesserungen  und 
kleineren  Zusätzen  ankündigt,  so  sind  erstere  entschieden  wesentUche 
zu  nennen.  Der  Vortrag  ist  jetzt  ein  gründlich  durchgearbeiteter; 
er  führt  namentlich  bei  Beginn  der  Behandlung  des  einzelnen  Themas 
sofort  -zur  exacteu  Auffassung  der  Hauptpunkte.  Was  über  Mängel 
in  der  2.  Auflage  im  Bericht  gesagt  ist,  hat  auf  die  dritte  keine  An- 
wendung. £s  lässt  sich  das  Lehrbuch  jetzt  zu  den  empfehlens- 
wertesten füt  Gymnasien  zählen.  —  Die  vierte  Auflage  ist  bis  aaf 
wenige  kleine  Aenderungen,  z.  B.  Abkürzung  der  Dedaction  der 
Wellenbewegung,  übereinstimmend.  H. 


Grundriss  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerbliche  FortbOdnngs- 
schulen.  Im  Auftrage  der  Königlichen  Kommission  für  gewerbliche 
Fortbildungsschulen  in  Württemberg  ausgearbeitet  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Professor  an  der  K.  Realanstalt  in  Stuttgart.  Fünfte,  ver- 
mehrte und  verbesserte  Auflage.  Mit  99  Abbildungen  in  Holzschnitt. 
Leipzig  und  Heidelberg  1876.    C,  F.  Winter.    155  S.    kl.  8^. 

Dies  kleine  Buch  giebt  in  gedrängter  Kürze  aus  den  Lehren  der 
Physik  das  Notwendigste  zur  Ausbildung  für  gewerbliche  Berufszweige. 
Den  grössten  Teil  macht  die  Mechanik  aus,  doch  begreift  es  auch 
Schall,  Wärme,  Elektricität  nebst  Magnetismus  und  Galvanismns,  so- 
wie einiges  über  das  Licht  Die  technische  Verwendung  ist  stets  mit 
theoretischen  Vortrag  in  unmittelbarem  Anschluss.  Die  allgemeinen 
Erklärungen  sind  grossenteils  sehr  ungenügend-,  oft  nichts  weiter  als 
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NameDaufstellung  mit  Hinwcisung  auf  die  Erscheinung  ohne  Bezeich- 
nung der  Punkte,  in  irelcfaen  die  Auffassung  stattfinden  muss.  So  ist 
z.  B.  die  Erklärung  von  specifischem  und  absolutem  Gewicht  derart, 
dass  gar  kein  Unterschied  daraus  erhellt.  Weit  besser  sind  die  Zu- 
sammenstellungen von  Gesetzen;  diese  zeichnen  sich  sogar  vor  manchen 
Lehrbüchern  durch  corrccto  Fassung  aus;  letzteres  gilt  insbesondere 
von  den  allgemeinen  Bewegungsgesetzen,  nur  hätte  hier,  zur  lieber- 
einstimmung  mit  dem  Vorhergehenden,  der  Fall  der  Nichtbewegung 
infolge  der  Reibung  nicht  fehlen  dürfen.  Im  ganzen  lässt  sich  das 
Buch  als  vielfach  besserungsfähig  bezeichnen.  H. 

Lehrbuch  der  Physik.  Einschliesslich  der  Physik  des  Himmels 
(Himmelskunde),  der  Luft  (Meteorologie)  und  der  Erde  (Physikalische 
Geographie).  Gemäss  der  neueren  Anschauung  für  Gymnasien,  Real- 
schulen und  ähnliche  Lehranstalten  bearbeitet  von  Professor  Dr.  Paul 
Reis,  Gymnasiallehrer  in  Mainz.  Dritte,  stark  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.  Mit  276  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und 
829  Aufgaben  nebst  Lösungen.  Leipzig  1876.  Quandt  u.  Händel. 
740  S. 

In  diesem  Lehrbuch  ist  keine  Methode  vorwaltend,  vielmehr  von 
allen  Methoden  der  beste  Gebrauch  gemacht  um  den  physikalischen 
Unterricht  so  ergiebig  als  möglich  werden  zu  lassen.  Als  erster 
Gesichtspunkt  zeigt  sich  überall  die  Orientirung  in  der  Erscheinung 
und  deren  Gesetzen.  Die  Begründung  hat  sich  das  Lehrbuch  nicht 
zur  allgemeinen  Vorschrift  genommen,  wol  aber  alle  aus  dem  Schul- 
unterricht zu  Gebote  stehenden  Mittel  der  elementaren  Rechnung  und 
der  leichteren  Experimente  in  Anwendung  gebracht,  welche  zur  Be- 
gründung beitragen  können.  Demgemäss  kommt  keine  Differential- 
und  Integralrechnung  vor,  doch  ist  auch  kein  Versuch  gemacht,  um- 
ständliche algebraische  Deductionen  an  deren  Stelle  zu  setzen,  viel- 
mehr genügt,  wo  kein  einfacher  bündiger  Beweis  möglich  ist,  die 
Erläuterung  des  Sachverhalts.  Ein  solches  Verfahren  begegnet  einer 
nicht  unbedeutenden  Schwierigkeit.  Das  Lehrbuch  unternimmt  es 
alle  Theorien  auf  neuestem  Standpunkte  vorzutragen.  Hierdurch  wird 
der  Schüler  mit  ausgedehnten  Gebieten  bekannt  gemacht,  auf  denen 
noch  in  unzähligen  Punkten  grosse  Ungewissheit  herrscht,  wo  aber 
für  ihn  alle  Fähigkeit  der  Controle  längst  aufgehört  hat.  Unter 
diesen  Ultaständen  ist  es  nicht  leicht  eine  unklare  und  irreleitende 
Mischung  von  halbreifen  Ideen  fernzuhalten,  welche  allen  Zweck  des 
Unterrichts  zunichte  macht  Der  Verfasser  hat  es  aber  verstanden 
in  solchen  Theorien  die  Hauptsache  derart  in  den  Vordergrund  zu 
Stelleu  und  denjenigen  Lehren,  welche  wol  als  sicher  gelten  dürfen, 
soviel  instructivo  Seiten  abzugewinnen,  dass  die  ungewissen  Punkte 
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als  unerhoblicb  dagegen  verschwinden.  Die  exacte  Fassung  der  Grund- 
begriiFe  nnd  Grundlehrcn,  namentlich  in  der  Mechanik,  ist  zafrieden- 
stcllcnd,  wenn  auch  die  Möglichkeit  einer  Verbesserung  im  einzelnen 
nicht  ausgeschlossen  sein  soll ;  jedenfalls  zeichnet  sie  sich  im  Vergleich 
mit  den  meisten  Lehrbüchern  aus.  Hervorzuheben  ist  noch,  dass  jede 
Gelegenheit  zu  Uebungsaufgaben  reichlich  benutzt  wird.  E 

Lehrbuch  der  Physik  .für  Gymnasien,  Realschulen  und  andere 
höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  Johann  Robert  Boy  mann,  Pro- 
fessor am  Königlichen  Gymnasium  zu  Coblenz.  Mit  305  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten  und  einer  Spectraltafel.  Dritte,  verbes- 
serte Auflage.    Köln  und  Neuss  1877.    L.  Schwann.    442  S. 

Nach  der  Lehre  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Körper 
folgt  hier  zuerst  die  Chemie,  dann  die  Mechanik,  die  Lehre  vom 
Magnetismus,  der  Elektricität,  dem  Schall,  dem  Licht  nnd  der  Wärme. 
Der  Vortrag  ist  ein  ziemlich  trockener,  der  zum  technischen  Ausdnick 
der  Lehren  wenig  hinzutut.  Obwol  erhebliche  Ausstellungen  nicht  zn 
machen  sind,  so  ist  doch  auch  andrerseits  kein  rechter  pädagogischer 
Gedanke,  kein  Bestreben  zum  klaren  Verstäudniss  und  zur  exacten 
Auffassung  hinzuführen,  darin  zu  erkennen,  und  die  im  Ganzen  ent- 
haltene methodische  Arbeit  eben  nicht  gross.  Es  macht  vielmehr 
den  Eindruck,  als  ob  die  Erörterung  jedes  Punktes  nur  der  Erfüllung 
gegebener  Vorschrift  dienen,  nichts  was  etwa  gefordert  werden  könnte 
vermissen  lassen  solle.  Eine  solche  Bedeutung  scheinen  namentlich 
die  zahlreichen  Beweise  (wenn  man  sie  so  nennen  darf)  zu  haben, 
die,  da  sie  grossenteils  nicht  streng  bündig,  ziemlich  zwecklos  in 
pädagogischer  Hinsicht  sind.  Geradezu  unrichtig  ist  z.  B.  die  Dedac- 
tion  der  Gesetze  der  Centralbewegung  mit  Statuirung  einer  Tangential- 
kraft, da  ja  die  Centralanziehung  als  einzig  wirkende  Kraft  ange- 
nommen war.  H. 


Elementarbuch  der  Physik.  Von  Dr.  R.  Caspar,  Oberlehrer 
am  Königlichen  Gymnasium  zu  Bonn.  Freiburg  i.  Br.  1876.  Herder. 
225  S. 

Der  Verfasser  bestimmt  das  Buch,  ohne  den  Gebrauch  an  Schulen 
auszuschliessen,  zunächst  und  hauptsächlich  für  den  Selbstunterricht 
von  Lesern  ohne  besondere  mathematische  Vorbildung,  die  es  ohne 
feste  Aufmerksamkeit,  ohne  selbsteigenes  Nachdenken  sollen  gebrauchen 
können.  Es  wird  deshalb  nicht  bloss  auf  die  höhere  Analysis,  sondern 
auch  auf  die  Trigonometrie  nirgends  Bezug  genommen,  und  nur  Addi- 
tion und  Multiplication  in  einfachster  Gestalt  in  Anwendung  gebracht 
Dass  man  mit  so  beschränkten  Hülfsmitteln  bei  gehörigem  Grcschick 
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oine  wirklicbo,  richtige  NatarerkläruDg  in  ziemlichem  Umfang  geben 
kann,  ist  bekannt  und  durch  manche  Bearbeitungen  dargetan.  Eine 
solche  liess  sich  nach  den  im  Vorwort  entwickelten  Grundsätzen  er- 
warten ;  auch  entspricht  dem  der  Anfang  des  Buchs.  Doch  weiterhin 
zeigt  sich  bald,  dass  der  Verfasser  es  bequemer  gefunden  hat,  auf 
vulgäre  Vorstellungen  zu  bauen  als  zu  belehren  und  aufzuklären. 
Schon  auf  Seite  15.  statuirt  er  2  Arten  von  Kräften,  solche  die 
momentan,  und  solche  die  in  der  Zeit  wirken;  die  Wahrheit  dass 
alle  Kräfte  in  der  Zeit  wirken,  die  momentane  Wirkung,  also  auch 
die  Wirkung  unendlich  vieler  momentaner  Impulse  null  ist,  bleibt 
ganz  verschwiegen,  und  selbst  die  dauernde  Wirkung  wird  als  aus 
wiederholten  Impulsen  bestehend  dargestellt.  Das  hcisst,  der  Ver- 
fasser sucht  denjenigen  Laien  zu  dienen,  die  in  der  Erklärang  nicht 
die  Reduction  auf  einfache,  dnrchschaulicho ,  sondern  auf  geläufige, 
unentwickelte  Vorstellung  suchen.  Wo  eine  solche,  aus  den  Irrtümern 
der  Menge  Vorteil  ziehende  Praktik  sichtbar  wird,  brauchen  wir  nicht 
von  andern  Fehlern,  z.  B.  dass  nach  dem  (ungeschickt  gewählten) 
Wortlaut  der  Schwerpunkt  ein  beliebiger  Punkt  im  Körper  ist,  zu 
reden.  H. 

Lehrbuch  der  Physik  für  die  oberen  Classen  der  Gymnasien  und 
Realschulen.  Von  Fr.  Jos.  Pisko,  Director  der  Staatsrealschule  in 
Sechshaus  bei  Wien.  Vierte,  verbesserte  und  theilweise  umgearbeitete 
Auflage.  Mit  377  im  Texte  aufgenommenen  Holzschnitten.  Brunn 
1877.    Carl  Winiker.    453  S. 

Das  Lehrbuch  geht  etwas  reichlicher  auf  die  quantitativen  Ele- 
mente ein  und  bietet  dadurch  dem  Schüler  Gelegenheit  zur  Selbst- 
tätigkeit; nur  ist  es  mit  sehr  geringer  Sorgfalt  bearbeitet:  Fehler  wie 
der  auf  Seite  72.,  wo  der  Schwerpunktsbegriff  ohne  Rücksicht  auf 
Lagenänderung  des  Körpers  erörtert  wird,  als  ob  er  schon  durch  das 
Gleichgewicht  der  Schwere  in  einer  Lage  bestimmt  wäre,  kommen 
häufig  vor.  Gleichwie  hier  werden  oft  die  notwendigen  Bestimmungen 
erst  einzeln  im  weitern  Verlauf  hinzugebraeht  und  zwar  ohne  orien- 
tirende  Hinweisung,  so  dass  man  aus  vi^^len  Stellen  zusammensuchen 
muss,  was  gleich  anfangs  hätte  vollständig  gesagt  werden  können. 
Ganz  besonders  gilt  dies  von  den  Aufstellungen  in  Betreff  der  Kräfte. 
Manche  (z.  B.  Reis  s.  oben)  haben  es  einen  nicht  abzuändernden 
Uebelstand  genannt,  dass  „ Kraft ^'  in  so  verschiedenem  Sinne  gesagt 
wird.  Natürlich  ist  es  nur  die  Schuld  des  einzelnen  Schriftstellers 
oder  Lehrers,  wenn  er  den  Misbrauch  nachahmt,  und  Effect  und  ani- 
malische Kraft,  d.  i.  Effect  in  der  Zeiteinheit,  mit  Zug  und  Druck, 
dem  allein  der  Name  Kraft  zukommt,  gleich  benennt;  denn  wir  be- 
sitzen die  unterscheidenden  Wörter.    Allein  der  Hauptgrund  des  Mis- 
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brauchs  liegt  wol  darin,  dass  die  nnklare  Begriffsmischang  denen  eine 
Handhabe  bietet,  welche  ihre  Deductionen  mehr  auf  leichte  Znstim- 
mnng  als  auf  £\idenz  einrichten.  Wieweit  ein  solches  Motiv  im 
Vorliegenden  zugrunde  liegt,  mag  unentschieden  bleiben.  Die  Begriffe 
werden  factisch  in  Vermischung  gehalten;  der  Verfasser  sorgt  im 
einzelnen  dafür,  dass  er  dem  Urteil  entgeht,  etwas  falsclies  gesagt  zu 
haben,  er  sorgt  aber  nicht  dafür,  dass  der  Schüler  richtig  scheiden 
und  die  Beweise  controlircu  lernt  Bei  Herleitung  der  Gesetze  der 
Centralbewcgung  wird  sogar  der  Schüler  zu  der  falschen  Meinung 
verleitet,  das  Parallelogramm  der  Kräfte  gelte  auch  vom  Stosse.  Der 
Eundigo  sieht  freilich  aus  dem  Folgenden,  dass  im  Grunde  nur  Be- 
wegungen, nicht  Kräfte  zusammengesetzt  werden.  Das  Ganze  ist  sehr 
entfernt  ein  Muster  von  Methode  abzugeben.  H. 

Chemische  Erscheinungen.  Ein  Anhang  zu  A.  Trappe's  Schnl- 
Physik.  Bearbeitet  von  Dr.  Gustav  Stenzel,  Oberlehrer  an  der 
Bealschulo  am  Zwinger  zu  Breslau.  Mit  8  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen.    Breslau.    Ferdinand  Hirt    36  S. 

Das  Buch  von  Trappe,  dessen  Anhang  das  Gegenwärtige  bilden 
soll,  ist  im  236.  litt  Ber.  besprochen.  Es  werden  die  wichtigsten 
34  einfachen  Stoffe,  anfangend  mit  Wasserstoff,  Chlor,  Sauerstoff, 
aufgeführt,  von  jedem  die  Haupteigenschaften  genannt,  beim  Sauer- 
stoff die  Lehre  von  den  Verbindungen  erörtert  und  eine  kleine  An- 
zahl von  Versuchen  angegeben.  Die  Bestimmung  ist  daher  wol  nnr 
den  Schülern  eine  vorläufige  Vorstellung  von  den  Gegenständen  der 
Chemie  zu  verschaffen.  H. 
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CCXLIL 


Methode  und  Principien. 

Dio  Axiome  der  Geometrie.  Eine  philosophische  UatersucLung 
der  Ricmann-Helmholtz'schen  Eaumtheoric.  Von  Dr.  Benno  Erd- 
mann, Privatdocenten  der  Philosophie  an  der  Universität  zu  Berlin. 
Leipzig  1877.    Leopold  Voss.    174  S. 

Die  vorliegende  Schrift  zeichnet  sich  als  philosophisches  Erzeug- 
niss  in  hohem  Grade  aus,  wenn  gleich  es  nur  Anfänge  von  bester 
Vorbedeutung  sind,  welche  dieselbe  einer  Beachtung  besonders  wert 
machen.  Zunächst  ist  sie  die  erste  Antwort,  welche  den  aus  den 
exacten  Wissenschaften  hervorgegangenen  philosophischen  Theorien 
von  Seiten  eines  wirklich  befähigten  Vertreters  der  Fachphilosophie 
znteil  wird.  Ohne  mathematische  Bildung  wird  wol  niemand  eine 
solche  Befähigung  erlangen ;  doch  hat  man  bei  der  in  Eede  stehenden 
nicht  sowol  an  mathematische  Kenntnisse  als  vielmehr  an  diejenige 
gesundere  Logik  zu  denken,  welche  allein  Frucht  exact  wissenschaft- 
licher Fachstudien  sein  kann  und  sich  von  der  an  den  formalen  Be- 
dingungen klebenden  gemeinen  Logik  durch  sehr  sichtliche  Ueber- 
legeubeit  unterscheidet.  Hierhin  gehört  vor  allem  das  reservirto  Urteil, 
welches  plausibele  Schlüsse  verschmäht  und  sich  nicht  auf  allgemeinen 
festen  Glauben  verlässt,  eine  Eigenschaft  die  gegenüber  dem  Ehrgeiz 
weitgrcifeudcr  Schlüsse  nicht  hoch  genug  geschätzt  werden  kann. 
Obwol  aber  der  Verfasser  sich  selbst  sehr  frei  von  Vorurteilen  er- 
halten hat  —  bis  zu  welcher  Grenze  ist  nicht  wol  zu  erkennen  —  so 
hat  er  doch  nicht  mit  dem  Vorurteil  gebrochen,  vielmehr  bewegt  sich 
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seine  ganze  Darstellung  in  der  Sphäre  der  Kant'schen  Vorurteile,  die 
er  nicht  zu  teilen  scheint,  die  er  jedoch,  sei  es  auch  manchmal  nur 
stylistisch,  benutzt,  vermutlich  um  von  den  darin  befangenen  Lesern 
besser  verstanden  zu  werden.  Zum  Teil  mag  dies  mit  Glück  ge- 
schehen sein,  zum  Teil  aber  vermindert  sich  auch  dadurch  die  Leistung 
bedeutend.  Das  erstere  gilt  von  den  beiden  ersten  Capiteln:  „Zur 
Entwickelungsgeschichte  des  Axiomensystems"  und  ,4)ie  Axiome  der 
Euklidischen  Geometrie"  —  besonders  bemerklich  im  zweiten,  das 
letztere  in  den  beiden  übrigen:  „Philosophische  Consequenzen"  und 
„Grundzüge  einer  Theorie  der  Geometrie".  Das  zweite  Capitel  be- 
ginnt mit  Stellung  der  Aufgabe  den  Baum  zu  definiren.  Nach  ge- 
wöhnlichen Begriffen  erfordert  die  Definition  ein  Allgemeineres,  unter 
welches  das  Object  zu  subsumiren  ist;  der  Baum^aber  ist  individuell 
und  doch  kein  Individuum  aus  einer  Gattung.  Nach  praktischem 
Gesichtspunkt  folgt  daraus  natürlich,  dass  der  gewöhnliche  Begriff  der 
Definition  von  keiner  Anwendung  auf  den  Baum  ist,  und  wir  den 
Zweck  der  Definition  nicht  ausser  Acht  lassen  dürfen,  um  die  dem 
Gedanken  entsprechende  Form  der  Begriffsbestimmung  zu  finden.  Der 
Zielpunkt  des  Verfassers  lag  aber  ganz  wo  anders  als  in  einer  cor- 
recten  Begriffsbestimmung;  ihm  kam  es  auf  Beleuchtung  der  Bedeutung 
der  vorliegenden  Begriffserweiterung  an,  die  in  den  Biemann-Hehn- 
holtz'schen  AufstelluDgen  bereits  in  bestimmter  Bichtung  vollzogen 
war.  Hierzu  bot  sich  ihm  die  zwar  nicht  sachlich  richtige,  sondern 
im  Grunde  nur  stylistische,  zur  Vereinfachung  brauchliche  Motivirung 
in  der  formellen  Forderung  der  Definition  dar.  Er  macht  aus  der 
Definition  des  Baumes  ein  Problem  und  lässt  die  Erweiterung  des 
Begriffs  als  Weg  zur  Lösuug  erscheinen,  was  wol  schwerlich  seiner 
ernsten  Meinung  entsprechen  wird.  Es  leuchtet  gewiss  sofort  die  Ver- 
kehrtheit ein,  wenn  jemand  in  den  Anfangsgründen  der  Geometrie, 
um  jener  formellen  Forderung  zu  genügen,  den  Kreis  als  specielle 
Ellipse  definiren  wollte.  Anscheinend  subsumirt  zwar  auch  die  ge- 
wöhnliche Definition,  die  den  Kreis  eine  krumme  Linie  von  constantem 
Gentralabstand  nennt;  allein  hier  ist  die  krumme  ]jinie  nur  ein  in- 
differenter Titel,  das  Erkenntnissmomeut  liegt  im  constanten  Abstand, 
und  beiläufig  wird  zu  einer  künftigen  Bildung  des  Curvenbegriffs  mit 
einer  Instanz  ein  Anfang  gemacht.  Nur  weil  die  Definition  der  psychi- 
schen Genesis  Bechnung  trägt,  wird  sie  für  annehmbar  gehalten,  eme 
solche,  die  bloss  formelle  Bediugungen  erfüllt,  würde  die  Schuldoctrin 
verwerfen.  Diese  psychische  Genesis  aber  ist  es,  was  der  Verfasser 
ganz  und  gar  bei  Seite  lässt;  er  begnügt  sich  mit  äusseren  Ver- 
gleichungspunkten im  Gebiete  fertiger  Ideen.  Verglichen  wird  die 
geordnete  räumliche  Anschauung  mit  der  analytischen  Darstellung 
einer  mehrfach  ausgedehnten  Maunichfaltigkeit;  beide  decken  sich 
teilweise,  doch  wird  die  letztere  nicht  durch  die  Grenzen  der  ersteren 
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beschränkt  und  befähigt  uns  demgemäss  auch  den  Begriff  des  Raumes 
in  ideeller  Auffassung  zu  erweitem,  zunächst  also  die  Beschränkung 
auf  3  Dimensionen  aufzuheben,  dadurch  vermittelt  aber  auch  die  Be- 
deutung der  Bedingungen,  durch  welche  die  räumlichen  Gebilde  be- 
stimmt sind,  in  grösserem  Umfange  aufzufassen,  was  sich  schon  bei 
3  Dimensionen  gegenüber  der  Planimetrie  geltend  macht  Wenn  nun 
der  Verfasser  am  Schlüsse  des  1.  Capitels  von  seiner  Aufgabe  spricht, 
„die  mathematischen  Entwickelungen,  die  zur  Aufstellung  des  Axiomen- 
systems geführt  haben,  einer  Prüfung  zu  unterziehen,  die  ihre  ana- 
lytische Berechtigung  und  anschauliche  Bedeutung  zum  Gegenstande 
hat"  —  so  ist  in  der  Tat  von  einer  solchen  Prüfung  nichts  zu  sehen ; 
hierzu  würde  ein  Eingehen  auf  das  mathematische  Detail  und  ein 
Aufnehmen  psychologischer  Gesichtspunkte  schwerlich  zu  entbehren 
gewesen  sein.  Die  Darstellung  geht  in  keinem  Punkte  über  die  in 
fremden  Arbeiten  gegebenen  Momente  hinaus;  doch  bot  schon  deren 
Wiedergabe  in  verständlichem  Zusammenhang  hinreichenden  Stoff, 
und  man  wird  darin  gern  eine  Leistung  anerkennen.  War  nun  bis 
dahin  die  gewählte  formell  logische  Verbindung  so  indifferent  und  dem 
wirklichen  Gegenstand  fremd  und  doch  der  Hervorhebung  und  Schat- 
tirung  günstig  wie  die  Farbe  einer  Bildsäule,  so  hörte  sie  offenbar 
auf  gleichgültig  zu  sein,  wo  der  Verfasser  zu  den  philosophischen 
Consequenzen  überging.  Hier  wird  das  ganze  Ergebniss  des  Räsonne- 
ments  dadurch  entstellt  und  verschoben,  dass  er  die  Disjunctionen 
und  logischen  Verhältnisse  von  seinen  Gegner  Kant  ohne  alle  Prüfung 
aufnimmt.  Kant  hat  in  der  Kritik  der  reinen  Vernunft  nicht  nur 
keine  Auskunft  über  den  Sinn  seines  Apriori  gegeben,  softdem  das- 
selbe auch  in  nebelhafter  Verschwommenheit  bald  mit  Notwendigkeit, 
bald  mit  Allgeraeinheit,  bald  mit  Ui*sprünglichkeit,  bald  mit  Sub- 
jectivität  permutirt  und  gleichwie  selbstverständlich  als  identisch  be- 
trachtet. Das  aber  leuchtet  auch  unausgesprochen  aus  allem  hervor, 
dass  er  die  Vernunft  als  constant,  jeder  Genesis  unfähig  ansieht:  es. 
kann  davon  nur  unverändert  zur  Erscheinung  und  Besinnung  gelangen, 
was  latent  vorher  da  war.  Dass  er  mit  der  Genesis  auch  die  Mög- 
lichkeit aller  Erklärung  und  dadurch  das  Recht  alles  Urteils  über  den 
Ursprung,  leugnet,  ist  ihm  nicht  eingefallen.  Das  Apriori,  d.  i.  das 
Stammen  aus  der  Vernunft,  steht  daher  zur  Erfahrung  factisch  in 
keinem  andern  Gegensatz  als  die  absolute  Unkenntniss  zur  teilweisen 
Kenntniss  oder  Forschung.  Indem  der  Verfasser  (auf  S.  91.)  direct 
die  Frage  aufnimmt,  „ob  der  Inhalt  der  Raumvorstellung  in  nati- 
vistischem  Sinne  a  priori  oder  in  empiristischem  a  posteriori  erworben 
wird"  •—  tiberspringt  er  die  Hauptsache,  die  Prüfung  der  Disjunction 
selbst.  Auf  Grund  des  fingirten  Gegensatzes  scheint  die  Argumen- 
tation, welche  zur  Entscheidung  nach  letzterer  Seite  hin  führt,  eine 
äusserst  klare   und  treffende  zu  sein.    „Aus  den  bekannten  Gesetzen 
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unserer  sinnlichen  Wahrnehmungen  können  wir  die  Reihe  der  sinn- 
lichen Eiödrücke  herleiten,  welche  eine  sphärische  oder  pseudosphäri- 
sche Welt  uns  gehen  würde,  wenn  sie  existirte.  Da  demnach  andere 
Erfahrungen  den  Inhalt  unserer  Raumvorstellungen  ebenfalls  ver- 
ändern würden,  so  ergieht  sich,  dass  unsere  Raumanschauung  nicht 
unabhängig  von  aller  Erfahrung  gegeben  sein  Itann,  dass  sie  eine 
empirische  Vorstellung  sein  muss."  Dem  Beweise  fehlt  in  der  Tat 
nichts  als  der  Gedanke  des  Gegenteils,  das  bestritten  werden  soll; 
in  Ermangelung  eines  solchen  Gedankens  aber  fällt  er  in  nichts  zu- 
sammen. Es  ist  auch  so  wenig  ein  Schritt  zu  einer  bessern  Erkennt- 
niss  als  es  eine  Naturerklärung  angebahnt  haben  würde,  wenn  jemand 
dem  Zeus  die  Bewirkung  des  Donners  bestritten,  ihn  aber  sonst  still- 
schweigend als  Urheber  des  Wetters  gelten  gelassen  hätte.  Wir  können 
in  dem  Resultat,  wie  es  hier  gefasst  ist,  kein  Betreten  einer  wissen- 
schaftlichen Bahn,  sondern  nur  eine  Reform  innerhalb  eines  abergläu- 
bischen Cultus  (des  Apriori)  sehen.  Der  Verfasser  mag  von  dessen 
Nichtigkeit  überzeugt  sein  und  denken,  auf  eine  Null  mehr  oder 
weniger  komme  es  nicht  an.  Dass  aber  hier  die  Null  so  zu  sagen 
nicht  Addend,  sondern  Factor  ist,  zeigt  sich,  sobald  man  nur  einigcr- 
massen  den  psychischen  Hergang  zuzieht  Die  Schrift  umgeht  näm- 
lich die  Frage  ganz:  Können  wir  zu  der  analytischen  Darstellung  einer 
geordneten,  stetig  erweiterten  mehrfachen  Mannichfaltigkeit  ohne  Hülfe 
des  empirischen,  aus  der  sinnlichen  Wirklichkeit  entnommenen  Raumes 
gelangen?  Dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  zeigt  erstlich  der  Versuch. 
Ohne  Zuziehung  des  Raumes  können  wir  eine  geordnete  Zahlenreihe 
nur  mit  Hülfe  der  Zeit,  aber  auch  damit  nicht  die  Beziehung  mehr- 
facher Ausdehnung  bilden.  Zweitens  ist  auch  dem  analytischen  Be- 
griflf  der  erweiterten  Geometrie  eine  Schranke  geblieben,  die  er  vom 
euklidischen  Räume  aufnehmen  muss,  die  indes  auüiallenderweise  alle 
Bearbeiter  solcher  Theorien  ausser  Acht  gelassen  haben.  Alle  Ge- 
bilde mehrfacher  Ausdehnung  haben  nur  dadurch  bedingt  einen  Sinn, 
dass  irgend  eine  «fache  Mannichfaltigkeit  linear  ist,  gleich  dem 
Räume  der  euklidischen  Gebilde.  Obgleich  diese  Zahl  »  in  ihren 
Formeln  enthalten  ist,  betrachten  jene  Autoren  doch  ihre  Geometrie 
als  eine  absolute.  So  sorgfältig  nun  auch  Erdmaun  nach  Vorgang 
von  Helmholtz  jede  Aeusserung  darüber  gemieden  hat,  ob  er  das  ana- 
lytische Erzeugniss  als  empirisch  oder  rationalistisch  ansehe,  so  kann 
die  Kritik  an  der  Frage  nach  dessen  Ursprung  nicht  vorbeigehen- 
Jenes  Schweigen  ist  eine  Schonung  dos  unter  Kantianischen  Philo- 
sophen und  Mathematikern  herrschenden  Vorurteils,  welche  selbst 
durch  den  Nachweis  des  empirischen  Ursprungs  des  Raumbegriffs 
nicht  darauf  aufmerksam  werden,  dass  ihr  Glaube  an  das  Apriori  der 
mathematischen  Begriffe  nichts  als  ein  Glaube  ohne  Grund  war,  der 
vor  der  Forschung  zurückweicht,  die  eben  dadurch,  dass  sie  jetzt 


Digitized  by 


Google 


Litterarischer  Bericht  CCXLJL  19 

nach  Beweisen  für  die  Notwendigkeit  des  vulgären,  beschränkten 
Ranmbegriffs  soeben,  verraten,  dass  von  Kant  bis  dahin  niemand  an 
Begründang  gedacht  hat,  eine  Schonung  die  dem  klaren  Einblick  in 
die  Sache  äusserst  hinderlich  ist.  Erkennt  man  an,  dass  der  ana- 
lytische, weitere  Raumbegriff  selbst  empirisch  gewonnen  und  auf  den 
euklidischen  basirt  ist,  so  folgt  daraus  die  Notwendigkeit  der  eukli- 
dischen Geometrie  für  alle  Fälle,  selbst  wenn  künftig  beobachtete 
Tatsachen  uns  zur  Uebersclireitung  der  euklidischen  Grenzen  zwingen 
sollten.  Diese  Notwendigkeit  ist  aber  in  einer  Hinsicht  das  diametrale 
Gegenteil  der  cartesischen,  welche  die  Kantianer  im  Sinne  haben,  die 
noch  immer  in  der  Meinung  befangen  sind,  die  Notwendigkeit,  in  der 
der  Geist  sich  findet,  bestimme  auch  die  Tatsachen  der  Natur.  Sie 
wird  vielmehr  dem  Geiste  durch  seinen  Zweck  auferlegt,  den  eben 
jene  Tatsachen  bestimmen.  Nach  cartesischem  Vorurteil  hat  der 
Raum  nur  3  Dimensionen,  wenn  der  Geist  nicht  mehr  als  3  denken 
kann.  Das  ist  aber  grundlos  und  irrig«;  der  Geist  muss  die  Tatsachen 
anerkennen,  auch  wenn  er  sie  nicht  begreift,  und  dann  seine  Fähig- 
keiten zu  erweitern  suchen,  um  sie  zu  begreifen.  Im  vorliegenden 
Falle  geht  nun  die  Erweiterung  der  Denkfähigkeit  dem  Zwange  der 
Tatsachen  voraus:  noch  ist  keine  Abweichung  der  Dreieckswinkel- 
summe entdeckt,  und  schon  sind  wir  für  den  Fall  der  Entdeckung 
mit  einer  Theorie  gerüstet.  Aber  die  Theorie  steht  durch  ihre  Grund- 
begriffe auf  dem  Boden  eines  linearen  (ebenen)  Raumes,  der  also  als 
Basis  aller  Raumtheorie  nie  in  Frage  kommen,  vielmehr  allein  sich 
als  unzureichend  erweisen  kann.  Wenn  also  Erdmann  (S.  170.)  sagt, 
für  jenen  Fall  würde  eine  berichtigte  Raumvorstellung  den  Inhalt  der 
geometrischen  Untersuchung  bilden,  so  stellt  er  damit  die  Sache  in 
ein  unrechtes  Licht,  als  ob  eine  Yertauschung  der  euklidischen  Geo- 
metrie mit  einer  andern  in  eventueller  Aussicht  stünde.  Einen  linearen 
Raum  kann  keine  Geometrie,  auch  die  Bolyai'sche  nicht  umgehen. 
Ob  wir  die  dritte  Dimension  zur  Grundlegung  entbehren  könnten, 
und  nicht  etwa  die  analytischen  Raumbegriffe  auf  solcher  Basis  zu 
beschränkt  ausfallen  würden,  mag  unentschieden  bleiben;  jedenfalls 
erleichtert  uns  die  mit  Hülfe  der  Gesichtseindrücke  erworbene  Drei- 
dimensionen-Anschauung die  Bildung  der  Grundbegi-iffe.  Diese  Hülfe 
hört  auf,  sobald  wir  mehr  als  dreifache  Mannichfaltigkeit  untersuchen, 
und  die  aus  der  dreifachen  herrührenden  Begriffsbeschränkungen 
übertragen  sich  auch  auf  alle  Erweiterungen.  So  stellt  sich  das  sach- 
liche Verhältniss  überall  anders  dar,  wenn  man  die  Genesis  der  Vor- 
stellungen und  Begriffe  zu  Rate  zieht,  als  es  nach  der  oberflächlichen 
Kant'schen  Logik  erscheint.  Letztere  vermag  wol  darzutun,  was  auf 
dem  Boden  der  vulgären  Meinung  steht,  aber  nicht  über  Principieu 
zu  entscheiden.  Dies  wird  gewiss  der  Verfasser  empfunden  haben: 
so  vielen  richtigen  Urteilen  man  auch  in  der  Schrift  begegnet,  die 


Digitized  by 


Google 


20  LitUrarischtr  Bericht  CCXLIL 

einen  der  vulgären  Meinung  nicht  entsprechenden,  tiefern  Einblick 
kund  geben,  so  ist  doch  kein  einziges  zur  Evidenz  gebracht,  jedes 
erscheint  als  persönliche  Ansicht;  daher  möchte  auch  eine  Mitteilung 
der  einzelnen  der  Sache  nicht  förderlich  sein.  Wer  nur  das  reich 
gegliederte  Inhaltsverzeichniss  gelesen  hat,  muss  das  Vorstehende  fär 
einen  sehr  einseitigen  Bericht  halten.  Allein  von  dieser  Gliederong 
ist  in  der  Ausführung  nichts  zu  finden;  auch  die  Schrift  selbst  bleibt 
bei  dem  einen,  hier  besprochenen  Thema  stehen.  Hoppe. 

Die  Bedeutung  der  Pangeometrie.  Mit  Bezug  auf  den  Aufsatz: 
„Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen  Axiome, 
von  Helmholtz,  Berlin,  April  1876".  Von  Schmitz-Dumont  Mit 
Holzschnitt  im  Text    Leipzig  1877.    Erich  Koschny.    47  S. 

Das  Beste,  was  diese  Schrift  enthält,  ist  entschieden  die  in  den 
ersten  Abschnitten  an  der  Helmholtz'schen  Darstellung  geübte  Kritik. 
Nach  der  früheren  Schrift  desselben  Verfassers,  „Zeit  und  Raum  etc." 
(besprochen  im  232.  litt.  Ber.  S.  41.)  in  welcher  er  mit  Waffen  der 
speculativen  Philosophie  erfolglos  gegen  Gauss  und  Riemann  pole- 
misirte,  musste  es  höchlich  überraschen  ihn  hier  auf  den  Boden  der 
psychischen  Beobachtung  zu  finden,  wo  es  ihm  leicht  wird  die  Schwächen 
der  Helmholtz'schen  Betrachtungsweise  zu  enthüllen,  leicht  einmal  weil 
er  die  fremde  Beobachtung  benutzt,  dann  weil  er  nicht  wio  Helmholtz 
damit  ein  positives  Ziel  verfolgt  Denn  in  der  Tat  unternimmt  er  mit 
keinem  Worte  die  äusserst  klar  nachgewiesenen  Mängel  zu  verbesseni, 
sein  Sieg  über  den  Mathematiker  soll  bloss  die  Angriffe  fern  halten, 
denen  er  von  dieser  einen  Seite  sich  ausgesetzt  fand,  ihn  rechtf^geo, 
wenn  er,  wie  im  weitern  geschieht,  die  Beobachtung  verlässt  und  in 
die  speculative  Philosophie  zurückverfällt.  Ein  näheres  Eingehen  auf 
seine  Kritik  hat  der  Verfasser  dadurch  sehr  begünstigt,  dass  er  die 
Stellen,  auf  die  sie  sich  bezieht,  in  extenso  wiedorgiebt.  An  erster 
Stelle  führt  Helmholtz  aus,  wie  Wesen,  die  auf  einer  Fläche  lebten, 
ihrem  Räume  nur  2  Dimensionen  zuschreiben,  und  unfähig  sein  würden 
sich  von  einem  Heraustreten  aus  der  Fläche,  auf  die  sich  alle  Wahr- 
nehmungen bezögen,  eine  Vorstellung  zu  machen.  Er  erklärt,  was 
er  unter  „Vorstellung'*  versteht,  fasst  dieselbe  jedoch  als  reine  Repro- 
duction  auf.  Schmitz-D.  erinnert  hiergegen,  dass  die  VorsteDung  auf 
transformirenden  Geistesacten  beruht,  scheint  aber  gleichwie  Helm- 
holtz keine  Ahnung  davon  zu  haben,  dass  von  der  Wahrnehmung  ganz 
dasselbe  gilt.  Er  meint  mit  der  Wahrnehmung  die  unmittelbar  ge- 
gebene sinnliche  Tatsache  bezeichnet  zu  haben;  hierauf  nämlich  allem 
stützt  sich  seine  Unterscheidung  von  der  Vorstellung.  In  Wirklich- 
keit werden  aber  nicht  diese,  sondern  stets  transformirte  Gebilde, 
nahezu  meist  gleich  der  entwickeltsten  Vorstellung,  wahrgenommen, 
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und  der  Unterschied  liegt  vielmehr  darin,  das»  die  Wahrnehmung  an 
der  Tatsache  haftet,  die  Vorstellung  sich  davon  sofort  unabhängig 
macht  Dies  gehört  so  wesentlich  zum  Begriff  in  allen  Beziehungen, 
dass  man  in  diesem  Punkte  dem  Philosophen  keine  Aenderung  der 
Terminologie  gestatten  kann  ohne  alle  Verständigung  zunichte  zu 
machen.  Dass  nun  trotz  der  Täuschung,  die  der  Unterscheidung  zu- 
grunde liegt,  der  Einwand  in  Kraft  bleibt,  lässt  sich  leichter  in  Ver- 
bindung mit  dem  Folgenden  zeigen.  Im  zweiten  Citat  entwickelt 
Helmholtz  die  Gestaltung  der  geometrischen  Begriffe  für  Wesen,  die 
auf  eine  Kugelfläche  beschränkt  wären.  Der  Begriff  der  Aehnlichkeit 
würde  ihnen  ganz  fehlen,  und  ihre  Axiome  würden  andere  sein,  als 
die  der  Wesen  auf  der  Ebene.  Schmitz-D.  zeigt,  dass  die  Incon- 
venieuzen  (mit  Unrecht  nennt  er's  Widersprüche),  in  denen  sich  solche 
Wesen  befänden,  diese  nach  allerhand  Versuchen  dahin  führen  würden 
die  dritte  Dimension  hypothetisch  einzuführen  und  eine  der  Euklid- 
scheu  adäquate  Geometrie  zu  bilden.  Helmholtz  identificire  fälsch- 
lich, hier  wie  oben,  die  Wahrnehmung  mit  der  Vorstellung.  Wahr- 
nehmung ist  hier  das  unrechte  Wort;  denn  nach  Erwerbung  der 
Vorstellungsfähigkeit  in  S.Dimensionen  wird  jede  Wahrnehmung  dieser 
gemäss  ausfallen.  Was  er  meint,  ist  der  gegebene  Sinneseindruck; 
nach  dieser  nominellen  Berichtigung  ist  in  der  Tat  ein  wesentlicher 
Irrtum  in  der  Helmholtz'schen  Aufstellung  enthüllt.  Es  ist  nur  auf- 
fallend, dass  Schmitz-D.  an  zwei  naheliegenden  Punkten  vorbeigeht, 
die  seiner  Ausführung  eine  reelle  Stütze  bieten,  wie  man  sie  bei  seiner 
Argumentation  in  schwebenden  Ideen  wol  noch  vermissen  möchte. 
Wäre  es  erstens  apodiktisch  richtig,  dass  Wesen  von  sphärischer 
Existenz  keine  Planimetrie  schaffen  könnten,  so  würden  auch  Wesen, 
die  in  sphärisch  gekrümmtem  Räume  lebten,  keine  Euklidische  Stereo- 
metrie bilden  können.  Da  die  Menschen  eine  solche  besitzen,  so 
hätte  Helmholtz  den  Beweis  geliefert,  dass  der  wirkliche  Baum  ein 
linearer  sein  muss,  was  weder  seiner  Ansicht  entspricht  noch  für 
erwiesen  gelten  kann.  Zweitens  ist  der  gedachte  Fall  ausschliesslich 
sphärisch  gegebener  Sinnlichkeit  kein  imaginärer,  sondern  der  wirk- 
liche. Unsere  unmittelbar  empfangenen  Gesichtsbilder  sind  sphärisch 
geordnet  und  nur  nach  2  Dimensionen  ausgedehnt;  dennoch  bilden 
wii*  daraus  die  Vorstellung  von  3  Dimensionen,  und,  wie  gegen 
Schmitz-D.  zu  bemerken  ist,  auch  die  Wahrnehmungen  sind  der  glei- 
chen Transformation  gemäss  körperlich  gestaltet.  Auf  die  Betrachtung 
des  Weges  dieser  Transformation,  welche  die  ganze  Frage  klar  legen 
würde,  wollen  sich  leider  beide  Gegner  nicht  einlassen.  Der  Verfasser 
schViesst  nun  seine  Widerlegung,  nlit  der  sein  Ziel  erreicht  ist,  und 
knüpft  nur  noch  interessante  Bemerkmigcu  an  H's.  weitere  Aus- 
führungen. Viel  schwächer  zeigt  sich  seine  Logik  in  den  3  letzten 
Abschnitten,  wo  er  die  Riemann'scho  Baumtheorie  eingehender  be- 
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trachten  will;  oft  scheint  er  den  Sinn  der  Aufstellungen  nicht  zu 
verstehen,  seine  Bemängelungen  sind  resultatlos  und  endigen  meist 
mit  Berufung  auf  seine  frühere  Schrift,  in  der  man  dann  das  Behaup- 
tete noch  weniger  dargetan  findet.  Hoppe. 


Von  den  Elementen  und  Grundgcbilden  der  synthetischen  Geo- 
metrie. Versuch  einer  Erweiterung  der  Lehre  von  den  Formen 
unserer  Raumanschauung.  Von  K.  Rudel,  Rector  der  kgl.  Gewerb- 
schule in  Bamberg.    Bamberg  1877.    Schmidt.    28  S. 

Die  Schrift  besteht  aus  2  Teilen  tiberschrieben:  Betrachtangen 
vom  Standpunkte  1)  gewöhnlicher  —  2)  einer  höheren  Form  der  — 
Raumanschauung  aus.  Im  ersten  werden  als  Grundgebilde  aafgefahit 
und  erklärt:  Punkt,  Strahl,  Ebene,  Strahlen-  und  EbenenbOsche}, 
Punkt-  und  Stralilenbündel,  Punktbund  (räumliches  Gebilde),  und 
nach  Annahme  bestimmter  genetischer  Beziehung  zwischen  allen,  und 
von  einer  unendlichen  Anzahl  n  im  Ebenenbüschel  enthaltener  Ebenen 
die  Anzahlen  der  Elemente  der  übrigen  Gebilde  abgeleitet.  Im  zwei- 
ten Teil  wird  die  Anzahl  der  Dimensionen  von  3  definitiv  auf  4  er- 
weitert, es  giebt  nun  eine  Mehrheit  dreifach  ausgedehnter  Räume 
und  ein  einziges  vierfach  ausgedehntes  „All".  Es  werden  dann  die 
nähern  Umstände  der  Lage  der  Gebilde  im  All,  ihre  Schnitte  und 
ihre  relativ  unendlichen  Anzahlen  durch  Analogie  hergeleitet.  Das 
Nachwort  rechtfertigt  die  Betrachtungen  des  2.  Teils  in  vollkommen 
annehmbarer  Weise.  Nur  gegen  eine  Aeussening  haben  wir  um  so 
mehr  Grund  zu  protestiren,  weil  die  darin  kühn  proclamirte  Ansicht 
von  Vielen  geteilt  zu  werden  scheint.  Wenn  der  Verfasser  sagt, 
.  .  .  Geometrie  auf  Grund  directer  Anschauung  zu  erfassen  und  zu 
betreiben  müsse  uns  der  Natur  der  Sache  nach  absolut  und  für 
immer  versagt  bleiben  .  .  .  und  weiterhin  specieller:  „weil  wir 
räumliche  Wesen  sind,  darum  ist  uns  jede  reale  Vorstellung  von 
Gebilden  höherer  als  dritter  Dimension  verschlossen"  —  so  behauptet 
er  mehr  als  er  weiss.  Wer  überhaupt  zeitweilige  Grenzen  der  gei- 
stigen Fähigkeit  zu  ewigen  macht,  der  masst  sich  ein  Urteil  über 
ein  Gebiet  an,  dessen  Kenntniss  ihm  nach  eigenem  Ausspruch  ver- 
schlossen ist.  Ein  solches  Urteil  ist  eben  darum  stets  irrig,  auch 
wenn  es  sich  negirend  verhält.  Hier  insbesondere  liegt  es  sehr  nahe, 
wie  voreilig  die  Behauptung  ist  In  welchem  Sinne  sind  wir  räum- 
liche Wesen?  Die  gegebene  Räumlichkeit  der  Gesichtsempfindungen 
ist  eine  zweifach  ausgedehnte;  hypothetisch  wird  die  dritte  Dimen- 
sion eingeführt;  dennoch  geht  die  intellectuelle  Schöpfuug  (in  frühster 
Kindheit)  in  scheinbar  directe  Anschauung  über.  Warum  sollten  wir 
unfähig  sein  ebenso  hypothetisch  die  vierte  Dimension  einzuführen 
und  uns  die  analoge  Fertigkeit  der  Anschauung  zu  erwerben.    Nur 


Digitifed  by 


Google 


Litterarischer  Bericht  CCXLIL  23 

der  Antrieb  znr  Uebung  fehlt  nns  und  hat  uns  in  der  Kindheit  ge- 
fehlt, weil  alle  sinnlichen  Tatsachen  in  das  eine  lineare  Raumsystem 
von  3  Dimensionen  hineinpassten.  Künftige  Entdeckungen  können 
uns  diesen  Antrieb  liefern-,  nur  solange  als  uns  keine  Tatsachen  zur 
Erweiterung  nötigen,  werden  wir  die  gewöhnliche  Hypothese  als  ein- 
fachste festhalten.  Hoppe. 

Centrische  und  excentrische  Dynamiden.  Elementare  Beiträge 
zu  einer  rationellen  Atomen ■^Lehre.  Von  Dr.  Adolph  Lederer, 
K.  K.  Fregattenarzte.  Mit  einer  lithographirten  Figurentafel.  Wien 
1877.    Alfred  Holder.    61  S. 

Der  Verfasser  kündigt  an,  dass  er  eine  zur  dynamischen  Erklä- 
rung des  Magnetismus  und  der  Elektricität  leitende  Spur  entdeckt 
habe.  Anstatt  aber  seinen  Gedanken  so  klar  und  einfach  als  möglich 
darzulegen,  vexirt  er  den  Leser  durch  endloses  Hinundherschweifen 
in  mannichfaltigen  Betrachtungen  ohne  jegliche  exacte  Auffassung. 
Von  oacillatorischen  Bewegungen  ist  zwar  viel  die  B.ede,  doch  bleiben 
die  Betrachtungen  im  Grunde  von  Anfang  bis  Ende  statische  und 
beruhen  auch  als  solche  teilweise  auf  unrichtiger  Anschauung.  Wissen- 
schaftliche Untersuchung  ist  nicht  vorhanden;  dass*  ein  ungelöstes 
Problem  wie  das  vorliegende  für  populäre  Darstellung  ganz  ungeeignet 
ist,  versteht  sich  von  selbst.  H. 

Die  rationellen  Formeln  der  Chemie  auf  Grundlage  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  entwickelt 'von  Baron  N.  Dellingsiiausen. 
Erster  Theil.  Unorganische  Verbindungen.  Heidelberg  1876.  Carl 
Winter.    163  S. 

Der  Verfasser  glaubt  den  Schwierigkeiten  der  chemischen  Frage 
dadurch  zu  entgehen,  dass  er  von  der  gewöhnlichen  Annahme  einer 
Grundverschiedenheit  der  Atome  heterogener  Stoffe  zur  Annahme 
völliger  Gleichheit  aller  Atome  übergeht.  Die  Verschiedenheit  der 
Stoffe  soll  auf  der  blossen  verschiedenen  Vibration  in  stehenden  Wel- 
len beruhen,  welche,  wie  er  in  seiner  früheren  Schrift:  „Beiträge  zur 
mechanischen  Wärmetheorie"  —  entwickelt  hat,  das  Wesen  der  Wärme 
ausmachen.  Die  Schrift  bespricht  das  Verhältniss  seiner  Hypothese 
zu  den  chemischen  Erscheinungen,  geht  aber  auf  dynamische  Unter- 
suchung mit  keinem  Worte  ein  und  bleibt  daher  weit  entfernt  von 
der  Frage,  welche  gelöst  werden  soll.  H. 

Das  System  der  Philosophie  als  exacter  Wissenschaft  enthaltend 
Logik,  Naturphilosophie  und  Geistesphilosophie.  Von  C.  L.  Michel  et. 
Zweiter  Band.    Berlin  1876.    Nicolai.    486  S. 
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D^r  Verfasser  will  den  Tadel,  der  seine  Vorgänger  getroffen  habe, 
dass  sie  die  Fortschritte  der  empirischen  Wissenschaften  zu  sehr 
ignorirt  hätten  und  hinter  ihnen  zurackgeblieben  wären,  so  gut  als 
möglich  von  sich  abwenden.  Er  räumt  demzufolge  auch  ihren  Me- 
thoden und  Disciplinen  eine  kurze  Besprechung  ein.  Es  mag  genügen 
einen  Satz  anzuführen,  um  zu  zeigen,  was  er  sich  bei  denselben  denkt. 
Seite  9.  sagt  er:  „Wenn  dann  freilich  die  hypothetische  Erklärung 
mit  dem  Factum  übereinstimmt,  so  müsste  die  Philosophie  sie 
wol  anerkennen;  sie  hörte  damit  aber  auch  auf,  eine  Hypothese  zu 
sein".  Der  schiefe  Ausdruck  einer  vorher  citirten  physikalischen 
Autorität  rechtfertigt  zwar  formell  die  Aeusserung,  wenn  man  sie  als 
die  eines  Unkundigen  ansieht;  immer  aber  beweist  letztere  die  Be- 
schränktheit seiner  Begriffe  von  der  Bedeutung  einer  Hypothese  und 
dadurch  die  Einseitigkeit  seiner  Philosophie.     Die  Abschnitte  sind: 

1)  die  Mechanik  (darunter  die  Mathematik,  darunter  der  Raum,  die 
Zeit,  Einheit  beider,  dann  die  Mechanik  als  solche,  die  Astronomie), 

2)  die  Physik.  Gern  würden  wir,  wenn  unter  der  Menge  nichts- 
sagender Bemerkungen,  die  an  Neuheit  dem  2  mal  2  ist  4  gleichen, 
sich  eine  charakteristische  Aeusserung  gefunden  hätte,  dieselbe  an's 
Licht  ziehen.  Da  dies  nicht  ist,  so  schliessen  wir  mit  einer  Antwort 
auf  den  Ausspruch  in  der  Vorrede:  wie  die  Philosophie  nie  des  Em- 
pirismus, so  werde  dieser  ebensowenig  der  Philosophie  entbehren 
können.  Die  Möglichkeit,  dass  die  empirischen  Wissenschaften,  und 
mit  ihnen  die  Mathematik,  welche  der  Verfasser  als  „Form  der 
Mechanik"  zu  ihnen  zählt,  durch  die  Philosophie  ergänzt  und  rege- 
nerirt  werde,  bleibe  unbestritten,  und  obwol  die  Eegeneration  nator- 
gemäss  von  innen  heraus  vor  sich  geht,  so  soll  auch  der  Fall  nicht 
ausgeschlossen  sein,  dass  einmal  der  Anstoss  von  aussen  kommt. 
Doch  von  welcher  Philosophie  ist  die  Rede?  Der  hier  dargebotenen 
wird  schwerlich  jemand  eine  solche  Kraft  zuschreiben.  Der  traditio- 
nellen Philosophie,  die  heutzutage  gelehrt  wird,  haben  wir  keinen 
Grund  vorzuwerfen,  dass  sie  sich  um  die  Fortschritte  der  Natur- 
wissenschaften nicht  bekümmerte  —  auf  diese  lenkt  sie  vielmehr  in 
neuster  Zeit  mehr  und  mehr  den  Blick  —  wol  aber,  dass  sie  ihrer 
eigenen  Regeneration  mit  der  Taktik  des  Todtschweigens  aller  Fort- 
schritte auf  ihrem  Gebiete  widerstrebt,  um  ihr  sinkendes  ererbtes 
Ansehen  kümmerlich  noch  für  einige  Jahrzehnte  aufrecht  zu  erhalten. 
Diese  schon  längst  in  einer  Zeitfrage  nach  der  andern,  praktischen 
so  wie  wissenschaftlichen,  jedesmal  ohnmächtig  befundenen  Katheder- 
doctrin  kann  und  soll  keinen  Einfluss  auf  die  exacten  Wissenschaften 
üben;  sie  mag  vielmehr  daran  denken,  erst  Wissenschaft  zu  werden, 
indem  sie  ihre  Anfangsgründe  der  Differenz  der  Schulansichten  ent- 
hebt. Hoppe. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

£l^ments  de  la  throne  des  d^terminants  avec  application  k  Tal^ 
göbre,  la  trigonom6trie  et  la  g^ometrie  analytique  dans  le  plan  et 
dans  Tespace  ä  Tasage  des  classes  de  math^matiques  speciales.  Par 
G.  Dostor,  Docteur  6s  Sciences,  Professeur  de  M6canique  ration- 
nelle  ä  la  Facalt6  des  Sciences  de  TUniversit^  catholiqne  de  Paris, 
Membre  de  la  Soci^t^  matb6matique  de  France.  Paris  1877.  Gantbier- 
Villars.    352  S. 

Das  voriiegende  Buch  nmfasst  allseitig  die  Principien  der  Deter- 
minantentheorie mit  reichhaltiger  Zuziehung  des  Wissenswerten,  und 
ist  überdies  mit  besonderer  Sorgfalt  und  viel  Geschick  für  leichtes 
und  gründliches  Yerständniss  der  Anfänger  bearbeitet,  so  dass  es  sich 
in  hohem  Grade  für  Schul-  und  Selbstunterricht  empfiehlt.  Die  ge- 
wandte und  concinne  Darstellung,  die  Einfachheit  des  Stiles  und  die 
sichere  Logik,*  welche  die  früheren  Arbeiten  des  Verfassers  auszeichnen 
und  angenehm  machen,  bewähren  sich  auch  in  der  gegenwärtigen. 
Besonders  im  Anfang  bei  der  Begriffserklärung  findet  Berücksichtigung 
verschiedener  Auffassung  und  Methode  statt,  und  es  wird  dieselbe 
Sache  von  mehreren  Seiten  beleuchtet  und  abgeleitet;  weiterhin  hat 
sich  der  Verfasser  mehr  und  mehr  für  eine  ausschliessliche  Methode 
entschieden.  Im  allgemeinen  hat  er  den  grossen  Vorzug  der  directen 
Schlüsse  aus  vollen  Determinanten  vor  der  Rechnung  mit  Unterdeter- 
minanten gehörig  gewürdigt.  Es  leuchtet  ein,  dass  man  zwar  leicht 
in  Unterdeterminanten  zerlegen,  aber  nur  mit  Mühe  dieselben  mit 
gehörigem  Vorzeichen  einfügen  kann,  dass  femer  die  directen  Schlüsse 
weit  belehrender  sind  als  das  mechanische  Zerlegen,  sich  also  für 
den  Unterricht  mehr  eignen,  während  die  Nachprüfung  durch  Unter- 
determinanten dem  Schüler  überlassen  bleiben  kann.  Warum  der 
Verfasser  trotzdem  bei  der  Addition  der  Determinanten  und  der  Auf- 
lösung der  Systeme  linearer  Gleichungen  der  Methode  der  Unter- 
determinanten vor  den  weit  einfachem  directen  Schlüssen  den  Vorzug 
gegeben  hat,  ist  nicht  wol  ersichtlich.  Das  ganze  Werk  besteht  aus 
4  Büchern:  Theorie  der  Determinanten,  Anwendung  auf  Algebra  und 
Trigonometrie,  Anwendung  auf  analytische  Geometrie,  Discriminanten 
und  Invarianten.  Die  Theorie  hat  die  3  Capitel :  Allgemeine  Eigen- 
schaften, Combinationen  und  Eigenschaften  entsprechend  gewissen 
Bedingungen,  Multiplication,  das  erste  die  Paragraphentitel:  Definition 
und  Bezeichnung,  Transformation,  Unterdeterminanten,  Entwickelung, 
das  zweite:  Addition,  Eigenschaften  von  Determinanten  mit  Elementen 
null,  abgekürzte  Kechnung  mit  numerischen  und  algebraischen  Deter- 
minanten. Die  Behandlung  der  Gleichungen  findet  sich  im  2.  Buch. 
Manche  Sätze  sind  Entdeckungen  des  Verfassers.  Die  Litteratur  ist 
unmittelbar  jedem  Satze  beigefügt.  H. 
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Grandzüge  der  systematischen  Einführung  und  Begründung  der 
Lehre  der  Determinanten  vermittelst  geeigneter  Auflösung  der  Grup- 
pen allgemeiner  linearer  Gleichungen.  Von  Dr.  Wilhelm  Matzka, 
jubil.  k.  k.  ord.  ünivers.- Professor,  k.  k.  Regierungsrath,  ordentl. 
Mitglied  der  kön.  böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  (Aus  den 
Abhandlungen  der  k.  böhm.  Ges.  d.  W.  6.  Folge.  9.  Band.)  Prag 
1877.    Verlag  d.  k.  böhm.  Ges.  d.  Wiss.    4<>.    61  S. 

Diese  Arbeit  ist  ein  methodischer  Versuch  jeder  unmotivirten 
Aufstellung  bei  Beginn  der  Determinantenlehre  zu  entgehen.  Es  wer- 
den nun,  um  zur  Determinantenbildung  hinzuführen,  aus  einem  System 
linearer  Gleichungen  nach  einander  5  Unbekannte  nach  Subtractions- 
methode  mit  Verbindung  je  zweier  einander  folgender  Gleichungen 
eliminirt,  und  die  Ausscheidung  einer  Determinante  als  gemeinsamen 
Factors  gezeigt.  Dies  im  successiven  Verlauf  immer  complicirendei 
werdende  Verfahren  führt  jedoch  nicht  zum  Ziele  eines  allgemeinen 
Nachweises  des  Fortschrittsgesetzes,  welches  durch  viele  Betrachtun- 
gen neuer  Art  schliesslich  erreicht  wird.  Im  ganzen  ist  viel  Mühe 
aufgewandt  ohne  den  geringsten  Lohn.  Der  Antrieb  dazu  geht  aus 
einer  sehr  gewöhnlichen  Täuschung  hervor.  Nicht  das  Warum,  son- 
dern das  Was  muss  die  erste  Frage  sein.  Der  Grund  der  Anordnung 
wird  leicht  verstanden,  nachdem  man  die  Sache  und  ihren  Erfolg 
kennen  gelernt  hat.  H. 

lieber  die  Convergenz  gewisser  zur  Darstellung  willkürlicber 
Functionen  dienender  Beihen.  Von  M.  Koppe.  Programm  der 
Andreas-Realschule.    Berlin  1877.    4^.    31  S. 

Der  Verfasser  verallgemeinert  die  Kugelfunctionen,  indem  er  die 
Coefficienten  Pn9(x)  der  Entwickelung  der  Function 

J7^(a,  x)  «  (l  —  2afa; +  «*)-(» 
nach  Potenzen  von  a  untersucht.  Cayley  hatte  schon  das  gleiche 
getan  für  solche  q,  die  Vielfache  von  i  sind.  Die  Function  [/genügt 
einer  partiellen  Differentialgleichung  2.  Ordnung  für  die  Unabhängigen 
er,  a;,  aus  der  dann  P  als  Speciallösung  einer  Gleichung  2.  Ordnung 
für  die  Unabhängige  x  hervorgeht.  Neben  ihr  tritt  als  zweite  Special- 
lösung eine  Function  Q  auf.  Beide  lassen  sich  als  ganze  Functionen 
nten  Grades  einzeln  von  x  und  von  q  darstellen.  Es  wird  dann  eine 
Relation  der  P  entwickelt,  dann  Q  auf  einfachere  Irrationalitäten 
reducirt,  dann  P  für  n  =  oo  untersucht,  dann  P  durch  Eigenschaften 
eines  davon  abhängenden  bestimmten  Integrals  definirt.  Die  folgen- 
den Gegenstände  sind:  die  Verteilung  der  Wurzeln  von  P(cosg?)  =  ö 
auf  das  Intervall  0  bis  ?r,  die  Entwickelung  einer  Function  von  fp 
nach  den  Pp(cosg)).  H. 
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Litterarischer  Bericht 

ccxLm. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Balletino  di  bibliograüa  e  di  storia  delle  scienze  malcmatiche  c 
fisiclio.  Pubblicato  da  B,  Boucompagni.  Tomo  X.  Roma  1877. 
Tipograüa  dclle  sc.  mat.  e  fis. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  ist  folgender. 

1.  Heft.  Ferdinando  Jacoli.  lieber  das  Leben  und  die 
Arbeiten  des  Antonio  Maria  Lorfcna. 

2.  Heft.  Ferdinando  Jacoli.  Ueber  Domenico  Maria  No- 
vara's  Bestimmung  der  Schiefe  der  Ekliptik. 

3.  Heft,  fidouard  Lucas.  Untersuchungen  über  mehrere  Werke 
von  Leonardo  di  Pisa,  und  über  verschiedene  Fragen  der  hohem 
Arithmetik. 

4.  Heft.    Fortsetzung. 

5.  Heft.  Schluss.  —  B.  Boncompagni.  Ueber  die  Summe  der 
vierten  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen. 

6.  Heft.  Antonio  Favaro.  Nikolaus  Copernicus  und  das 
Uuiversitäts- Archiv  von  Padua.  Brief  an  D.  B.  Boncompagni.  — 
M.  Steinschneider.  Berichtigung  einiger  Irrtümer  in  Betreif  des 
arabischen  Mathematikers  Ihn  Al-Banna.  Auszug  aus  einem  Briefe 
an  D.  B.  Boncompagni. 

Publicationsverzeichnisse  im  2.  4.  6.  Heft. 


TeilLXI.    Hefts. 
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Methode  und  Principien. 

Die  Gesetze  der  Anfangsgeschwindigkeit  in  den  Bcweguugcn  der 
Weltkörper.  Eine  Darstellung  der  Ilimmclsbewegungen  mit  Hülfe  der 
einfachsten  Sätze  der  Mathematik. '  Von  C.  A.  Wert  her,  Dr.  phil. 
Rostock  1877.    Wilh.  Werther.    112  S. 

Was  der  Verfasser  will,  lässt  sich  nur  teilweise  erraten;  eine 
deutliche  Auskunft  \yird  nicht  gegeben,  und  aus  den  Resultaten  ist 
kein  Zweck  ersichtlich.  Im  Anfang  tadelt  er,  dass  man  den  -Begrilf 
der  Kraft  zu  eng  fasse.  Hätte  er  statt  dessen  nur  seinen  weiteren 
Begriff  normirt,  so  würde  ihm  niemand  das  Recht  bestritten  haben. 
Es  gefällt  ihm  nicht,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeiten  der  PlanetCG 
und  Trabanten  zufällig  sein  sollen;  die  blosse  Attraction  sei  uuzu- 
reichend,  dieselben  unter  Gesetz  zu  stelle«;  er  nimmt  deshalb  eine 
Repulsivkraft  hinzu,  worunter  er  die  Centrifugalkraft  zu  verstehen 
scheint.  Die  auf  S.  80.  aufgeführten  Gesetze  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit sind  nichts  weiter  als  Relationen  nach  Keplcr'schen  Gesetzen. 
Er  sc]ieint  demnach  seine  Befriedigung  darin  gefunden  zu  haben,  dass 
er  von  den  Constanten  auf  Variabele  übergegangen  ist,  welche  ihm 
durch  ihre  Relationen  den  Eindruck  der  Gesetzmässigkeit  machen. 

H. 


Geometrie. 

Geometria  dello  spazio  in  coordinate  tetraedricho  secondo  dolle 
Vorles.  über  Geometrie  di  A.  Clebsch  saggio  di  studi  del  Dr.  M.  L 
Albeggiani.  Parte  I.  Palermo  1877.  Pietro  Montaina  e  Comp. 
169  S. 

Nach  Angabe  des  Verfassers  verfolgt  das  Gegenwärtige  den  Zweck, 
die  Arbeiten  von  Clebsch  unter  den  einzigen  Gesichtspunkt  des  frucht- 
baren Princips  der  Dualität  zu  stellen.  In  diesem  1.  Teile,  dem  ein 
zweiter  später  folgen  soll,  scheiden  sich  2  Abschnitte,  Aual3'8is  uud 
Synthesis.  Der  erste  Abschnitt,  in  4  Capitel  geteilt,  untersucht  be- 
sonders die  4  geometrischen  Fundamentalformen  des  Raumes,  in  reci- 
proker  Weise,  nämlich  Capitel  I.  H.  Punkt  und  Ebene,  Cap.  lU.  IV. 
die  Geraden  unter  doppelter  Betrachtung,  der  Axen  oder  der  Strah- 
len; Cap.  V.  lässt  sich  als  Anhang  zu  den  2  letzten  betrachten  und 
bezieht  sich  auf  die  ebenen  Curven  oder  auf  die  von  beiden  Arten 
Gerader  erzeugten  konischen  Flächen.  Der  2.  Abschnitt,  d.  i.  Cap.  VI., 
geht  aus  den  Ergebnissen  des  ersten  hervor,  und  zwar  aus  dem  Be- 
griff der  Complexen  (Feld  oder  Gruppe),  die  Zugehörigkeit  unter- 
schieden durch  /  und  C\  so  dass  die  Elemente  /  ebene  Curven,  die 
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C  konische  Flächen  erzeugen.  Der  Connex  der  Complexen  beider 
Arten  von  Elementen  ergiebt  eine  Gleichung,  die  des  Systems  vom 
Index  2  im  Räume  von  3  Dimensionen,  sie  ist  nur  die  analytische 
Darstellung  nach  deren  Entstehung  aus  den  4  geometrischen  Funda- 
mentalformen S  des  Raumes,  ein  besondrer  Fall  davon  ist  die  Glei- 
chung der  Geraden  (42).  Die  letzte  Numor  enthält  Betrachtungen 
der  projectiven  Geometrie,  welche  das  Ziel  haben,  in  allgemeinster 
Weise  die  Beziehung  zwischen  verschiedenen  Oertern  oder  deren  Ele- 
menten festzustellen.  Die  Coordinaten,  von  denen  Gebrauch  gemacht 
worden  ist,  sind  die  homogenen  tetraedrischen ;  die  des  Punktes  und 
der  Ebene  sind  wie  bei  Clebsch  definirt,  die  der  Geraden  nach  den 
Definitionen  von  Battaglini,  Clebsch,  Klein  u.  A.  Ausser  diesen  sind 
Cremona,  D'Ovidio,  Plücker,  Salmon  u.  A.  benutzt  und  citbii.  Der 
2.  Teil  soll  sich  mit  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Flächen 
vom  Exponenten  2,  dargestellt  durch  die  Gleichung  (SS)  «  0,  d.  i.  der 
Flachen  2.  Ordnung  oder  2.  Classe,  erzeugt  durch  die  4  geometrischen 
Fundamontalformen  des  Raumes  von  3  Dimensionen  beschäftigen. 

H. 

Die  Curven  (Folia)  von  der  Form 

rrsin<p — yCOSrp ry 

a;cosqp  +  ysin(p  x^ — rx-\-y^ 

Eine  analytisch  -  geometrische  Studio  von  Dr.  Gott  fr.  Schmauss, 
kgl.  Regierungs-  und  Kreismedicinal  -  Rath  in  Augsburg.  Augsburg 
1877.    Math.  Rieger.    4«.    14  S.    1  Fig.-Taf. 

Die  untersuchte  Curvc  wird  erzeugt  vom  Durchschnitt  der  2  Trans- 
versalen eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  welche  von  den  Enden  der 
Grundlinie  aus  die  Gegenseiten  (=  r)  unter  constantem  Winkel  (^  q>) 
schneiden,  während  bei  festem  einen  Schenkel  der  andre  um  die  Spitze 
rotirt.  Aus  dieser  geometrischen  Bestimmung  wird  erst  die  Gleichung 
hergeleitet,  dann  die  Maxima  und  Minima,  die  Tangenten  und  Asymp- 
toten, die  Wendepunkte,  und  für  (p  =  ^^  der  Flächeninhalt  gesucht. 
Zugleich  wird  die  Variation  der  Curve  mit  (p  in  Betracht  gezogen. 

H. 

Das  Ellipsoid  elementar  bearbeitet  von  Aug.  Jenny.  Basel 
1877.    Schweighauser.    32  S.    2  Fig.-Taf. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  ausschliesslich  mit  dem  Inhalt  ebener 
Flächenstücke  und  von  Körpern.  Was  darin  gegeben  wird,  ist  in  der 
leichtlasslichsten  Weise  entwickelt  und  dargestellt.  Nur  findet  sich 
darin  ein  haarsträubender  Fehler,  der  leicht  genug  zu  berichtigen  ist. 
Die  Ellipse  wird  nämlich  aus  dem  Kreise  durch  proportionale  Ver- 
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kUrzung  oder  Verlängerung  der  Ordinaten  abgeleitet,  dann  von  ihr 
das  bzbw.  längliche  oder  platte  Rotationsellipsoid  erzeugt.  Anstatt 
nun  analog  aus  dem  Kotationsellipsoid  das  dreiaxigc  durch  propor- 
tionale Reduetion  einer  Coordinate  abzuleiten,  werden  unmittelbar 
die  vorher  gleichen  2  Dimensionen  ungleich  gesetzt,  das  hcisst  dann 
nach  allem  Vorausgehenden:  das  Ellipsoid  ist  dreiaxig,  wenn  einmal 
a  >  a.  Von  Ellipse  und  Ellipsoid  werden  ausser  der  ganzen  Figur 
die  Segmente,  gerade  und  schräg  geschnittene,  behandelt,  auf  Kreis- 
und  Kugelsegmente  reducirt  und  die  Kugelsegmente  für  sich  kubirt. 

H. 


Einiges  aus  der  Theorie  der  Curven  zweiter  Ordnung.  Von 
Jos.  Ei  11  es,  k.  Professor.  Programm  der  kgl.  bayer.  Studien- Anstalt 
Landshut.    1877.    Mit  2  Figurentafcln.    4".    58  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  einer  einfachen  Herleitung  des  Hesse'scben 
Satzes  vom  vollständigen  Vierseito.  Die  folgenden  Gegenstände  sind 
die  Brennpunkte  und  die  imaginären  Elemente.  Alles  ist  nach  der 
Methode  der  neuern  .synthetischen  Geometrie  behandelt,  und  eine 
grössere  Reihe  resultirender  Sätze  dualistisch  aufgestellt.  H. 


Beiträge  zur  Geometrie  des  Dreiecks.  Von  R.  0.  Consentius. 
Carlsruho  1877.    G.  Braun.    Mit  1  Figurentafel.    34  S. 

Vom  beliebigen  Dreieck  ausgehend  wird  eine  „allgemeine"  (d.h. 
Gesammt-)  Figur  construirt,  indem  die  ein-,  um-  und  anbeschriebenen 
Kreise  und  viele  damit  in  Verbindung  stehende  Gerade  hinzugefügt 
werden.  An  dieser  Figur  wird  dann  in  synthetischem  Connex,  ohne 
Hülfe  der  neuern  Geometrie,  eine  längere  Reihe  von  Sätzen  ent- 
wickelt, und  zum  Schluss  49  Constructionsaufgaben  gestellt      H. 


Anfangsgründe  der  neueren  Geometrie  für  die  oberen  Classen 
der  Gymnasien  und  Realschulen.  Von  Dr.  F.  X.  St  oll,  Lehrer  der 
Mathematik  am  Grossherzoglichen  Gymnasium  zu  Bensheim.  Mit 
IG  Figurentafeln.    Bensheim  1872.    Ehrhard  u.  Comp.    111  S. 

Der  Verfasser  will  die  neuere  Geometrie  weder  an  die  Stelle  der 
euklidischen  Elementargeometrio  setzen  noch  mit  ihr  verschmelzen, 
sondern  nach  Vollendung  derselben  als  besonderen  Cursus  einführen; 
wol  aber  dürfte  nach  seiner  Ansicht  der  sonst  in  höheren  Classen 
übliche,  weniger  instructive  Unterricht  in  den  Anfängen  der  analyti- 
schen Geometrie  dafür  in  Wegfall  kommen.  Wenn  auch  der  ange- 
führte Grund  gegen  letztere  nicht  zutrifft,  so  ist  doch  die  Aeusserung, 
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dass  deren  Resultate  dem  Schüler  isolirt  und  zusammenhanglos  er- 
scheinen, aus  dem  andern  Grunde  sehr  annehmbar,  weil  der  Zweck 
ihrer  Einführungen  fast  ganz  jenseit  des  Schulunterrichts  liegt.  Die 
hiermit  der  neuern  Geometrie  angewiesene  Stellung  ist  für  die  Ge- 
staltung der  Doctrin  eine  äusserst  günstige.  Sie  hat  eine  deutliche, 
sichere  Grundlage  auf  klaren  Begriffen;  es  ist  ihr  dadurch  gestattet 
sich  rein  auf  ihren  specifischen  Inhalt  zu  beschränken  und  sich  so 
in  einheitlicher  Form  darzustellen.  Hiervon  ist  in  vortrefflichster 
Weise  Gebrauch  gemacht.  Der  Voi^trag  ist  musterhaft  wol  geordnet 
und  leicht  verständlich ;  die  Form  ist  die  aus  dem  gewöhnlichen  geo- 
metrischen Unterricht  bekannte  in  Erkläruugen,  Lehrsätzen  und  Auf- 
gaben. Der  Umfang  ist  weniger  wichtig,  da  nur  eine  Einführung  und 
Vorbildung  für  das  Studium  der  höhern  synthetischen  Geometrie  in 
der  Absicht  liegt.  Für  den  Fall  einer  Aufnahme  in  den  Schulcursus 
lässt  sich  das  Buch  als  Htilfsmittel  sehr  empfehlen.  H. 


Neuere  Geometrie  für  die  oberen  Klassen  der  Realschulen  und 
Gymnasien.  Von  Dr.  H.  L.  Rottok,  Rector  am  Realgymnasium  in 
Rendsburg.  Mit  51  Figuren  im  Text.  Schleswig  1877.  Julius  Bergas. 
62  S. 

Auch  hier  wie  beim  Vorgenannten  wird  ein  getrennter  Cursus  in 
der  neuern  Geometrie,  der  sich  auf  den  vollendeten  Unterricht  in  der 
Elementargeometrio  stützt,  in  Aussicht  genommen.  Die  Methode 
unterscheidet  sich  von  jener  dadurch,  dass  sie  zur  Herleitung  der 
Sätze  Trigonometrie  und  überhaupt  mehr  Rechnung  anwendet.  Der 
Vortrag  ist  klar  und  leicht  verständlich,  so  dass  das  Buch  seinen 
Zweck  sehr  wol  zu  erfüllen  vermag.  H. 


Die  Elemente  der  darstellenden  Geometrie,  als  Lehrmittel  für 
Lehrer  und  Schüler  an  Real-,  höhern  Bürger-,  Industrie-,  Gewerb-, 
Bau-,  Handwerker-  und  Fortbildungsschulen,  und  andern  gewerblichen 
und  technischen  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbststudium.  Von  G. 
Delabar.  Mit  100  Figuren  auf  20  lithographirten  Zeichnungstafeln. 
(Zweiter  Theil  der  Anleitung  zum  Linearzeichnen.)  Zweite,  vermehrte 
und  verbesserte  Auflage.  Freiburg  im  Breisgau  1877.  Herder.  Quer-8®. 

Das  jetzt  erschienene  erste  Heft  des  genannten  2.  Teiles  enthält 
nach  allgemeiner  Einleitung  in  die  darstellende  Geometrie  überhaupt, 
welche  3  Projectionsarten  aufweist,  die  Lehre  von  der  rechtwinkligen 
Projection.  Es  werden  in  erläuterndem  Vortrag  die  Darstellungen 
von  Punkten,  Geraden,  krummen  Linien,  begrenzten  ebenen  Flächen, 
Ebenen,  ebenen  Figuren  in  gegebenen  Ebenen,  krummen  Flächen, 
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der  einfachen  Körper,  der  Prismen  und  Pyramiden  und  deren  Netze, 
der  regulären  Polyeder,  der  3  elementaren  runden  Körper,  und  der 
gewundenen  Körper  behandelt.  Der  Ausdruck  ist  durchweg  correct, 
und  gute  Ordnung  nicht  zu  vermissen.  H. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Handbuch  der  niederen  Geodäsie.  Von  Friedrich  Hartner, 
ord.  Professor  in  Wien.  Fünfte,  vermehrte  Auflage.  Bearbeitet  von 
Josef  Wastler,  o.  ö.  Professor  der  Geodäsie  an  der  k.  k.  Tech- 
nischen Hochschule  in  Graz.  Mit  397  Holzschnitten  und  2  Tafeln, 
Wien  1876.    L.  W.  Seidel  u.  Sohn.    710  S. 

Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  den  früheren  einesteils 
durch  die  Umrechnung  in  Mctermass,  die  nur  beim  Kataster  noch 
nicht  ausgeführt  werden  konnte,  und  die  durch  die  neue  Instruction 
des  österreichischen  Katasters  bedingten  Aenderungen  und  Neuerungen 
in  der  Triangulirung,  anderntcils  durch  erhebliche  Vermehrungen, 
welche  den  neuesten  Fortschritten  der  technischen  Praxis  und  theo- 
retischen Geodäsie  entsprechen.  An  Instrumenten  und  Vorrichtungen 
sind  hinzugekommen  das  Steinheirsche  Heliotrop,  die  Messräder,  der 
anallatische  Distanzmesser  von  Porro,  der  Theodolit  von  Breithaupt, 
das  Universal-Nivellir-Instrumeut  von  Ertel.  In  Betreff  des  Verfahrens 
und  der  Theorie  ist  neu  aufgcnomjnen  Ausführliches  über  die  Ge- 
nauigkeit der  Längenmessungen,  die  Untersuchung  über  die  Exceii- 
tricität  des  Höhenkreises,  die  Untersuchung  des  Fehlers  im  Höhen- 
winkel wegen  Schiefstehens  der  Rotationsaxc,  das  Abstecken  lang^ 
gerader  Linien,  das  Ausstecken  von  Kreisbogen,  die  Untersuchung 
über  die  Genauigkeit  der  Längen-  und  Horizontalwinkelmessungen, 
das  Gewicht  einer  «fachen  Repetition,  die  Untersuchung  über  die 
Aneroide  von  Goldschmid,  die  ausführliche  Behandlung  des  Detail- 
Nivellements  und  der  Querprofile,  das  Präcisions- Nivellement,  ein 
Anhang  über  Tachymetrie.  Dagegen  ist  die  Markscheidekunst  als 
entbehrlich  für  den  gegenwärtigen  Zweck  weggeblieben.  Die  Haupt- 
abteilungen des  Buchs  sind  die  Feldmesskuust  und  die  Höhenmess- 
kunst;  in  ersterer  wird  gehandelt  von  der  Aufnahme,  von  der  Be- 
rechnung und  Teilung  aufgenommener  Flächen  und  Aenderung  ihrer 
Begrenzung,  von  der  Ausfertigung  der  Pläne,  in  letzterer  vom  Höhen- 
messen und  vom  Nivelliren.  Sowol  der  Vortrag  der  Theorie  als  auch 
die  Beschreibung  des  Verfahrens  und  der  Instrumente  ist  grösstenteils 
klar  und  für  die  mit  der  Technik  nicht  Vertrauten  verständlich. 

H. 
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Uebor  die  Genauigkeit  der  Längenmessungen  mit  Mcsslatten, 
Messband,  Messkette  und  Drchlattc.  Von  Franz  Lorber,  o.  ö.  Pro- 
fessor der  praktischen  Geometrie  an  der  k.  k.  Bergakademie  in  Leoben. 
Wien  1877,  Alfred  Holder.    66  S. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Formeln  zur  Wahrschoinlichkeits- 
bestimmung  der  Fehler  verschiedener  Natur  entwickelt  und  rücksicht- 
lich der  constanten  Fehler  die  mittlere  Abweichung  vom  mittleren 
Fehler  in  Betracht  gezogen  hat,  handelt  es  sich  um  Entscheidung 
zwischen  2  Hypothesen,  hier  ausgedrückt  mit  den  Worten:  Erstere 
sagt,  der  mittlere  Fehler  einer  Längenmessuug  ist  proportional  der 
gemesseneu  Länge,  letztere,  der  Länge  selbst.  Er  findet  erstere  durch 
die  Theorie  gerechtfertigt  und  für  die  meisten  Fälle  durch  die  Be- 
obachtung bestätigt,  letztere  soll  für  gewisse  Fälle  näher  zutreffen. 

H. 


Praktische  Mechanik. 

Magazin  der  neuesten  mathematischen  Instrumente  des  mathe- 
matisch-mechanischen Institutes  von  F.  W.  Breithanpt  und  Sohn 
in  :Cassel.  VI.  Heft  mit  13  lithographirten  Tafeln.  Cassel  1876. 
Selbstverlag  des  Institutes.    4».    95  S. 

Das  gegenwärtige  Heft  behandelt  nach  einander:  Einfache  Winkel- 
messer, Theodolite  zu  geodätischem  Gebrauche,  Universalinstrumente, 
Theodolite  zu  astronomischem  Gebrauche,  Gruben -Theodolite  und 
Tachymeter,  speciell  astronomische  Instrumente,  und  im  Anhang  die 
Bussolen-Instrumente  mit  Fernröhren;  von  diesen  einzeln  verschiedene 
Arten;  von  jeder  wird  die  Beschreibung,  die  Prüfung  und  die  An- 
wendung dargelegt.  Voraus  geht  eine  Einleitung  enthaltend  die  Grund- 
principien  über  die  Construction  des  Theodoliten,  die  Elimination  der 
Fehler  durch  die  Anordnung  der  Beobachtungen,  die  Kreisteilung  und 
die  Methoden  der  Ablesung,  die  Methoden  der  Beobachtung,  die 
Gruppiruug  der  Theodolite  nach  ihrer  Verwendung.  Die  Erörterung 
setzt  die  technischen  Kenntnisse  in  vollem  Masse  voraus.  Ob  die  im 
ganzen  ziemlich  kärglichen  Angaben  genau  die  notwendigen  sind, 
möchte  etwas  zweifelhaft  scheinen;  doch  wird  hierüber  der  Gebrauch 
entscheiden.  H. 


Erläuterungen  und  Zusätze  zu  F.  Reuleaux's  Kinematik.  In  ge- 
drängter Kürze  aufgestellt  von  M.  Nieman.  Mit  einer  Figurentafel. 
Berlin  1877.    Mayer  und  Müller.    24  S. 
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Der  Verfasser  knüpft  nur  in  geringem  Masse  au  die  citirte  Schrift 
au,  will  vielmehr  die  Gegenstände  unabhäugig  entwickeln.  Es  handelt 
sich  um  Fixirung  des  Begriffs  der  Kinematik  und  der  dazu  gehörigen 
Begriffe.  Hier  scheint  er  sich  eine  klare,  geordnete  Darlegung  da- 
durch sehr  zu  erschweren,  dass  er  in  den  Begriff  schon  alle  Umstände, 
die  erst  Folge  der  Anwendung  sind,  hineinlegen  will.  Anstatt  den 
einfachen  mathematischen  Begriff  zu  Grunde  zu'  legen  und  von  da  aus 
die  Fälle  der  Verwendung,  die  in  Maschinen  vorkommen,  übersichtlich 
zu  ordnen,  betrachtet  er  vielmehr  die  Kinematik  als  ein  Erzeugniss 
der  Technik,  welches  er  nur  approximativ  zur  mathematischen  Auf- 
fassung hinführt,  Es  werden  20  Fälle  der  Bewegung,  nicht  übersicht- 
lich aufgestellt,  sondern  nur  angedeutet.  In  Betreff  der  Begriffe  von 
„Receptor  und  Werkzeug",  „Motor  und  Werkstück"  wird  ausgeführt 
dass  dieselben  sämmtlich  ihre  Berechtigung  haben,  und  sich  im  ein- 
zelnen leicht  genug  scheiden,  wenu  man  auch  manchmal  nur  den  Ort 
angeben  kann,  wo  jedes  sich  befindet.  Dies  sowol  wie  jene  20  Fälle 
wird  auf  der  Figurentafel  durch  Beispiele  veranschaulicht.        H. 


Astronomie  und  Meteorologie. 

Die  Regen  Verhältnisse  Deutschlands.  Von  Dr.  Jac.  van  Bcb- 
ber.    München  1877.    Theodor  Ackermann.    122  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  einer  allgemeinen  Erörterung  der  atmo- 
sphärischen Wasservorgänge  und  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Landes- 
beschaffenheit, namentlich  der  Höhenverhältnisse.  Indem  sie  dann 
speciell  auf  Deutschland  übergeht,  nimmt  sie  die  Ursachen  zum  Aus- 
gangspunkt und  lässt  die  Beobachtungsresultate  nachfolgen.  Zuerst 
wird  eine  übersichtliche  Gruppirung  der  deutschen  Gebirge  gegeben. 
Das  Folgende  handelt  von  der  Regenmenge  und  zwar  vom  Einflnss 
der  Gebirge,  von  der  räumlichen  Verteilung,  der  Verteilung  in  der 
jährlichen  Periode  und  nach  der  Höhe,  von  den  Regentagen  und  der 
Regenwahrscheinlichkeit,  der  Regendichte  und  der  Beziehung  des  Waldes 
zu  den  Regenverhältnissen.  Die  Schrift  enthält  zahlreiche  Tafeln  nnd 
Diagramme  über  die  Regenmengen.  H. 


Physik. 


On  thc  eqnilibrium  of  heterogcneous  substances.  First  part  By 
Willard  Gibbs,  Professor  of  mathematical  physics  in  Yale  College, 
New  Haven,  Conn.  (Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of 
Arts  and  Sciences,  vol.  HI.  part  L).    141  S. 
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Die  Schrift  behandelt  ein  allgemeines  Thema  aus  der  mechani- 
schen Wärmetheorie,  entwickelt  zuerst  die  allgemeinen  Grundsätze 
und  führt  sie  dann  in  verschiedenen  Combinationen  durch.  Es  wird 
von  den  Begriffen  der  Energie  und  Entropie  Gebrauch  gemacht,  er- 
stere  bezeichnend  die  Summe  von  Arbeit  und  Wärme,  letztere  die 
Summe  der  durch  die  Temperatur  dividirten  von  aussen  herein  über- 
gegangenen Wärmoelemeute.  Als  Kriterium  des  Gleichgewichts  wird 
aufgestellt:  Zum  Gleichgewicht  eines  isolirtcn  Systems  ist  es  notwendig 
und  hinreichend,  dass  bei  allen  möglichen  Variationen  dos  Zustauds 
des  Systems,  welche  seine  Energie  nicht  ändern,  die  Variation  seiner 
Entropie  verschwinde  oder  negativ  sei  —  wofür  man  auch  sagen 
kann,  dass  bei  constanter  Entropie  die  Variation  der  Energie  null 
oder  positiv  sein  muss.  Die  nächste  Frage  bilden  die  Gleichgewichts- 
bedingungen heterogener  Massen  in  Berührung  ohne  Einwirkung  von 
Schwere,  Elektricität,  Verdrehung  und  capillaren  Spannungen,  dann 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  anfänglich  existiren- 
den  homogenen  Teilen,  dann  Bedingungen  für  die  mögliche  Bildung 
von  Massen  unähnlich  ihrer  vorhergehenden  Existenz,  dann  Eiufluss 
der  Festigkeit  aller  Teile,  dann  Einfluss  hinzutretender  Bedingungs- 
gleichungen, dann  Einfluss  eines  Diaphragma's,  u.  s.  w.  H. 

Die  Entstehung  des  Chlorophylls  in  der  Pflanze,  Eine  physiolo- 
gische Untersuchung  von  Dr.  Julius  Wiesner,  o.  ö.  Professor  der 
Anatomie  und  Physiologie  der  Pflanzen  an  der  Wiener  Universität. 
Wien  1877.    Alfred  Holder.    120  S. 

Es  werden  die  Bedingungen  untersucht,  unter  denen  das  Chloro- 
phyll, derjenige  bis  jetzt  nicht  darstellbare  Stoff,  welcher  der  Pflanze 
die  grüne  Farbe  giebt,  und  durch  dessen  Vorhandensein  die  Um- 
wandlung der  unorganischen  Nahrung  in  organische  Verbindungen 
bedingt  ist,  entsteht.  Hauptsächlich  ist  die  Untersuchung  auf  den 
Einfluss  der  Licht-  und  Wärmestrahlen  gerichtet.  Die  Chlorophyll- 
crzeugende  Kraft  des  Lichtes  beginnt  erst  im  Eot  zwischen  den 
Fraunhofer'schee  Linien  A  und  B  und  wohnt  von  hier  an  allen 
Strahlen  des  sichtbaren  Spectrums  inne.  Die  dunkeln  Wärmestrahlen 
haben  das  Vermögen,  eine  beginnende  Wirkung  desjenigen  Lichtes, 
welches  zur  Chlorophyllerzeugung  geeignet  ist,  fortzusetzen.     H. 


Yeitnischte  Schriften,  Zeitschriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  anno  CCLXXIV.    1876—77. 
Serie  terzia.    Transunti,  volume  I.    Roma  1877.    Salviucci. 
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Die  dritte  Serie  begiiint  mit  dem  Deccmber  1876.  Jeden  Mouat 
erscheint  ein  Heft.  Jedes  Heft  enthält  die  Sitznngsberidite  der  2 
Gassen,  der  naturwissenschaftlichen  und  historischen,  getrennt,  dann 
ein  PnblicationsYerzeichniss  und  meteorologische  Beobachtangen.  Die 
Sitzungsberichte  geben  nach  einander  erst  die  geschäftlichen  Ver- 
handlungen, dann  wissenschaftliche  Mitteilungen  und  Voriesnngen, 
dann  die  Verhandlungen  des  geheimen  Comites.  An  Mitteilungen 
mathematischen  Inhalts  finden  sich  in  den  6  ersten  Heften  folgende. 

H.  1.  Marco:  Die  Ursache  der  rotircnden  Bewegung  der  Licht- 
mahle im  Radiometer  von  Crookcs. 

Brioschi:  Ueber  einige  neue,  von  Herrn  Klein  erhaltene  Resul- 
tate in  der  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades. 

Cerruti:  Ueber  die  kleinen  Oseillationen  eines  starren,  ganz 
freien  Körpers.    (Forts,  im  2.  H.). 

U.  2.    Smith:  Ueber  die  vollen  elliptischen  Integrale. 

IL  3.    Smith:  Ueber  die  Modolargleichungen. 

Dini:  Ueber  eine  Classc  endlicher  und  stetiger  Functionen,  die 
keinen  Differential  quo  tienten  haben.    (Forts,  im  5.  H.). 

H.  4.    Archer  Hir st:  Ueber  die  Correlation  zweier  Ebenen. 

Bertini:  Eine  neue  Eigenschaft  der  Curven  »ter  Ordnung  mit 
einem  («  —  2) fachen  Punkte. 

H.  5.  Bctti:  Ueber  die  Bewegung  eines  Systems  beliebig  vieler 
Punkte. 

D'Ovidio:  Die  metrischen  Fundameutalfunctionen  in  RTiumen 
von  beliebig  vielen  Dimensionen  und  coustanter  Krümmung. 

De  Paolis.    Ueber  die  ebenen  doppelten  Transformationen. 

V  e  r  0  n  c  s  e  und  C  r  e  m  o  u  a :  Neue  Siltze  über  das  hexagrammum 
mysticum. 

H.  6.  De  Gasparis:  Ueber  den  Wert  des  Parameters  in  den 
elliptischen  und  parabolischen  Bahnen. 

Casorati:  Untersuchungen  über  die  Differentialgleichungen  zu 
allgemeiner  algebraischer  primitiver  Gleichung.  U. 


Aualcctes  on  Memoiros  et  Kotes  sur  les  diverses   partics  des 

mathematiqucs.     Par   Nicolas   Nicolaides,  Docteur    es-scientes 

mathematiqucs,    et   Professeur   ä    TUniversite  d'Athencs.      Äthanes, 
Pierre  Pcrris. 
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Diese  Zeitschrift  erscheint  in  Lieferungen  zu  2  Bogen  in  franzö- 
sischcrj^Sprache.  Gauthier- Villars  übernimmt  die  Besorgung.  Es  sind 
bis  jetzt  19  Lieferungen  erschienen.  Die  beiden  letzten  enthalten 
folgende  Aufsätze. 

lieber  eine  neue  Art  der  Erzeugung  der  Flächen. 
Ueber  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 
Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen. 

IL 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab.  üdgivet  af  Sophus 
Lie,  Worm  Müller  og  G.  0.  Sars.  Forste  Bind.  Kristiania  1876. 
Alb.  Cammermeyer. 

Der  erste  Band  dieser  neuen  norwegischen  Zeitschrift  besteht  aus 
4  Heften.  Sie  soll  nur  wissenschaftliche  Abhandlungen  enthalten. 
Keine  Sprache  ist  ausgeschlossen.  Jährlich  soll  ein  Band  erscheinen. 
Die  Mehrzahl  der  Aufsätze  gehört  der  physischen  Geographie  an. 
Mathematische  Arbeiten  hat  bis  jetzt  allein  Lie  selbst  geliefert.  Sic 
sind  in  deutscher  Sprache  und  haben  die  Titel: 

Theorie  der  Transformations-Gruppen  (1.  und  2.  Heft). 

Resum6  einer  neuen  Integrations-Theorie  (3.  und  4.  Heft). 

H. 

Nouvelle  Correspondance  Mathematique.  Redigee  par  Eugene 
Catalan,  Doctcur  es-sciences,  Professcur  h.  rUnivcrsite  de  Liege, 
avec  la  collaboration  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard, 
Neuberg  et  fidouard  Lucas.  Tome  troisieme.  Liege  1877. 
E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  an  Abhandlungen  ist  folgender. 

fid.  Lucas:  Ueber  die  Anwendung  eines  neuen  Priucips  der 
Zeichen  in  der  Geometrie.  (Schluss)  —  H.  Brocard:  BoUcurven 
der  Kegelschnitte.  (Forts.)  —  P.  Mansion:  Identität  tlcr  linearen 
Transformation  mit  der  projectivischen  Transformation.  —  Emil 
Ghysons:  Ueber  den  Flächeninhalt  des  Ellipsoids.  —  C.  Le  Paige: 
Ueber  eine  Differenzengleichung.  —  £d.  Lucas:  Ueber  das  Sticfel- 
sche  Theorem.  —  H.  Brocard:  Eigenschaft  des  Dreiecks.  —  fid. 
Lucas:  Ueber  die  Verallgemeinerung  zweier  Sätze  von  Hermite  und 
Catalan.  —  Mister:  Ueber  den  Bweis  des  Taylor'schen  Satzes.  — 
P.  Mansion:  Beweis  des  Tautochronismus  der  Cykloide  und  des 
Neumann'schen  Satzes,  nach  der  Schrift  von  Huygens  betitelt:  Iloro- 
logium  Oscillatorium.  —  E.  Roche:  Ueber  die  barymetrische  Formel 


Digitized  by 


Google 


38  Lilieranscker  Bericht  CCXLlll. 

von  Laplace.  —  E.  Catalan:  lieber  verschiedene  Artikel  von  Mao- 
sion. —  De  Coatpont:  Ueber  ein  Problem  von  Basschop.  —  A. 
B.  Kempo:  Ueber  die  Bewirkung  genau  geradliniger  Bewegung  mit- 
telst durch  Gelenke  verbundener  Stäbe.  Aus  dem  Englischen  ftbcrs. 
von  V.  Liguine.  —  H.  Brocard:  Ueber  verschiedene  Artikel  der 
Nouv.  Corr.  (Forts.)  —  C.  Le  Paige:  Ueber  die  Multiplication  der 
Determinanten.  —  Gelin:  Ueber  den  Satz  des  Nikomachos.  — 
Goliu:  Ueber  die  Frage  220.  —  G.  de  Longchamps:  Ueber  die 
harmonische  Reihe.  —  Jules  Freson:  Sätze  über  die  Transversalen. 
—  S.  Realis:  Ueber  verschiedene,  in  der  Nouv.  Corr.  gestellte  Auf- 
gaben. —  E.  Ghysens:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  algebraischcu 
ebenen  Linien.  —  P.  Mansion:  Ueber.  die  Theorie  der  Rciheii,  aas 
Anlass  eines  Artikels  von  Catalan.  —  De  Coatpont:  Ueber  dk 
Geometrie  des  Lineals.  H, 
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CXXXIX. 


Gesehichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Eisenlohr,  A.,  e.  mathemat.  Handbuch  der  alten  Aegypter 
(Papyrus  Rhind  d.  British  Museum)  übersetzt  u.  erklärt.  Fol.  m. 
Commentar.    4.    Leipzig,  Hinrichs.    63  Mk. 

Jahrbuch  üb.  d.  Fortschritte  d.  Mathematik,  hrsg.  v.  C.  Ohrt- 
mann,  G.  Müller,  A.  Wanger  in.  7.  Bd.  J.  1875.  3.  Hft.  8. 
Berlin,  G.  Reimer.    5  Mk.  20  Pf. 

Methoden  und  Priucipien. 

Dcussen,  P.,  d.  Elemente  d.  Metaphysik.  8.  Aachen,  Mayer. 
4  Mk. 

Paschen,  M.,  üb.  d.  sogenannte  Quadratur  d.  Kreises.  4. 
Neisse,  Graveur.    1  Mk. 

Scheffler,  H.,  d.  Naturgesetze  u.  ihr  Zusammenhang  m.  d. 
Prinzipien  d.  abstrakten  Wissens.  2.  Thl.  2.  Lfg.  8.  Leipzig, 
Förster.    12  Mk. 

üie,  0.,  Warum  u.  weil.  Physikalischer  Thl.  4.  Afl.,  hrsg.  v. 
F.  Langhoff.    8.    Berlin,  Kiemann.    2  Mk.  75  Pf. 

Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Becker,  J.  K.,  Lehrb.  d.  Elemcntar-Mathematik.  1.  Thl.  Lehr- 
buch d.  Arithmetik  u.  Algebra  f.  d.  Schulgebrauch.  2.  Buch:  Das 
Pensum  der  Prima.    8.    Berlin,  Weidmann.    1  Mk.  60  Pf. 

Herr,  J.  B.,  Lehrb.  d.  höheren  Mathematik.  3.  Afl.  1.  Bd.  8. 
Wien,  Seidel  &  S.    12  Mk. 

•   Lettau,  0.,  algebr.  Aufg.  m.  Berücksicht.  d.  neuen  Münzsystems. 
4.  Afl.    8.    Langensalza,  Schulbuchh.    2  Mk.  70  Pf. 

Lipschitz,  R.,  Lehrb.  d.  Analysis.  1.  Bd.  8.  Bonn,  Cohen  &  S. 
15  Mk. 

Lös  er,  J.,  Elemente  d.  Mathematik  f.  Gymn.  Real-  u.  höhere 
Bürgerschulen.  2.  Thl.  Geometrie  d.  Ebene.  8.  Weinheim,  Acker- 
mann.   2  Mk.  80  Pf. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXLIV. 


Methode  und  Principien. 

Das  Münz-,  Mass-  und  Gewichtssystem  im  Rcchcnuuterricht  für 
alle  Kechenlehrer  dargestellt  von  Dr.  Albert  Kallins,  Lehrer  am 
Berlinischen  Gymnasium  zum  grauen  Kloster.  Oldenburg  1877.  Ger- 
hard Stalling.    34  S. 

Was  den  Menschen  durch  beständigen  Gebranch  geläufig  ist, 
pflegt  wenig  beachtet  zu  werden.  Kommt  es  dann  auf  ungewohnte 
Weise  in  Anwendung,  so  tritt  oft  ein  auffallendes  Ungeschick  zutage. 
Dies  gilt  vom  Decimalsystem ,  und  der  Umstand  ist  wol  ein  Haupt- 
grund, warum  die  mit  dem  neuen  Münz-,  Mass-  und  Gewichtssystem 
verbundene  Erleichterung  des  Rechnens  noch  so  wenig  gekannt  und 
gewürdigt  wird.  Der  Verfasser  sieht  hierin  einen  Anlass  dem  Unter- 
richt im  Decimahrechnen  eine  grössere  Aufmerksamkeit  zuzuwenden. 
Nach  seiner  Erfahrung  und  Nachprüfung  ist  die  Unbokanntschaft  der 
Schüler  mit  der  näheren  Bewandtniss  im  ganzen  noch  sehr  gross. 
Die  Schrift  erteilt  Ratschläge,  wie  dem  abzuhelfen  sei.  Au  diesen 
ist  es  sehr  zu  billigen,  dass  sie  nicht,  wie  es  häufig  zum  Nachteil 
geschieht,  den  Schülern  Mühe  zu  ersparen,  sondern  eher  durch  Hin- 
zufügung  von  Mühe  die  Aufmerksamkeit  auf  das  bisher  Unbeachtete 
zU  lenken  suchen.  Ist  auch  Manches  nicht  gerade  neu,  so  ist  doch 
der  Gegenstand  ziemlich  vielseitig  productiv  behandelt 
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Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer  Grundlage  streng  dedukth 
dargestellt  von  Johann  Karl  Becker,  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  am  Gymnasium  in  Mannheim.  Erster  Theil.  Mit  145 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1877.  Weidmann. 
295  S. 

Das  vorliegende  Werk  ist  eine  entfaltete  Darlegung  der  Princi- 
pien  der  Geometrie  nach  ihrem  logischen  Inhalt  Um  das  vorgesetzte 
Ziel  zu  erreichen,  ist  der  pädagogische  sowie  der  systematische  Ge- 
sichtspunkt ganz  bei  Seite  gelassen.  Die  Aufgabe  stellt  zu  grosse 
Anforderungen,  als  dass  sie  ohne  vorgängige  Trennung  der  Gesichts- 
punkte gelöst  werden  könnte.  Manche  Versuche  in  gleichem  Sinne 
sind  in  neuster  Zeit  zu  Tage  getreten.  Die  gegenwärtige  Bearbeitung 
möchte  wol  eine  vor  allen  früheren  hervorragende  Leistung  zu  nennen 
sein.  Es  sind  darin  die  gesammten  principicllen  Fragen  aus  dorn 
Versteck  ans  Licht  gezogen,  in  vortrefflicher  Klarheit,  ohne  Entstel- 
lung der  Tatsachen  durch  eingemischte  Strebungen,  aufgefasst  und  in 
einfachster  Form  durch  didaktische  Aufstellungen  gelöst.  Der  Ver- 
fasser räumt  gern  die  Möglichkeit  von  Irrungen  ein,  indem  er  sich 
trotzdem  bewusst  ist  einen  gesicherten  Fortschritt  getan  zu  haben; 
denn  sein  Werk  ist  kein  künstlicher  Bau,  der  zusammenbricht,  wenn 
eine  Stütze  versagt;  nichts  ist  auf  die  Spitze  des  Wortes  gestellt, 
vielmehr  alles  im  freien  Gedanken,  den  Gegenstand  und  die  Aufgabe 
vor  Augen,  zur  Reife  gebracht,  dann  erst  in  die  geeignete  Darstel- 
lungsform gebracht.  Es  tritt  uns  darin  die  grosse  Uebeilegenheit 
derjenigen  Logik,  welche  erst  denkt,  dann  spricht,  über  die  gewöhn- 
liche formelle  Logik,  welche  nur  innerhalb  der  oft  sehr  zufälligen 
Grenzen  des  Wortes  zu  denken  vermag,  recht  deutlich  entgegen. 
In  Verbindung  hiermit  steht  wol  auch  die  Ansicht  des  Verfassen 
über  die  Axiome,  dass,  wofern  sie  nur  sind,  was  sie  sein  sollen,  näm- 
lich von  selbst  einleuchtend,  wir  nicht  so  wenige,  sondern  so  viele 
als  möglich  statuiren  müssten.  Er  stellt  deren  7  oder  8  auf;  ist  aber 
stets  bereit  ein  neues  hinzuzufügen.  Auf  die  Genesis  der  Begriffe 
und  der  den  Axiomen  zugrunde  liegenden  Erfahrungen  geht  er  nicht 
ein,  nimmt  vielmehr  deren  Kesultate  auf,  sofern  die  Deutlichkeit  eines 
jeden  unbestritten  ist;  gleichwol  ist  in  den  Herleitungen  die  Leitung 
durch  die  Genesis  oft  zu  erkennen.  Der  Stoif  des  Buches,  in  welchem 
Planimetrie  und  Stereometrie  ungetrennt  erscheint,  ist  zu  ausgedehnt 
und  mannichfaltig,  um  den  besoudern  Inhalt  vorführen  zu  können; 
vieles  ist  darin  originell  instructiv,  manches  sogar  unmittelbar  für  die 
Schule  verwendbar.  Zu  letzterem  ist  die  Erklärung  des  Winkels  zu 
rechnen.  Es  wird  unbedenklich  ausgesprochen:  Der  Winkel  ist  die 
Winkelfigur ;  mit  der  Länge  der  Schenkel  macht  man  sich  nur  nichts 
zu  tun  —  unbedenklich  und  mit  Recht,  denn  die  Grösse  des  Winkels 
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mass  unter  allen  Umständen  durch  die  Bedingung  der  Gleichheit  und 
Ungleichheit  besonders  dciinirt  werden.  Mit  diesem  sonst  fast-flberall 
bewährten  klaren  Blicke  ist  es  nun  kaum  vereinbar,  wie  dem  Ver- 
fasser die  Einwände  gegen  seinen  Beweis  des  Parallelensatzes  —  es 
ist  der  bekannte  Scheinbeweis  mittelst  der  Winkelblätter  —  so  ganz 
unverstanden  bleiben  konnten«  Er  sagt,  man  wendete  ein,  ein  Winkel- 
blatt sei,  weil  unendlich,  keine  Grösse  und  könne  nicht  ein  Teil  sein 
oder  Teile  haben,  und  verteidigt  das  Recht  dasselbe  Grösse  und  Teil 
zu  nennen.  Glaubt  der  Verfasser  wirklich  mit  einem  Namen  eine 
Kluft  überbrücken  zu  können,  deren  Vorhandensein  sowie  die  Be- 
mühungen der  Mathematiker  sie  zu  bewältigen  ihm  doch  setir  wol 
bekannt  sind?  Zunächst  ist  der  Einwand  undeutlich  ausgedrückt. 
Sagen  wir  statt  „unendlich''  lieber  „unvollständig  begrenzt^'  und  statt 
„Teil"  lieber  „Region";  statt  „könne  nicht  Teil  sein*'  lieber  „bedürfe 
um  als  Teil  behandelt  zu  werden  neuer  Definitionen  und  Beweis^". 
Denn,  da  ein  Winkel  innerhalb  eines  gleichen  Winkels  bei  gleich 
gerichteten  Schenkeln  construirt  eine  Region  des  letztem  ausser  sich 
übrig  lässt,  so  passen  die  Begriffe  vom  Teile  nicht  auf  die  Region. 
Jeder  Versuch  aber  die,  verlangten  Definitionen  und  Beweise  zu  liefern 
führt  uns  auf  den  Parallelensatz  selbst  zurück,  der  stets  dazu  voraus- 
gesetzt werden  muss.  Ungenügend  ist  ferner  die  Definition  der  Pro- 
portion. Durch  sie  wird  zwar  das  Vcrhältniss  als  Function  einer 
Variabein  bestimmt,  aber  sie  ist  kein  Kriterium  für  eine  einzelne 
Proportion,  was  doch  in  der  Elementarmathematik  gefordert  werden 
mnss.  H. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  für  den  Schulgebrauch. 
Von  Johann  Karl  Becker,  Professor  der  Mathematik  und  Physik 
am  Gymnasium  in  Mannheim.  Erstes  Buch:  Das  Pensum  der  Tertia 
und  Secunda.  Zweites  Buch:  Das  Pensum  der  Prima.  Mit  in  den 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1877.  370  S.  (Jedes  Buch 
einzeln  käuflich.) 

Der  erstere  Cursus  umfasst  das  Rechnen  mit  ganzen  Zahlen,  die 
Teilbarkeit  der  Zahlen,  das  Rechnen  mit  rationalen  Zahlen,  die  Po- 
tenzen, Wurzeln  und  Logarithmen,  die  algebraischen  Gleichungen 
1.  und  2.  Grades  nebst  Proportionen.  Die  Methode  ist  die  rein  arith- 
metische. Die  Behandlungsweise  zeichnet  sich  durch  richtige  Logik 
und  allseitige  Berüsksichtigung  der  Erfordernisse,  Genauigkeit  des 
Ausdrucks  ohne  üeberladung  mit  Worten  in  hohem  Grade  aus.  Ist 
CS  auch  nicht  am  Orte  die  vielen  sehr  gewöhnlichen  Misgriffe  bei 
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einer  Arbeit  zu  erwähnen,  welche  sich  eben  durch  deren  Meiduog 
verdienstlich  zeigt,  so  möge  doch  wenigstens  ein  Hauptpunkt  genannt 
werden.  Die  algebraische  Operation  ist  keine  Auswertung, 
sondern  eine  Transformation.  So  wichtig  diese  Lehre  für  das 
Yerständniss  ist,  und  so  sehr  sich  auch  die  Bemerkung  aufdrängt, 
dass  durch  die  Behandlung  der  Operation  als  Transformation  die 
Auffassung  erleichtert,  der  Blick  erweitert  und  in  gleichem  Masse 
der  Umfang  des  receptiv  zu  erlernenden  Stoffes  verringert  wird,  so 
haben  es  doch  die  meisten  Bearbeiter  von  Lehrbüchern  vorgezogen, 
der  Gewohnheit  des  gedankenlosen  Rechnens  Rechnung  tragend  der 
Operation  den  Anschein  einer  Auswertung  zu  geben.  Die  vorliegende 
Bearbeitung  gehört  zu  deu  wenigen,  welche  in  diesem  Punkte  richtig 
zu  Werke  gehen,  und  zwar  geschieht  dies  nicht  bloss  durch  vorüber- 
gehende Berücksichtigung,  sondern  es  ist  durchgehendes  Prindp  mit 
ausgedehntester  Anwendung.  Anfänglich  wird  darauf  hingewiesen, 
dass  man  Rechnungen  in  verschiedener  Ordnung  vollziehen  kann; 
hieran  schliessen  sich  allgemeine  Sätze,  die  dann  in  Formeln  dar- 
gestellt immer  Anwendung  nach  2  Seiten  hin  gestatten,  und  in  dieser 
Gestalt  ausführlich  ausgesprochen  werden.  So  gelangt  das  System 
der  Sätze  zu  einer  Uebersichlichkeit ,  wie  sie  dem  Verfahren  gewiss 
allgemeine  Zustimmung  erwerben  wird.  Um  auf  das  Einzelne  einzu- 
gehen, so  ist  der  Passus  über  die  Grundbegriffe  musterhaft  Ueber 
diesen  und  das  Nächstfolgende  ist  Besonderes  nicht  hinzuzufägen. 
Weiterhin  aber  folgt  ein  Abschnitt  über  positive  und  negative  Zahlen, 
der  entschieden  verfehlt  ist.  Im  Grunde  war  die  Lehre  von  den 
algebraischen  Zahlen  in  der  Lehre  von  den  algebraischen  Summen 
implicüe  enthalten;  es  war  nur  nötig  das  Innere  nach  aussen  zukeh- 
ren und  die  erforderlichen  Aufstellungen  zu  machen,  wozu  bereits 
alles  eingerichtet  war.  So  wäre  eine  leichtfassliche  Theorie,  Begriff 
und  Rechnungsverfahren,  nach  einheitlicher  Methode  hervorgegangen. 
Der  Verfasser  jedoch  zerreisst  den  Nexus  und  nimmt  einen  neuen, 
heterogenen  Ausgang  in  den  entgegengesetzten  Qualitäten,  auf  welche 
der  Begriff  entgegengesetzter  Zahlen  allein  gebaut  erscheint  Da  der 
Begriff  der  negativen  Zahlen  ein  allgemein  gültiger,  seine  Anwendung 
nicht  auf  die  Fälle  der  Darstellbarkeit  in  entgegengesetzten  Qualitäten 
beschränkt  ist,  so  ist  es  an  sich  unrichtig  letztere  zur  Grundlage  zu 
nehmen.  Noch  schlimmer  ist  es,  dass  von  dieser  ausgehend  die  Be- 
gründung der  Multiplicationsregel  nie  zu  rechter  Deutlichkeit  gelangt, 
während  dieselbe  sich  doch  unmittelbar  aus  der  Mulüplication  der 
algebraischen  Summen  orgiebt  Die  negativen  Zahlen  haben  Bedeu- 
tung, sofern  die  Rechnung  mit  ihnen  zu  positiven  Resultaten  ftlhrt. 
Kein  theoretisches  Resultat  aber  ist  letztes  Resultat,  sondern  erwartet 
weitere  Verwendung.  Folglich  hat  das  negative  Resultat  oder  die 
resultirende  Zahl  von  unbekanntem  Vorzeichen  gleichfalls  immer  Be- 
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dentang.  Nur  beim  Beispiel  ans  der  Wirklichkeit  würde  das  negative 
Resnitat  die  Unmöglichkeit  der  Data  anzeigen.  Hier  erst  ist  es  an 
der  Stelle,  durch  Einftlhrung  der  entgegengesetzten  Qualitäten  auch 
für  einige  solche  Fälle  Bedeutung  für  die  Wirklichkeit  zu  gewinnen 
und  so  den  Datis  Gültigkeit  zu  verleihen.  Bei  der  im  übrigen  so 
rühmlich  beobachteten  Vollständigkeit  muss  es  auch  als  ein  Mangel 
angemerkt  werden,  dass  nirgends  von  dem  Falle  die  Rede  ist,  wo  ein 
Bnchstab  eine  negative  Zahl  bedeutet,  ein  Fall  der  doch  hernach  bei 
Auflösung  der  Gleichungen  nicht  ausgeschlossen  w^den  kann.  £s  ist 
eine  entschiedene  Discontinuität  in  der  Doctrin,  wenn  erst  die  nega- 
tiven Zahlen  nur  einen  auf  Fälle  beschränkten  Sinn  haben,  dann 
plötzlich  Zeichen  in  allgemein  algebraischer  Bedeutung  auftreten,  ohne 
dass  vorher  eine  Erklärung  darüber  gegeben  wird.  Analog  verhält 
sich  die  Sache  in  der  Lehre  von  den  Brüchen.  Es  entspricht  der 
Einheitlichkeit  der  Methode,  vereinfacht  dieselbe,  erweitert  den  Blick 
und  begünstigt  die  Uebersicht,  dass  man  den  Bruch  gleich  anfangs 
als  Bechnungsgrösse  auffasst,  gerechtfertigt  durch  das  ganzzahlige 
Resultat ,  sei  dieses  vorliegend  oder  der  Anwendung  vorbehalten. 
Diese  suspendirte  Rechtfertigung  ist  der  wirklichen  Praxis  des  Rech- 
nens ganz  gemäss;  die  Statistik  führt  uns  auf  den  Fall,  wo  auch  die 
gebrochene  Personenzahl  Bedeutung  hat;  nie  aber  hat  man  während 
des  Rechnens  die  Construction  der  Zahl  im  Sinne.  Dass  nun  der 
Verfasser  es  gleichwol  vorgezogen  hat,  den  Begriff  des  Bruches  auf 
seine  Darstellung  durch  veränderte  Einheit  zu  gründen,  ist  insofern 
von  geringerem  Nachteil,  als  sich  alle  notwendigen  Sätze  daraus  ein- 
fach genug  herleiten  lassen.  Im  übrigen  ist  zu  bemerken,  dass  inner- 
halb der  allgemein  theoretischen  Behandlungsweise ,  welche  dabei 
immer  den  Gmndzug  des  Ganzen  bildet,  eine  grosse  Bevorzugung  der 
Praxis  und  dos  Decimalsystems  zu  Tage  tritt.  Einigermassen  wird 
dadurch  die  systematische  Gestaltung  beeinträchtigt;  doch  soll  hierauf 
kein  grosses  Gewicht  gelegt  werden.  Auf  jeden  Abschnitt  folgt  eine 
grössere  Anzahl  von  Fragen  und  Uebungsaufgaben.  Zum  Selbstunter- 
richt empfiehlt  der  Verfasser  das  Buch  ausschliesslich  für  Begabtere; 
die  Bearbeitung  habe  nur  den  Schulgebrauch  im  Auge  gehabt. 

Der  Cursus  des  2.  Buchs  umfasst  die  Kettenbrüche  und  diophan- 
tischen  Gleichungen,  erstere  hergeleitet  durch  Grenzeneinschliessung, 
letztere  gelöst  durch  und  ohne  erstere,  die  arithmetischen  und  geo- 
metrischen Progrossionen  (Zinseszins-  und  Rentenrechnung),  das  Rech- 
nen mit  complexen  Zahlen,  ausgehend  von  der  Construction,  enthaltend 
die  Anfangsgründe  der  Moivre'schen  Theorie,  jedoch  ohne  die  Expo- 
nentialform,  und  einige  Sätze  über  höhere  Gleichungen,  femer  die 
Permutationen,  Combinationen  und  Variationen  mit  Anwendung  auf 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dann  auf  den  polynomischen  und  bino* 
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mischen  Lehrsatz,  dann  die  ganzen  algebraischen  Functionen  and  & 
algebraischen  Gleichungen  mit  Anwendung  doi:  Derivationen,  die  nn- 
ondlichen  nach  Potenzen  einer  Grösse  entwickelten  Reihen  und  deren 
Convergenz,  die  Determinanten,  und  im  Anhang  eine  auf  Summation 
der  höheren  arithmetischen  Reihen  bezQgliche  Aufgabe.  Die  Deter- 
minantenlehre wird  mit  einer  Yorbetrachtnng  über  Auflösung  simul- 
taner linearer  Gleichungen  eingeleitet,  doch  ist  die  Behandlung  davon 
unabhängig,  gleich  von  Anfang  allgemein  und  wenigstens  zum  Teil 
geeignet  die  Vorzüge  der  Theorie  ins  Licht  zu  stellen.  Der  Addi- 
tionssatz wird  durch  Unterdeterminontcn  hergeleitet,  obgleich  seine 
schliessliche  Formulirung  auf.  den  weit  kürzeren  und  instmctivcreo 
Weg  der  Substitution  hindeutet.  Ein  gleiches  gilt  von  der  Methode 
der  Behandlung  linearer  Gleichungssysteme.  Die  Erörterungen  sind 
ziemlich  ausführlich;  in  manchen  Punkton  hätte  sich  wol  durch  kür- 
zere Zusammenfassung  ein  leichterer  Einblick  erreichen  lassen. 

H. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik.  Bearbeitet  von 
Dr.  H.  Suhle,  Professor  am  Carls-Gymnasium  zu  Bernburg.  Erstes 
Heft.    Köthen.    Paul  Schettler.    94  S. 

Das  Vorliegende  ist  für  den  Unterricht  in  Quarta  bestimmt.  Es 
umfasst  ausser  den  4  Species,'  bei  welchen  Potenzen  nur  als  Prodnct^^ 
Wurzeln  gar  nicht  vorkommen,  die  Gleichungen  1.  Grades  mit  einer 
und  mehreren  Unbekannten  und  die  Proportionen.  Ein  Anhang  be- 
handelt die  Decimalbrüche  und  die  Berechnung  der  Quadrat-  und 
Kubikwurzeln.  Die  Methode  ist  die  rein  arithmetische  mit  saccessiver 
Erweiterung  des  Zahlengebietes;  auf  die  erneuerte  Begründung  der 
Operationen  nach  jedem  solchen  Schritte  ist  ohne  grosse  Weitläufig- 
keit sorgfältig  Rücksicht  genommen.  Ueberhaupt  lässt  sich  nicht 
verkennen,  dass  in  denjenigen  Punkten,  die  gemäss  dem  Standpunkte 
der  Anfänger  nicht  erschöpfend  erörtert  und  formulirt  werden  konn- 
ten, doch  mit  viel  Geschick  darauf  geachtet  worden  ist,  keine  folschen 
Vorstellungen  aufkommen  zu  lassen.  Hiervon  machen  nur  ein  Haupt- 
punkt und  ein  nebensächlicher  Ausnahmen.  Drei  Aeusserungen  im 
Anfang  veranlassen  geradezu  den  Schüler  a-\-b  für  den  Ausdruck 
zweier  Zahlen  zu  halten,  zuerst  die  unrichtige  Erklärung  des  Begrifs 
Rechnen,  dann  der  Satz:  „Wenn  das  Resultat  einer  Rechnung  seihst 
wieder  als  Zahl  gelten  soll  u.  s.  w."  (also  a-|-^  'st  nicht  immer  eine 
Zahl?)  dann  der  Satz:  „Die  Addition  ungleichnamiger  Zahlcuausdrficke 
kann  nur  ausgeführt  werden,  indem  man  dieselben  durch  das  Addi- 
tionszeichen verbindet".  Gegen  den  Irrtum  ist  im  Folgenden  nirgends 
ein  Correctiv  gegeben;  denn  die  Fassung  aller  Operationssätze  lässt 
beide  Deutungen,  die  der  Zahl- Veränderung  und  der  Verwandlung  bei 
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unverändertem  Werte,  zu,  und  von  umgekehrter  Anwendung  einer 
Yerwandlungsformel  ist  nur  einmal  beiläufig  die  Bede.  Diese  schöne 
Harmonie  der  Sätze  mit  seiner  Erklärung  mag  vielleicht  dem  Ver- 
fasser Motiv  gewesen  sein.  Sie  besteht  leider  nur  in  der  Schule;  der 
Lehrer  kann  verändern  lassen,  die  Forderungen  des  Lebens  stimmen 
damit  nicht  ttberein.  Zweitens  ist  zu  erwähnen,  dass  vom  Unendlichen 
eine  ganz  ungenügende  Erklärung  uud  falsche  Anwendung  gegeben 
Hier  war  es  an  der  Stelle  zu  sagen :  Mit  0  kann  man  nicht  dividiren. 

H. 

J.  H.  T.  Müll  er 's  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  höhere 
Lehranstalten.  Zweite,  gänzlich  umgearbeitete  Auflage,  mit  vielen 
dem  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Herausgegeben  von  Prof.  Dr. 
K.  L.  Bauer,  Lehrer  der  Physik  und  Mathematik  am  Bealgymnasium 
in  Karlsruhe.  Dritter  Theil.  Halle  1877.  Buchhdl.  d.  Waisenhauses. 
223  S. 

Der  gegenwärtige  Teil  des  Lehrbuchs  umfasst  die  Proportionalität 
der  Linien,  vorbereitet  durch  einen  Abschnitt  über  Messung  und  Pro- 
portionen, die  Aehnlichkeit  der  ebenen  Figuren,  Teilung  der  Figuren, 
Einiges  ans  der  neuem  Geometrie  und  das  Apollonische  Problem. 
Der  Umfang  des  Stoffes  ist  also  im  Vergleich  mit  dem  des  Buches 
gering,  und  letzteres  scheint  darauf  berechnet,  dass  der  Schüler  in 
unbeschränkter  Müsse  bei  dem  Thema  verweilen  soll.  Die  Behand- 
lungsweise  ist  ausführlich,  gründlich  und  reichhaltig,  doch  findet  sich 
auch  Vieles  vielteilig  gespalten  vorgeführt,  was  sich  aus  einer  einzigen 
Anschauung  heraus  verstehen  lässt  und  man  auch  wol  lieber  in  einen 
Satz  zusammenfassen  wird.  Strenge  Bündigkeit  ist  nicht  zu  vermissen; 
doch  ist  auch  in  eigentümlicher  Weise  dafür  gesorgt,  dass  keine  Lücken 
an  den  Tag  treten  können;  in  den  principiellen  Punkten,  in  denen 
viele  Autoren  fehlgegangen  sind,  werden  nämlich  anfangs  die  Elemente 
der  Begründung  in  mehr  als  genügender  Form  entwickelt,  nachher, 
wo  sie  in  Anwendung  kommen  sollten,  folgt  ein  blosser  Hinweis,  nach 
welchem  der  Schüler  sich  den  Beweis  selbst  zusammensetzen  muss. 
Einen  solchen  Pleonasmus  enthält  die  Erklärung  und  Erörterung  der 
Incommensurabilität  Diese  ist  eine  Verbindung  der  Euklid'schen 
Greuzeneinschliessung  und  der  Anwendung  unendlich  kleiner  Differenz. 
Jedes  von  beiden  allein  reicht  hin ;  nur  ist  erstere  Methode  in  manchen 
Fällen  sehr  umständlich,  letztere  zwar  bei  richtiger  Behandlung  ein- 
fach und  leicht  fasslich,  doch  nicht  so  auf  der  Hand  liegend,  dass 
durchgefühlte  Beweise  in  den  Fällen  der  Anwendung,  z.  B.  bei  der 
Kreismessung,  entbehrt  werden  könnten.  Unrichtig  dem  Wortlaut 
nach  ist  der  Satz  IL  p.  338.  Dass  ein  Kettenbruch  nie  abbricht, 
kann  in  manchen  Fällen  bewiesen  werden,  aber  ein  allgemein  brauch- 


Digitized  by 


Google 


46 


LiUerarischer  Bericht  CCXLIV, 


bares  Eriteriam  kann  es  offenbar  nicht  sein.  Hier  steht,  der  Um. 
stand  zeigte  sich  bei  fortgesetzter  Messung.  Was  nicht  ist,  kann  man 
auch  nicht  finden  wollen.  Im  Übrigen  ergiebt  sich  so  ziemlich  de^ 
Inhalt  ans  den  Titeln  der  Abschnitte;  alles  dazu  gehörige,  alles  not_ 
wendige  sowol  wie  vieles  ausserdem  wissenswerte,  wird  man  darin 
behandelt  finden.  H. 


Lehrbuch  der  Geometrie  im  Umfange  des  vollen  Gymnasialcursns 
Bearbeitet  von  A.  Wohlgemuth,  Inspector  und  Oberlehrer  am' 
Nicolai-Gymnasium  zu  Libau.  Libau  1877.  G.  L.  Zimmermann.  164  S. 

Das  Buch  kann  nur  die  Bestimmung  beanspruchen,  von  aUen 
G^enständen  der  gesammten  Schul-Geometrie,  einschliesslich  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  in  grösster  Kürze  eine  Vor- 
stellung zu  geben  und  die  Elemente  der  Berechnung  von  Raumgrössen 
aufzustellen.  Dies  ist  in  guter  Ordnung  geschehen.  Die  logischen 
Erfordernisse  sind  ganz  bei  Seite  gelassen,  die  Ausdrücke  vielfacii 
schief  und  ungenau ,  für  das  selbständige  Denken  so  gut  wie  nichts 
getan.  Auch  hier,  wie  noch  in  vielen  Lehrbüchern,  wird  die  Geo- 
metile  die  Wissenschaft  von  den  räumlichen  Grössen  genannt«  eine 
Definition  die  sofort  in  auffallenden  Widerspruch  mit  der  Lehre  selbst 
tritt,  wenn  unbegrenzte  Linien,  deren  Schnitte  u.  s.  w.,  die  doch 
offenbar  keine  Grössen  sind,  sich  als  vornehmliche  Gegenstände  der 
Greometrio  zeigen.  Für  den  Parallelensatz  ist  ein  falscher  Beweis 
aufgestellt  Der  Fall  der  Incommonsurabilität  von  Linien  ist  anfäng- 
Uch  erklärt,  weiterhin  wieder  vergessen.  H. 


Die  Schule  der  Geometrie  und  Trigonometrie  der  Ebene.  Von 
Professor  C.  Hell w ig,  Oberlehrer  an  der  Realschule  1.  Ordnung  zo 
Erfurt  Erster  Cursus :  Die  einfachsten  Betrachtungen  über  die  ebenen 
geradlinigen  Figuren  und  den  Kreis.'  Zweite  Auflage.  Erfurt  1877. 
Carl  Vülaret    48  S. 

In  der  Tat  ist,  wie  es  der  Specialtitel  sagt,  das  Vorliegende  mehr 
eine  Reihe  von  Betrachtungen  als  ein  eigentlicher,  streng  mathemati- 
scher Lehrcurstts.  Wenn  gleich  das  deductive  Element  nicht  ganz 
darin  fehlt,  so  ist  es  doch  von  untergeordneter  Bedeutung,  und  das 
Hauptgewicht  auf  die  Beobachtung  und  die  Flxirung  der  Mericzeichen 
zu  legen,  durch  welche  der  Schüler  im  Gebiete  der  Elementargcome- 
trie  orientirt  werden  soll.  Von  dieser  Seite  angesehen  lässt  sich  je- 
doch die  Bearbeitung  keineswegs  musterhaft  nennen.  Die  Begriffe 
sind  manchmal  nicht  gehörig  begrenzt  und  geschieden,  der  Aasdruck 
zweideutig,  die  Benennung  abweichend  sowol  vom  gewöhnlichen  Ge- 
brauch als  von  der  natürlichen  Deutung.    Der  Satz  p.  2.  z.  B.  ffiia 
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einfachste  Linio"  (Gerade)  „wird  durch  2  Punkte  vollkommen  und 
einzig  bestimmt"  •—  ist  zweideutig;  die  2  Punkte  bestimmen  nicht 
die  Gestalt,  sonder»,  nur  bei  fester  Gestalt  die  Lage  der  Linie.  Er- 
stere  Deutung,  an  der  freilich  der  Kundige  vorbeieilt,  ist  von  Natur 
die  nächst  liegende  und  hätte  durch  den  Wortlaut  vermehrt  werden 
müssen.  Es  war  sehr  leicht  und  durch  Rücksicht  auf  den  Schüler 
geboten  durch  Nennung  des  entscheidenden  Wortes  „Lage"  den  Ge- 
danken unmittelbar  auf  den,  gar  nicht  so  auf  der  Hand  liegenden, 
richtigen  Sinn  zu  lenken.  Die  Namen  „Strahl"  und  „Strecke"  werden 
anders  als  gewöhnlich  gebraucht,  gewöhnlich  nümlich  und  mit  vollem 
Grunde  im  Sinne  einer,  festen  Richtung,  hier  ohne  Beachtung  der  2 
entgegengesetzten  Richtungen.  Der  Strahl  der  Geometrie  ist  nach 
dem  Lichtstrahl  benannt,  der  von  einem  Punkte  ausgeht  Hiervon 
darf  man  ohne  wichtigen  Grund  nicht  abweichen  um  nicht  Verwirrung 
herbeizuführen.  Strahl  für  unbegrenzte  Gerade  ist  ein  zweiter  Name 
für  dieselbe  Sache,  mithin  überflüssig  und  insofern  irreleitend,  als  die 
Identität  nirgends  ausgesprochen,  also  der  Leser  veranlasst  wird  einen 
Unterschied  zu  vermuten.  Was  die  Strecke  betrifft ,  so  würde  der 
Verfasser  wahrscheinlich  die  Notwendigkeit  der  Unterscheidung  ent- 
gegengesetzter Strecken  selbst  empfunden  haben,  wenn  er  die  Be- 
trachtung, auf  die  sich  seine  Erkläining  der  Richtung  stützt,  fortgesetzt 
und  den  Ausgangspunkt  mannichfaltig  verlegt  hätte;  wie  man  in  der 
Tat  in  manchen  Lehrbüchern  einen  nachträglichen  Uebcrgang  zur  ein- 
seitig gerichteten  Strecke  findet.  Das  Vorstehende  möge  als  Vor- 
schlag zu  leicht  auszuführenden  Verbesserungen  verstanden  werden 
und  soll  die  Brauchbarkeit  des  Buchs  nicht  herabsetzen.  H. 


Abnss  der  ebenen  Trigonometrie.  Für  den  Unterricht  an  höheren 
Lehranstalten  bearbeitet  von  A.  Hössrich,  Professor  an  der  Real- 
schule 1.  0.  zu  Saalfeld.  Mit  einer  iithographirtcn  Figurentafol. 
Zweite,  revidirte  Auflage.    Saalfeld  1877.    W.  Wiedemann.    22  S. 

Das  Buch  enthält  nach  einander  die  Goniometrie  nebst  Anwendung 
auf  den  irreducibcln  Fall  der  kubischen  Gleichungen,  dann  die  Be- 
rechnung des  rechtwinkligen,  dann  des  schiefwinkligen  Dreiecks.  Der 
Vortrag  ist  der  pragmatisch  erläuternde.  An  Verständlichkeit,  Bün- 
digkeit und  Vollständigkeit  lässt  sich  im  allgemeinen  nichts  vermissen. 
Nur  die  Erörterung  der  unendlichen  Werto  der  goniometrischen  Func- 
tiouen  ist  ungenügend:  in  der  Tabelle  ist  teils  co,  teils  (— «)  auf- 
geführt; woher  das  letztere  kommt,  ist  gar  nicht  erklärt,  ebenso  wenig 
die  Angabe  (—0).  Da  sich  die  Einführung  des  od  an  die  Betrach- 
tung der  Variation  anschliesst,  so  gehörte  nur  eine  geringe,  aber  sehr 
notwendige  Beifügung  hinzu,  um  alles  zur  Deutlichkeit  zu  bringen. 

H, 
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Gcometrisehc  Aufgaben  zu  den  kubischen  Gleichungen  nebst 
einem  Anhange  mit  Aufgaben  über  biquadratischo  Gleichungen.  Ein 
Supplement  zu  jeder  Sammlung  algebraischer  Aufgaben.  Von  Dr. 
Emil  Lampe,  Professor  an  der  Luisenstädtischen  Gewerbeschule 
und  an  der  Königlichen  Kriegsakademie  zu  Berlin.  Berlin  1877. 
H.  W.  Müller.    112  S. 

Dass  die  Herausgabe  des  gegenwärtigen  Buchs  einem  anerkannten 
Bedürfniss  entgegenkommt,  dass  damit  den  Lehrern  der  Algebra  ein 
vortrefflicher  Dienst  geleistet  wird,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden. 
Geometrische  Aufgaben  für  kubische  Gleichungen  der  Art  zu  finden, 
dass  sowol  die  Stellung  als  auch  die  Lösung  und  die  Deutong  der 
Wurzeln  einfach  genug  ist  um  sie  als  passende  Uebung  für  Schüler 
gebrauchen  zu  können,  ist  nicht  leicht-,  es  scheinen  solche  den  Be- 
arbeitern von  Aufgabensammlungen  nicht  zur  Hand  gewesen  zn  sdn, 
denn  man  ündet  darin  gewöhnlich  bei  den  kubischen* Gleichungen  nur 
Zahlenbeispiele.  Alle  3  Forderungen  sind  aber  bei  der  vorliegenden 
Auswahl  von  6G  Beispielen  für  kubische  und  11  Beispielen  für  biqua- 
dratischo Gleichungen  erfüllt.  Sio  sind  nach  dem  Lehrstoff  der  Geo- 
metrie, aufweichen  sie  Bezug  haben,  geordnet;  die  ersten  6  beziehen 
sich  auf  PlaniiJi.  trie,  die  folf^eudeu  8  auf  cbenflächige  Körper,  die 
nächsten  37  verbinden  diese  mit  runden  Körpern.  Bei  den  biquadra- 
tischen Gleichungen  treten  auch  Cykloiden,  Epicykloiden  und  Hypo- 
cykloiden  auf.  Der  Sammlung  vorausgeschickt  sind  die  nötigen  For- 
meln. Auf  jede  Aufgabe  und  deren  Lösung  folgen  1  oder  2  Zahlen- 
beispiele. H. 


L.  A.  Sohncke's  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Integral- 
rechnung. Vierte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,  herausgegeben 
von  Dr.  Hermann  Amstein,  Professor  der  höheren  Mathematik 
und  theoretischen  Mechanik  an  der  Academie  in  Lausaune.  Halle 
1877.    H.  W.  Schmidt.    298  S. 

Die  Sammlung  berücksichtigt  reichlich  und  vielseitig  das  Bedürf- 
niss der  Anfänger  im  Studium  der  Integralrechnung  durch  zweck- 
mässige Uebuugsbeispiele  aus  allen  Zweigen  derselben,  denen,  soweit 
es  erforderlich  scheint,  Anleitung  zur  Lösung  nebst  Resultat  beigefügt, 
und  die  allgemeinen  Grundsätze  und  Regeln  des  Verfahrens,  jedesmal 
nach  einer  Methode,  vorausgeschickt  sind.  Der  erste  Teil  bezieht 
sich  auf  unbestimmte  Integration,  erst  rationaler,  dann  irrationaler, 
dann  transcendenter  Differentiale  von  Functionen  einer  Variabein, 
dann  vollständiger  Differentiale  von  Functionen  mehrerer  Variabein, 
im  zweiten  Abschnitt  ausgedehnt  auf  elliptische  Integrale.  Der  zweite 
Teil  enthält  einfache  bestimmte  Integrale,  näherungsweise  Berechnung 
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bestimmter  Integrale,  Anwendung  der  Integralrechnung  auf  Geomotrie, 
Doppel-  und  dreifache  Integrale.  Dann  folgt  ein  Anhang  über  Inte- 
gration gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  und  höherer  Ord- 
nung und  über  Variationsrechnung.  Nach  Aussage  des  Herausgebers 
hat  die  Sammlung  in  der  neuen  Auflage  eine  tiefgreifende  Umwand- 
lung erfahren.  Sämmtlicho  Beispiele  sind  neu  durchgerechnet  und 
dabei  eine  grosse  Zahl  von  Druckfehlern  früherer  Auflagen  berichtigt 
worden.  Bei  der  Bearbeitung  sind  die  Werke  von  Freuet,  Todhunter, 
Sellett  und  Stegmann  benutzt  worden.  H. 

Aufgaben  aus  der  darstellenden  Geometrie.  Von  Josef  Miko. 
letzky,  k.  k.  Professor  der  1.  deutschen  Staats-Oberrealscbule  in 
Prag.    Wien  1877.    Eduard  Hölzcl.    57  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  System  von  186  Aufgaben,  durch  die 
Anordnung  für  einen  zusammenhangendea  Uebungscursus  eingerichtet, 
indem  sich  die  spfttem  Aufgaben  häuflg  auf  die  frühem  stützen.  Die 
Lösung  folgt  unmittelbar  nach  jeder  Aufgabe.  Die  Wahl  der  Data 
wendet  nur  in  geringem  Masse  Specialisinmg  an,  bleibt  vielmehr 
grösstenteils  im  unmittelbaren  Anschluss  an  die  Theorie.  Der  erste 
Abschnitt  betrifft  Punkte,  Gerade  und  Ebenen,  der  zweite  Prisma  und 
Pyramide;  von  ihneii  unterscheidet  sich  der  reichhaltigste,  dritte  nur 
dadurch,  dass  Kugel,  Kegel  und  Cylinder  teils  bei  der  Lösung  in  An- 
wendung kommen,  teils  unter  den  Datis  auftreten.  H. 


Tables  for  the  formation  of  logarithms  and  antilogarithms  to 
twenty-four  or  any  less  number  of  places;  with  explanatory  intro- 
duction  and  historical  preface.  By  Peter  Gray,  F.  R.  A.  S.,  Hono- 
rary  Membre  of  the  Institute  of  Actuaries;  and  author  of  „Tables 
and  formulae  for  tho  computation  of  lifo  couüngencies",  „Tables  for 
the  formation  of  logarithms  and  anti-logarithms  to  twelve  places^^ 
etc.    London  1876.    Charles  and  Edwin  Layton.    92  S. 

Die  Logarithmen  sind  briggs'sche,  sämmtlich  auf  24  Steilen  an- 
gegeben. Voraus  geht  eine  Tafel  der  Logarithmen  der  IZahlen  2  bis 
9  zur  Eeduction  der  Anfaugsziffer  der  gegebenen  Zahl  auf  1.  Dann 
folgt  eine  Tafel  über 

logd +0,001*. n) 

in  5  Columnen  für  ^•  =  1,  2,  3,  4,  5  und  n  von  1  bis  999.  Die 
folgenden  Columnen  werden  aus  der  5  ton  entnommen  durch  Division 
mit  1000.  Wie  mau  mit  Hülfe  einer  solchen  Tafel  den  Logarithmus 
einer  jeden  einzelnen  Zahl  und  diese  aus  jenem  berechnen  kann,  ist 
deutlich  und  bekannt  genug.    Besondere  Vorteile  sind  nicht  in  An- 
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Wendung  gebracht.  Das  Verfahren  ist  also,  und  das  macht  den  Unter- 
schied andern  Tafeln  zu  gleichem  Zwecke  gegenüber  aus,  einfach, 
kunstlos  und  gleichmässig,  so  dass  es  sich  ohne  viel  Ucberlegun^*^ 
üben  lässt,  und  man  vor  prinoipiellen  Fehlern  nicht  auf  der  Hut  zu 
sein  braucht.  H. 


Tables  de  logarithmes  u  12  decimales,  jnsqu'  a  434  milliards, 
avec  preuves.  Par  A.  Naraur,  Sccr6tairc  de  Tficolo  Moyenno  de 
rfitat,  k  Truin-sur-sambre.  Pr6cedees  d'une  introduction  theoriquc 
et  d'une  notico  sur  l'usage  des  tables.  Par  P.  Mansion,  Profcsscur 
k  rUniversite  de  Gand,  publikes  par  TAcad^mic  royale  de  Belgique. 
Bruxelles  1877.    F.  Hayez.    51  S. 

Die  Logarithmen  sind  briggs'sche,  augegeben  auf  15  Stellen,  also 
mit  3  überschüssigen.  Das  Princip  ist  eine  Verbindung  der  Inter- 
polation mit  der  Zerlegung  in  Factoreu.  Eine  Tafel  von  2  Seiten 
Umfang  giebt  zuerst  die  Logarithmen  für  ein  kleines  Zahleniutervall 
unmittelbar  unterhalb  des  (mit  1  OCH)  000  multiplicirten)  Modois,  das 
Entree  zu  6  Stellen.  Die  6  übrigen  Ziffern  der  12  stellig  gegcb^H<»^ 
Zahl  sind  dann  mit  der  nebenstehenden  Logarithmendiiferenz  zu  mwWi- 
pliciren.  Da  diese  Differenz  hier  durchgängig  die  Aufangsziffem  100 
hat,  so  ist  die  Mutiplication  nie  mehr  als  drcii^iffrig.  Durch  wieder- 
holte Multiplication  oder  Division  mit  wenigen  geeigneten  und  für 
leichte  Rechnung  ausgewählten  Zahlen  lässt  sich  jetzt  das  kleine 
Intervall  zum  ganzen  erweitern,  und  man  braucht  wiederum  nur  einige 
kleine  Tafeln,  welche  die  Logarithmen  dieser  Zahlen  geben.  Bei 
Aufsuchung  des  Logarithmus  zur  gegebenen  Zahl  wird  man  die  Division 
wählen,  so  dass  letztere  zu  multipliciren  ist,  bei  der  inversen  Auf- 
gabe die  Multiplication.  Sucht  man  nun  vom  gefundenen  Logarithmen 
wieder  die  Zahl,  oder  umgekehrt,  so  wird  im  allgemeinen  die  Haupt- 
tafel beidemal  ganz  ungleich  benutzt,  die  2  Rechnungen  sind  dann 
durchgängig  unabhängig  von  einander,  und  eine  bietet  immer  voll- 
ständige Controle  der  andern.  Der  Herausgeber  hat  den  Tafeln  eine 
theoretische  Begründung  und  eine  Gebrauchserklärung  beigefügt. 

H. 

Hülfstafeln  für  barometrische  Höhenmessungen  berechnet  und 
herausgegeben  von  Ludwig  Neumeyer,  Premierlieuteuant  und 
Sections-Chef  im  topographischen  Bureau  des  kgl.  bayer.  General- 
stabes.   München  1877.    R.  Oldeubourg.    194  S. 

Jede  der  2  zur  Höhenberechnung  erforderlichen  Tafeln  hat  2 
Entrees.  Die  erste  giebt  für  jedes  Mittel  der  Barometerstände  von 
779,5  bis  600,5  Millimeter,  aufgeführt  als  Seitenüberschriften  durch 
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alle  Millimeter,  nnd  für  jede  Differenz  der  Barometerstände  von  0 
bis  25  darch  alle  Zehntel  Millimeter  die  Nullhöhe,  welche  der  Yor- 
anssetznng  einer  Temperatur  von  0^  C.  entspricht,  die  zweite  für  jede 
NoUhöhe  und  jede  Temperatarsumme  die  Temperaturcorrection.  Die 
Aufführung  der  Nullhöhen  in  der  2.  Tafel  erspart  bloss  die  Multipli- 
cation  derselben.  H. 

Tafeln  zur  Erleichterung  der  Anwendung  der  Sumner'schen  Me- 
thode für  den  Seegebrauch.  Mit  Erläuterungen  von  Sir  William 
Thomson,  D,  C.  L.,  L.  L.  D.,  F.  R.  S.,  Professor  der  Naturwissen- 
schaften an  der  Universität  von  Glasgow  und  Mitglied  des  St  Peters- 
CoUegium  Cambridge.  Auf  Veranlassung  der  Eaiserhchen  Admiralität 
aus  dem  Englischen  übersetzt  und  durch  einige  vom  Verfasser  nach- 
gelieferte Zusätze  erweitect.  Berlin  1877.  Ernst  Siegfried  Mittler 
und  Sohn.    Gr.  4^.    21  S. 

Die  Sumner'sche  Methode  bestimmt  die  Position  eines  Schiffes  zu 
bekannter  Zeit  ans  2  successiven  Sonnenhöhen  als  Durchschnitt  der 
2  Kreise  auf  der  Erde,  welche  den  constanten  Sonnenhöhen  ent- 
sprechen. Um  die  Zeichnung  zu  ersparen,  hat  der  Verfasser  eine 
Tafel  über  die  in  Betracht  kommende  Auflösung  sphärischer  Dreiecke 
gegeben,  dieselben  aber,  weil  sonst  die  Tafel  zu  gross  ausfallen  würde, 
in  je  2  rechtwinklige  sphärische  Dreiecke  zerlegt.  Die  Tafel  steht 
auf  9  Seiten;  voraus  geht  die  theoretische  Erörterung;  es  folgt  ihr 
die  Gebrauchserklärung.  H. 
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